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摘要：　 采用时滞速度反馈控制策略对轴力作用下的弹性梁进行振动控制．根据 Ｎｅｗｔｏｎ 第二定律

建立压电耦合弹性梁的非线性振动控制模型，运用直接法得到时滞反馈作用下弹性梁主共振的一

阶近似解，得出系统响应与控制参数的关系．结果表明，主共振的响应存在多解和跳跃现象，调节控

制增益和时滞值可以有效抑制大幅振动．
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引　 　 言

端部非刚性支承梁在工程机械、航空航天、桥梁及建筑结构等领域均有应用，其在外部荷

载作用下易发生大幅振动，因此其非线性振动控制问题得到了广泛的关注［１］ ．其中有效的控制

方法是采用压电复合材料构成主动控制系统［２］，而时滞反馈控制技术发展为其振动控制提供

了新的思路．
王在华和胡海岩［３⁃４］系统阐述了时滞动力系统及其最新研究成果．蔡国平和陈龙祥［５⁃６］ 从

理论和实验方面对柔性梁的时滞主动控制进行研究，指出可以利用时滞来提高控制效果．徐鉴

和陆启韶［７］针对非自治时滞反馈系统的周期解分岔和混沌进行了深入研究．赵艳影和徐鉴［８］

采用直接法研究了含有时滞动力吸振器的两自由度结构的动力学行为，重点分析了主系统振

动及其稳定性．Ｍａｓｏｕｄ 和 Ｎａｙｆｅｈ 等［９⁃１０］ 采用状态时滞反馈对起重机大幅振动进行抑制，取得

了很好的控制效果．安方和陈卫东［１１］提出了一种基于时滞加速度反馈的控制器设计方法．孙中

奎等［１２］针对窄带激励下带有时滞反馈的 Ｄｕｆｆｉｎｇ 非线性的主共振响应进行了研究．齐欢欢

等［１３］研究了超音速飞行器机翼颤振的时滞反馈控制．王万永和陈丽娟［１４］针对具有时滞耦合的

ｎ 个 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 振子弱共振双 Ｈｏｐｆ 分岔开展研究．Ｄａｑａｑ 和 Ａｌｈａｚｚａ 等［１５］ 研究了具有时滞加

速度反馈的悬臂梁的线性和非线性响应，同时也考虑了受迫振动．彭剑等［１６］ 研究了时滞反馈

及轴力作用下弹性梁的非线性自由振动．而不同时滞反馈及轴力作用下弹性梁控制系统的主

振动还有待研究．
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本文采用时滞速度反馈控制策略，对压电耦合弹性梁进行控制，采用直接法对运动方程以

及相应的边界条件进行摄动求解，研究其主共振响应．基于建立的时滞动力系统，得到了主共

振响应的一阶近似解，分析了控制增益和时滞值对主共振响应的影响．

１　 数 学 模 型

轴力作用下弹性支座梁如图 １ 所示，采用压电作动器和传感器共同构成的控制系统进行

闭环反馈控制．其中梁为 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁，梁不可伸长且忽略其扭转和剪切变形，假设压电材

料理想地安装在梁内，不考虑压电材料的质量及刚度影响．

图 １　 时滞反馈作用下梁控制系统结构图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ａ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｄｅｌａｙｅｄ ｆｅｅｄｂａｃｋ ａｃｔｕａｔｉｏｎ

利用 Ｎｅｗｔｏｎ 第二定律，可以得到受控弹性支座梁的非线性动力学方程［１６⁃１７］：

　 　 ｍｖ ＋ ｃｖ － ＥＡｐ（ ｔ）ｖ″ ＋ ＥＩｖ‴＋ ｋｖδ（ｘ － ｌ） － ＥＡ
２ｌ

ｖ″ ∫ｌ
０
ｖ′２ｄｘ ＝

　 　 　 　 ｑ（ｘ，ｔ） ＋ Ｆｃｏｓ（Ωｔ）， （１）
边界条件为

　 　 ｖ（０，ｔ） ＝ ０， ｖ′（０，ｔ） ＝ ０， ｖ″（ ｌ，ｔ） ＝ ０， ＥＩｖ‴（ ｌ，ｔ） ＋ ｋｖ（ ｌ，ｔ） ＝ ０， （２）
其中， ｖ 为横向位移，ｍ，ｃ 分别为梁的线密度、阻尼系数， Ｅ 为梁的弹性模量，Ａ 为梁的横截面

积，ｌ 为梁的长度，ｗ 为梁宽，ｐ（ ｔ） 为轴向作用力，ｋ 为弹性刚度系数，δ 是 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 函数， ｑ（ｘ，
ｔ） ＝ ∂２Ｍ ／ ∂ｘ２ 是由压电作动器产生的分布荷载［１６］， Ｆ 和 Ω 分别表示外激励幅值和频率．Ｍ 为压

电材料产生的应力生成关于整个结构中性轴的力矩，其表达式为

　 　 Ｍ ＝
３ｂｄｄ３１ＥａＥＩＶａ（ ｔ）

３ＥＩ ＋ ６ｂＥａ ｔａｄ２ ＋ ２ｂＥａ ｔ３ａ
× ［Ｈ（ｘ － ｘ１） － Ｈ（ｘ － ｘ２）］， （３）

其中， ｂ 为压电材料宽度，Ｅａ 为压电材料的弹性模量，Ｉ为截面惯性矩，ｄ３１ 为压电材料的电荷压

电常数，２ｔａ 表示压电作动器的厚度，Ｖａ（ ｔ） 表示外加控制电压，ｄ表示压电材料中截面距梁结构

中截面距离，ｘ１，ｘ２ 分别表示作动器固定在梁上的位置坐标，ｘ３ 表示传感器的位置坐标，Ｈ 为

Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ 函数．考虑压电作动的驱动电压采用时滞速度反馈策略，记为

　 　 Ｖａ（ ｔ） ＝ － ｋｖｎｖ（ ｔ － τ）， （４）
其中 ｋｖｎ 为控制增益，τ 为时滞，均为常数．为便于分析并得到更具一般性的结论，引入以下无量

纲参数：
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　 　 ｖ∗ ＝ ｖ
ｌ
， ｃ∗ ＝ ｃ

ｍ
， ｘ∗ ＝ ｘ

ｌ
， ｔ∗ ＝ ｔ ＥＩ

Ｍｌ４
， ｆ∗ ＝ ｆ

ｍ
， ｋ∗

ｖｎ ＝
ｋｖｎ

ｍ
．

可得到弹性梁的无量纲运动方程：
　 　 ｖ ＋ ｃｖ ＋ Ｌｖ ＝ ｆｃｏｓ（Ωｔ） ＋ Ｇ３（ｖ，ｖ，ｖ） ＋ ｋｖｎｖ（ ｔ － τ）， （５）

其中已经忽略了式中的星号， Ｌｖ ＝ ｋｖｌδ（ｘ － １） － ＥＡＰ（ ｔ）
ｍ

ｖ″ ＋ ＥＩ
ｍ

ｖ″″ 为线性算子，Ｇ３（ｖ，ｖ，ｖ） ＝

ＥＡ
２ｍｌ

ｖ″ ∫ｌ
０
ｖ′２ｄｘ 为立方非线性算子．

２　 主共振解及其稳定性

根据直接法对运动方程（５）进行求解［１７］，梁的位移可表示为

　 　 ｖ（ｘ，ｔ；ε） ＝ ∑
∞

ｉ ＝ １
εｉｖｉ（ｘ，Ｔ０，Ｔ１）， （６）

其中 ε为小参数（ε≤１），Ｔｉ ＝ εｉ ｔ（ ｉ ＝ ０，１），且有 ∂ ／ ∂ｔ ＝ Ｄ０ ＋ εＤ１ ＋ …，Ｄｉ ＝ ∂ ／ ∂Ｔｉ ．为研究受控

梁的主共振响应，引入调谐参数 σ 使其满足：Ω ＝ ωｎ ＋ ε２σ，其中 ωｎ 为系统的第 ｎ 阶固有频率．
另外，为平衡非线性项效应，将 ｃ和 ｆ 分别调整为 εｃ和 ε２ ｆ ．将式（６） 代入式（５），并按 ε 的各阶

系数调整结果，可以得到

ｏｒｄｅｒ ε
　 　 Ｄ２

０ｖ１ ＋ Ｌｖ１ ＝ ０， （７）
ｏｒｄｅｒ ε２

　 　 Ｄ２
０ｖ２ ＋ Ｌｖ２ ＝ Ｇ３（ｖ１，ｖ１，ｖ１） ＋ ｆｃｏｓ（Ωｔ）， （８）

其中各式均满足相应的边界条件．对于主共振响应而言，式（７）的解可以写成

　 　 ｖ１（ｘ，Ｔ０，Ｔ１） ＝ Ａｎ（Ｔ１）ｅｉωｎＴ０ϕｎ（ｘ） ＋ ｃｃ， （９）
其中 Ａｎ 为幅值，ｃｃ 表示复共轭项，ϕｎ（ｘ） 为第 ｎ 阶模态，表达式见附录．将式（９）代入式（８），得

　 　 Ｄ２
０ｖ２ ＋ Ｌｖ２ ＝

　 　 　 　 （Ａｎｅ２ｉωｎＴ０ ＋ Ａｎ Ａｎ）Ｇ３（ϕｎ，ϕｎ，ϕｎ） ＋ ｉωｎｋｖｎＡｎ（Ｔ１）ｅｉωｎ（Ｔ０－τ）ϕｎ（ｘ） ＋ ｃｃ ． （１０）
利用正交化条件，可以得到可解性条件：

　 　 ｉωｎ（２Ａ′ｎ ＋ μｎＡｎ） ＋ ３ΓｎｎｎｎＡ２
ｎ Ａｎ ＋ ｉｋｖｎω２

ｎＡｎｅｘｐ（ － ｉωｎτ） ＝ １
２

ｆｎｅｘｐ（ｉσＴ１）， （１１）

其中

　 　 μｎ ＝ １
２ ∫

１

０
ｃϕ２

ｎ（ｘ）ｄｘ， ｆｎ ＝ ∫１
０
ｆϕｎ（ｘ）ｄｘ， Γｎｎｎｎ ＝ ∫１

０
Ｇ３（ϕｎ，ϕｎ，ϕｎ）ϕｎｄｘ ．

令

　 　 Ａｎ ＝ １
２

ａｎｅｘｐ（ｉβｎ）， （１２）

式中 ａｎ（Ｔ１） 和 βｎ（Ｔ１） 都是关于 Ｔ１ 的实函数，将式（１２）代入式（１１），分离实虚部，得

　 　
ａ′ｎ ＝ －

μｅａｎ

２
＋

ｆｎ
２ωｎ

ｓｉｎ γｎ，

ａｎγ′ｎ ＝ ａｎσｅ －
３Γｎｎｎｎａ３

ｎ

８ωｎ

＋
ｆｎ

２ωｎ
ｃｏｓ γｎ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１３）
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其中

　 　 γｎ ＝ σＴ１ － βｎ， μｅ ＝ μｎ ＋ ｋｖｎｃｏｓ（ωｎτ）， σｅ ＝ σ － １
２

ｋｖｎｓｉｎ（ωｎτ） ．

当 ａ′ｎ ＝ γ′ｎ ＝ ０ 时存在稳态运动，对应着式（１３）的奇点，亦对应着方程组

　 　

ａｎμｅ

２
＝

ｆｎ
２ωｎ

ｓｉｎ γｎ，

－ ａｎσｅ ＋
３Γｎｎｎｎａ３

ｎ

８ωｎ

＝
ｆｎ

２ωｎ
ｃｏｓ γｎ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１４）

的解，将两式取平方后相加，得到主共振的幅频响应方程：

　 　
μｅａｎ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ － ａｎσｅ ＋
３Γｎｎｎｎａ３

ｎ

８ωｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝
ｆ ２
ｎ

４ω２
ｎ

． （１５）

因此，主共振的稳态一阶近似解为

　 　 ｑｎ（ ｔ） ＝ ａｎｃｏｓ（Ωｔ － γｎ） ＋ Ο（ε） ． （１６）
下面通过研究式（１３）的奇点形状来决定稳态运动的稳定性．设

　 　 γｎ ＝ γｎ０ ＋ γｎ１， ａｎ ＝ ａｎ０ ＋ ａｎ１ ． （１７）
将式（１７）代入式（１３），保留到 ａｎ１，γｎ１ 的线性项，有

　 　
ａ′ｎ１ ＝ －

μｎ ＋ ｋｖｎｃｏｓ（ωｎτ）
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ａｎ１ ＋

ｆｎ
２ωｎ

ｃｏｓ γｎ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ γｎ１，

γ′ｎ１ ＝ －
ｆｎｃｏｓ γｎ０

２ωｎａ２
ｎ０

＋
３Γｎｎｎｎａｎ０

４ωｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ａｎ１ －

ｆｎｓｉｎ γｎ０

２ωｎａｎ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ γｎ１ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１８）

式（１８）的特征方程如下：

　 　
－
μｅ

２
－ λｎ

１
ａｎ０

σｅ ＋
９Γｎｎｎｎａ２

ｎ０

８ωｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

－ ａｎ０ σｅ －
３Γｎｎｎｎａ２

ｎ０

８ωｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

－
μｅ

２
－ λｎ

＝ ０． （１９）

展开式（１９）中的行列式得

　 　 λ２
ｎ ＋ μｅλｎ ＋ ρｎ ＝ ０， （２０）

其中

　 　 ρｎ ＝
μｅ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ σｅ －
３Γｎｎｎｎａ２

ｎ０

８ωｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ σｅ －

９Γｎｎｎｎａ２
ｎ０

８ωｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

因此，当 ρｎ ＜ ０ 时稳态运动是不稳定的，否则是稳定的．
根据式（１５）可知，系统的响应幅值是调谐参数 σ，时滞参数 τ 以及外激励幅值 ｆｎ 的函数．

当（σｅ － ３Γｎｎｎｎａ２
ｎ ／ （８ωｎ）） ２ ＝ ０ 时，ａ２

ｎ 有最大值，因此可得主共振响应幅值的峰值为

　 　 ａｎｐ ＝
ｆｎ

μｎ ＋ ｋｖｎｃｏｓ（ωｎτ） ωｎ
． （２１）

３　 数值分析与讨论

本节对受控梁第一阶模态的主共振响应进行数值分析，讨论其与控制增益和时滞量之间

的关系．梁和压电作动器的几何尺寸和材料特性参数如下：
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梁

　 　 ｌ ＝ ９．９６２ × １０ －１ ｍ， Ｅ ＝ ３４．５ ＧＰａ， Ｉ ＝ ９．８６６ ２ × １０ －８ ｍ －４， Ａ ＝ １．５３６ × １０ －３ ｍ２，
　 　 ｋ ＝ ６．８７２ × １０４ Ｎ ／ ｍ， ｍ ＝ ４．４ ｋｇ ／ ｍ， ｐ ＝ ２．５７４ × １０ －１ ｋＮ；
压电激励器

　 　 ｄ３１ ＝ － ２．７０ × １０ －１０ ｍ ／ Ｖ， Ｅａ ＝ １０８ ＧＰａ， ｂ ＝ ２ × １０ －３ ｍ， ２ｔａ ＝ ４ × １０ －４ ｍ，
　 　 ｄ ＝ ５ × １０ －３ ｍ， ｘ１ ＝ １．２ × １０ －１ ｍ， ｘ２ ＝ １．８ × １０ －１ ｍ， ｘ３ ＝ ８．０ × １０ －１ ｍ ．

图 ２　 不同时滞值时受控梁第一模态 图 ３　 不同时滞值时受控梁第一模态

主共振响应幅频曲线 主共振响应峰值曲线

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ⁃ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｃｕｒｖｅｓ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｐｅａｋ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｃｕｒｖｅｓ ｆｏｒ ｔｈｅ
１ｓｔ⁃ｍｏｄｅ ｐｒｉｍａｒｙ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ １ｓｔ⁃ｍｏｄｅ ｐｒｉｍａｒｙ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ
ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ ｄｅｌａｙ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ ｄｅｌａｙ

图 ４　 不同控制增益值时受控梁第一模态 图 ５　 时滞作用下主共振响应

主共振响应幅频曲线 幅频⁃激励幅值曲线

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ⁃ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｃｕｒｖｅｓ ｆｏｒ ｔｈｅ １ｓｔ⁃ｍｏｄｅ Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ⁃ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ
ｐｒｉｍａｒｙ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｕｒｖｅｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｐｒｉｍａｒｙ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ
ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｃｏｎｔｒｏｌ ｆｅｅｄｂａｃｋ ｇａｉｎ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ ｄｅｌａｙ

选取 ｆ１ ＝ ０．００５， μ１ ＝ ０．０２，图 ２给出了当控制增益 ｋｖ１ ＝ ０．５时不同时滞值情况下受控梁第

一模态（ｎ ＝ １） 主共振响应的幅频曲线．可以看出，随着时滞 τ的增大，响应幅值先增大后减小．
值得指出的是，图 ３ 给出的主共振响应的峰值曲线也证明了这一点，在时滞 τ ∈ （ｋπ，ｋπ ＋
π ／ ２），ｋ ＝ ０，１，… 区间，响应幅值随着 τ 增大而增大，且增长速率明显高于时滞值增长速率．同
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时，随着时滞值增大，幅频响应曲线弯曲程度增强，这说明非线性特征更为明显．同时可以发

现，不同的时滞值对应幅频曲线存在多值区域和跳跃现象．而在 τ ∈ （ｋπ ＋ π ／ ２，ｋπ ＋ π） 区间

则递减，呈现出周期性变化（周期 Ｔ ＝ π） ．
图 ４ 给出的是当控制增益 ｋｖ１ 取不同值时，受控梁第一模态（ｎ ＝ １） 主共振响应的幅频曲

线，从图中可以看出，当 ｋｖ１ ＝ ０，即无控状态时，振幅较大，而当 ｋｖ１ ≠０时，即采用时滞速度反馈

控制能较好地抑制大幅振动．特别地，当时滞 τ ＝ π ／ ４ 时，随着控制增益的增大，梁第一阶主共

振响应幅值迅速下降．因此，可以通过调整控制增益值的大小来达到较好的控制效果，值得指

出的是，当 ｋｖ１ 由负值逐渐增大为正值时，响应幅值峰值逐渐减小，可见负反馈效果更为明显，
即负反馈优于正反馈［１８］ ．

图 ５ 给出了不同时滞 τ 值和 σ 值的情况下系统第一模态的主共振响应，这些曲线直接由

式（２０） 得到．其中方框内的点为不稳定解，其余区域均为稳定解．注意到，随着调谐参数 σ的变

化，曲线有单值和多值的，并且不难发现，不稳定值仅出现在多值曲线上， 随着 σ 值的增大即

激励频率的增大， 出现了单值到多值的转换，同时可以发现，随着时滞 τ 增大， 系统响应幅值

相应增大，曲线弯曲程度增强．

图 ６　 时滞 τ ＝ π ／ ４ 时主共振响应的时间历程和相图

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｃｕｒｖｅｓ ａｎｄ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｉｍａｒｙ
ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ ｄｅｌａｙ， τ ＝ π ／ ４

图 ７　 时滞 τ ＝ π ／ ２ 时主共振响应的时间历程和相图

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｃｕｒｖｅｓ ａｎｄ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｉｍａｒｙ
ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ ｄｅｌａｙ， τ ＝ π ／ ２

图 ６ 和图 ７ 分别给出了当 ｋｖ１ ＝ ０．５ 时，时滞值 τ ＝ π ／ ４ 和 τ ＝ π ／ ２ 时受控梁的时程曲线和

相图．从图中得出，随着时滞值的增大，响应明显增大并显现周期运动．

４　 结　 　 论

本文针对受控压电耦合梁系统，采用时滞速度反馈对该系统的主共振响应进行了解析研

究，得到其一阶近似解，并对系统主共振响应进行参数分析．结果表明：主共振幅频响应受时滞

值周期性影响，在区间 （ｋπ，ｋπ ＋ π ／ ２），ｋ ＝ ０，１，…，其振幅随时滞值增大而增大，而在区间（ｋπ
＋ π ／ ２，ｋπ ＋ π）， 其振幅随时滞值增大而减小，且存在多值区域和跳跃现象．因此，当控制增益
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值取定时，必须控制时滞量的选取范围，以免导致系统响应的显著增大，甚至失稳．控制增益对

振幅影响也较大，负反馈效果更为明显．因此，在具体的控制系统设计时，应注重控制增益和时

滞值的选取以达到最佳控制效果．

附录　 线性特征值问题

将式（１）线性化，其解按如下级数展开：
　 　 ｖ（ｘ，ｔ） ＝ ϕ（ｘ）Ｙ（ ｔ） ． （Ａ１）

将式（Ａ１）代入式（１）和式（２），得到

　 　
ϕｉｖ（ｘ） ＋ ｇ２ϕ″（ｘ） － ａ４ϕ（ｘ） ＝ ０，
ϕ（０） ＝ ０， ϕ′（０） ＝ ０， ϕ″（ ｌ） ＝ ０， ＥＩϕ‴（ ｌ） ＋ ｋϕ（ ｌ） ＝ ０ ．{ （Ａ２）

由式（Ａ２）可得正交解如下：

　 　 ϕｉ（ｘ） ＝ Ａｉ ｃｏｓ（δｉｘ） － ｃｏｓｈ（εｉｘ） － σｉ ｓｉｎ（δｉｘ） －
δｉ
εｉ

ｓｉｎｈ（εｉｘ）
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ， （Ａ３）

其中

　 　 σｉ ＝
δ２
ｉ ｃｏｓ（δｉ ｌ） ＋ ε２

ｉ ｃｏｓｈ（εｉ ｌ）
δ２
ｉ ｓｉｎ（δｉ ｌ） ＋ εｉδｉｓｉｎｈ（εｉ ｌ）

，

　 　 δｉ ＝ （ ｒｉ ＋ ｇ４ ／ ２） １ ／ ２ ＋ ｇ２ ／ ２，

　 　 εｉ ＝ （ ｒｉ ＋ ｇ４ ／ ４） １ ／ ２ － ｇ２ ／ ２，
Ａｉ 由正交化条件给出：

　 　 ∫１
０
ϕｉ（ｘ）ϕｊ（ｘ）ｄｘ ＝ δｉｊ， （Ａ４）

δｉｊ 是 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 函数．因此可得频率方程：
　 　 ＥＩδ５

ｉ ＋ ＥＩε４
ｉ δｉ ＋ ２ＥＩε４

ｉ δｉｃｏｓ（δｉ ｌ）ｃｏｓｈ（εｉ ｌ） ＋ ＥＩ（εｉδ４
ｉ － ε３

ｉ δ２
ｉ ）ｓｉｎ（δｉ ｌ）ｓｉｎｈ（εｉ ｌ） －

　 　 　 　 ｋ（ε２
ｉ ＋ δ２

ｉ ）ｓｉｎ（δｉ ｌ）ｃｏｓｈ（εｉ ｌ） ＋ ｋ（δ３
ｉ ／ εｉ ＋ εｉδｉ）ｃｏｓ（δｉ ｌ）ｓｉｎｈ（εｉ ｌ） ＝ ０， （Ａ５）

该超越方程的解给出 ａｉ， 相应的圆频率为

　 　 ωｉ ＝ ａ２
ｉ

ＥＩ
ｍ

，　 　 ｉ ＝ １，２，３，… ． （Ａ６）

参考文献（Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ）：

［１］　 Ａｎｔｈｏｎｙ Ｄ Ｋ， Ｅｌｌｉｏｔｔ Ｓ Ｊ． Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓ ｏｆ ｍｉｎｉｍｉｚｉｎｇ ｃｏｓｔ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｐａｒａｍｅ⁃
ｔｅｒｓ ｆｏｒ ａｃｔｉｖｅ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ｖｉｂｒａｔｉｏｎａｌ ｅｎｅｒｇｙ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｉｎ ａ ｌｉｇｈｔｌｙ ｄａｍｐｅｄ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ［ Ｊ］ ．
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｕｎｄ ａｎｄ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ， ２０００， ２３７（２）： ２２３⁃２４４．

［２］　 ＨＡＮ Ｓａｎｇ⁃ｊｕｎ． Ａｃｔｉｖｅ ／ ｐａｓｓｉｖｅ ｓｅｉｓｍｉｃ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ［Ｄ］ ． ＰｈＤ Ｔｈｅｓｉｓ． Ｗａｓｈｉｎｇｔｏｎ ＤＣ：
Ｔｈｅ Ｃａｔｈｏｌｉｃ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ａｍｅｒｉｃａ， ２００２．

［３］　 王在华， 胡海岩． 时滞动力系统的稳定性与分岔： 从理论走向应用［Ｊ］ ． 力学进展， ２０１３， ４３（１）：
３⁃２０．（ＷＡＮＧ Ｚａｉ⁃ｈｕａ， ＨＵ Ｈａｉ⁃ｙａｎ． Ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ａｎｄ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｄｅｌａｙｅｄ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｓｙｓｔｅｍｓ：
ｆｒｏｍ ｔｈｅｏｒｙ ｔｏ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１３， ４３ （１）： ３⁃２０．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［４］　 ＨＵ Ｈａｉ⁃ｙａｎ， ＷＡＮＧ Ｚａｉ⁃ｈｕａ． Ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ Ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｓｙｓｔｅｍｓ Ｗｉｔｈ Ｄｅｌａｙｅｄ Ｆｅｅｄ⁃
ｂａｃｋ［Ｍ］ ． Ｂｅｒｌｉｎ： Ｓｐｒｉｎｇｅｒ⁃Ｖｅｒｌａｇ， ２００２．

［５］　 蔡国平． 存在时滞的柔性梁的振动主动控制［Ｊ］ ． 固体力学学报， ２００４， ２５（１）： ２９⁃３４．（ＣＡＩ Ｇｕｏ⁃
ｐｉｎｇ． Ａｃｔｉｖｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ａ ｆｌｅｘｉｂｌｅ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ ｄｅｌａｙ ｉｎ ｃｏｎｔｒｏｌ［Ｊ］ ． Ａｃｔａ Ｍｅｃｈａｎｉ⁃
ｃａ Ｓｏｌｉｄａ Ｓｉｎｉｃａ， ２００４， ２５（１）： ２９⁃３４．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［６］　 陈龙祥， 蔡国平． 旋转运动柔性梁的时滞主动控制实验研究［Ｊ］ ． 力学学报， ２００８， ４０（４）： ５２０⁃

４１２１ 时滞速度反馈作用下弹性梁的主共振分析



５２７．（ＣＨＥＮ Ｌｏｎｇ⁃ｘｉａｎｇ， ＣＡＩ Ｇｕｏ⁃ｐｉｎｇ． Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｓｔｕｄｙ ｏｎ ａｃｔｉｖｅ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ａ ｒｏｔａｔｉｎｇ
ｆｌｅｘｉｂｌｅ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ ｄｅｌａｙ［ Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ，
２００８， ４０（４）： ５２０⁃５２７．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［７］　 徐鉴， 陆启韶． 非自治时滞反馈控制系统的周期解分岔和混沌［ Ｊ］ ． 力学学报， ２００３， ３５（４）：
４４３⁃４５１．（ＸＵ Ｊｉａｎ， ＬＵ Ｑｉ⁃ｓｈａｏ． Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ａｎｄ ｃｈａｏｓ ｄｕｅ ｔｏ ｔｉｍｅ ｄｅｌａｙ ｉｎ ａ ｄｅｌａｙｅｄ ｃｏｎｔｒｏｌ
ｎｏｎ⁃ａｕｔｏｎｏｍｏｕｓ ｓｙｓｔｅｍ［Ｊ］ ． Ａｃｔａ Ｍｅｃｈａｎｉｃａ Ｓｉｎｉｃａ， ２００３， ３５（４）： ４４３⁃４５１．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［８］　 赵艳影， 徐鉴． 时滞动力吸振器及其对主系统振动的影响［ Ｊ］ ． 振动工程学报， ２００６， １９（４）：
５４８⁃５５２．（ＺＨＡＯ Ｙａｎ⁃ｙｉｎｇ， ＸＵ Ｊｉａｎ． Ｄｅｌａｙｅｄ ｒｅｓｏｎａｔｏｒ ａｎｄ ｉｔｓ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｎ ｖｉｂｒａｔｉｏｎｓ ｉｎ ｐｒｉｍａｒｙ
ｓｙｓｔｅｍ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２００６， １９（４）： ５４８⁃５５２．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［９］　 Ｍａｓｏｕｄ Ｚ Ｎ， Ｄａｑａｑ Ｍ Ｆ， Ｎａｙｆｅｈ Ｎ Ａ． Ｐｅｎｄｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ ｏｎ ｓｍａｌｌ ｓｈｉｐ⁃ｍｏｕｎｔｅｄ ｔｅｌｅｓｃｏｐ⁃
ｉｃ ｃｒａｎｅｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎｄ Ｃｏｎｔｒｏｌ， ２００４， １０（８）： １１６７⁃１１７９．

［１０］　 Ｍａｓｏｕｄ Ｚ Ｎ， Ｎａｙｆｅｈ Ａ Ｈ， Ａｌ⁃Ｍｏｕｓａ Ａ． Ｄｅｌａｙｅｄ ｐｏｓｉｔｉｏｎ⁃ｆｅｅｄｂａｃｋ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ ｆｏｒ ｔｈｅ ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ
ｏｆ ｐａｙｌｏａｄ ｐｅｎｄｕｌａｔｉｏｎｓ ｏｎ ｒｏｔａｒｙ ｃｒａｎｅｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎｄ Ｃｏｎｔｒｏｌ， ２００３， ９（１ ／
２）： ２５７⁃２７７．

［１１］　 安方， 陈卫东． 时滞加速度反馈的振动主动控制方法研究［ Ｊ］ ． 振动工程学报， ２０１２， ２５（４）：
４０１⁃４１０．（ＡＮ Ｆａｎｇ， ＣＨＥＮ Ｗｅｉ⁃ｄｏｎｇ． Ａｃｔｉｖｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｃｏｎｔｒｏｌ ｕｓｉｎｇ ｔｉｍｅ⁃ｄｅｌａｙｅｄ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ
ｆｅｅｄｂａｃｋ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１２， ２５（４）： ４０１⁃４１０．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１２］　 孙中奎， 徐伟， 杨晓丽． 窄带激励下带有时滞反馈的非线性动力系统的响应［Ｊ］ ． 振动工程学报，
２００６， １９（１）： ５７⁃６４．（ＳＵＮ Ｚｈｏｎｇ⁃ｋｕｉ， ＸＵ Ｗｅｉ， ＹＡＮＧ Ｘｉａｏ⁃ｌｉ． Ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｙｓｔｅｍ
ｔｏ ｒａｎｄｏｍ ｎａｒｒｏｗ⁃ｂａｎｄ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ ｄｅｌａｙ ｓｔａｔｅ ｆｅｅｄｂａｃｋ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ
Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２００６， １９（１）： ５７⁃６４．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１３］　 齐欢欢， 徐鉴， 方明霞． 超音速飞行器机翼颤振的时滞反馈控制［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０１６， ３７
（２）： ２１０⁃２１８． （ＱＩ Ｈｕａｎ⁃ｈｕａｎ， ＸＵ Ｊｉａｎ， ＦＡＮＧ Ｍｉｎｇ⁃ｘｉａ． Ｔｉｍｅ⁃ｄｅｌａｙｅｄ ｆｅｅｄｂａｃｋ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ
ｆｌｕｔｔｅｒ ｆｏｒ ｓｕｐｅｒｓｏｎｉｃ ａｉｒｆｏｉｌｓ［ Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１６， ３７（２）： ２１０⁃
２１８．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１４］　 王万永， 陈丽娟． 具有时滞耦合的 ｎ 个 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 振子弱共振双 Ｈｏｐｆ 分岔［Ｊ］ ． 应用数学和力

学， ２０１３， ３４（７）： ７６４⁃７７０．（ＷＡＮＧ Ｗａｎ⁃ｙｏｎｇ，ＣＨＥＮ Ｌｉ⁃ｊｕａｎ． Ｗｅａｋ ｒｅｓｏｎａｎｔ ｄｏｕｂｌｅ Ｈｏｐｆ ｂｉ⁃
ｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｎ Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒｓ ｗｉｔｈ ｄｅｌａｙ ｃｏｕｐｌｉｎｇ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅ⁃
ｃｈａｎｉｃｓ， ２０１３， ３４（７）： ７６４⁃７７０．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１５］　 Ｄａｑａｑ Ｍ Ｆ， Ａｌｈａｚｚａ Ｋ Ａ， Ａｒａｆａｔ Ｈ Ｎ． Ｎｏｎ⁃ｌｉｎｅａｒ ｖｉｂｒａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍｓ ｗｉｔｈ ｆｅｅｄｂａｃｋ
ｄｅｌａｙｓ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎｏｎ⁃Ｌｉｎｅａｒ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２００８， ４３（９）： ９６２⁃９７８．

［１６］　 彭剑， 赵珧冰， 王连华． 时滞反馈及轴力作用下弹性梁的非线性振动［Ｊ］ ． 湖南大学学报（自然科

学版）， ２０１３， ４０（９）： ３０⁃３６．（ＰＥＮＧ Ｊｉａｎ， ＺＨＡＯ Ｙａｏ⁃ｂｉｎｇ， ＷＡＮＧ Ｌｉａｎ⁃ｈｕａ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｖｉｂｒａ⁃
ｔｉｏｎｓ ｏｆ ｅｌａｓｔｉｃ ｂｅａｍｓ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ａｘｉａｌ ｆｏｒｃｅ ａｎｄ ｄｅｌａｙｅｄ⁃ｆｅｅｄｂａｃｋ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈｕｎａｎ Ｕ⁃
ｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ）， ２０１３， ４０（９）： ３０⁃３６．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１７］　 Ｎａｙｆｅｈ Ａ Ｈ， Ｐａｉ Ｐ Ｆ． Ｌｉｎｅａｒ ａｎｄ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ［Ｍ］ ． Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ： Ｗｉｌｅｙ⁃Ｉｎ⁃
ｔｅｒｓｃｉｅｎｃｅ， ２００４．

［１８］　 王在华， 李俊余． 时滞状态正反馈在振动控制中的新特征［ Ｊ］ ． 力学学报， ２０１０， ４２（５）： ９３３⁃
９４２．（ＷＡＮＧ Ｚａｉ⁃ｈｕａ， ＬＩ Ｊｕｎ⁃ｙｕ． Ｎｅｗ ｆｅａｔｕｒｅｓ ｏｆ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｔｉｍｅ⁃ｄｅｌａｙｅｄ ｆｅｅｄｂａｃｋｓ ｉｎ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ
ｃｏｎｔｒｏｌ［Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１０， ４２（５）： ９３３⁃９４２．
（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

５１２１彭　 　 剑　 　 　 张　 　 改　 　 　 孙　 测　 世



Ｐｒｉｍａｒｙ Ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｏｆ Ｅｌａｓｔｉｃ Ｂｅａｍｓ Ｕｎｄｅｒ
Ｔｉｍｅ⁃Ｄｅｌａｙ Ｖｅｌｏｃｉｔｙ Ｆｅｅｄｂａｃｋ Ｃｏｎｔｒｏｌ

ＰＥＮＧ Ｊｉａｎ１，　 ＺＨＡＮＧ Ｇａｉ１，　 ＳＵＮ Ｃｅ⁃ｓｈｉ２

（１． Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｃｉｖｉｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， Ｈｕｎａｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，
Ｘｉａｎｇｔａｎ， Ｈｕｎａｎ ４１１２０１， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ；

２． Ｃｏｌｌｅｇｅ ｏｆ Ｃｉｖｉｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ Ｊｉａｏｔｏｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，
Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ ４０００７４， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｔｈｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｂｅａｍ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ａｘｉａｌ ｆｏｒｃｅ ｗａｓ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄ
ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｔｉｍｅ⁃ｄｅｌａｙ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｆｅｅｄｂａｃｋ ｃｏｎｔｒｏｌ ｍｅｔｈｏｄ． Ａ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｃｏｎｔｒｏｌ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｈｅ ｐｉｅｚｏｅ⁃
ｌｅｃｔｒｉｃ ｃｏｕｐｌｉｎｇ ｅｌａｓｔｉｃ ｂｅａｍ ｗａｓ ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ Ｎｅｗｔｏｎ’ ｓ ｓｅｃｏｎｄ ｌａｗ． Ｔｈｅ ｄｉｒｅｃｔ
ｍｅｔｈｏｄ ｗａｓ ｅｍｐｌｏｙｅｄ ｔｏ ｏｂｔａｉｎ ｔｈｅ １ｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｉｍａｒｙ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｏｆ
ｔｈｅ ｅｌａｓｔｉｃ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ⁃ｄｅｌａｙ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｆｅｅｄｂａｃｋ． Ｔｈｅｎ ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ
ｒｅｓｐｏｎｓｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｎｔｒｏｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｗａｓ ｇｉｖｅｎ． Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ， ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ
ｊｕｍｐｉｎｇ ｐｈｅｎｏｍｅｎａ ｅｘｉｓｔ ｉｎ ｔｈｅ ｐｒｉｍａｒｙ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ， ａｎｄ ｔｈｅ ｌａｒｇｅ⁃ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ
ｃａｎ ｂｅ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙ ｓｕｐｐｒｅｓｓｅｄ ｔｈｒｏｕｇｈ ｒｅｇｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｎｔｒｏｌ ｇａｉｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｄｅｌａｙ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｔｉｍｅ⁃ｄｅｌａｙ ｆｅｅｄｂａｃｋ； ｐｒｉｍａｒｙ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ； ｅｌａｓｔｉｃ ｂｅａｍ； ａｘｉａｌ ｆｏｒｃｅ； ｄｉｒｅｃｔ ｍｅｔｈｏｄ
Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ（１１４０２０８５）；Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ

Ｂａｓｉｃ Ｒｅｓｅａｒｃｈ Ｐｒｏｇｒａｍ ｏｆ Ｃｈｉｎａ （９７３ Ｐｒｏｇｒａｍ）（２０１５ＣＢ０５７７０２）

６１２１ 时滞速度反馈作用下弹性梁的主共振分析

引用本文 ／ Ｃｉｔｅ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ：
　 　 彭剑， 张改， 孙测世． 时滞速度反馈作用下弹性梁的主共振分析［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０１６， ３７（１１）：

１２０８⁃１２１６．
ＰＥＮＧ Ｊｉａｎ， ＺＨＡＮＧ Ｇａｉ， ＳＵＮ Ｃｅ⁃ｓｈｉ． Ｐｒｉｍａｒｙ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｏｆ ｅｌａｓｔｉｃ ｂｅａｍｓ ｕｎｄｅｒ ｔｉｍｅ⁃ｄｅｌａｙ ｖｅｌｏｃｉｔｙ
ｆｅｅｄｂａｃｋ ｃｏｎｔｒｏｌ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１６， ３７（１１）： １２０８⁃１２１６．


