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摘要：　 含闭环约束多体系统的动力学方程是一组微分代数混合方程，它在数值求解过程中的主要难点有： ① 难

以同时较高精度满足位移、速度、加速度约束方程，会随着误差的积累引起较大的违约； ② 经常存在冗余约束以及

奇异构型问题，严重影响求解过程的数值性态和结果的准确性．本文提出了一种可处理奇异构型闭环多体系统的数

值求解方法，该方法摒弃了传统的约束独立性假设，在形成运动方程之前，对位置和速度进行修正，使其满足约束

方程，而不是在每个积分步骤结束时纠正约束违约．并且根据约束的几何特性可知，速度和加速度在超曲面约束法

空间中的分量全部由约束决定．通过列置换的 ＱＲ 分解得到约束法切空间的正交基向量，建立起系统广义速度与独

立广义速度之间的关系，进而将微分代数混合方程转换为满足速度与加速度约束的纯微分方程（方程个数等于系

统的广义坐标数），这种方法可以与任何标准 ＯＤＥ 求解器协作．然后，将正交投影违约修正的方法应用到系统中，通
过几次迭代有效地抑制系统位置和速度的违约量．同时，依据虚功率等效原理，进一步揭示了 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子在求解

切断铰约束反力和约束反力矩中的重要物理意义．本文所提方法可以动态识别独立约束，处理冗余约束和奇异构型

问题，可高精度求解含闭环约束多体系统．最后，通过几个数值算例验证了方法的有效性．
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０　 引　 　 言

含闭环多体系统是多体系统的重要分支，在车辆、环形天线等实际工程中有广泛的应用．与开环多体系

统不同的是：这类系统的描述变量很难以程式化方式被选取为一组独立的广义坐标．在多体系统的程式化建

模方法中，普遍采用闭环系统的派生树系统铰坐标作为描述变量［１⁃３］ ．这种情况下，闭环对系统广义坐标、广
义速度和加速度都有相应的约束，导致系统动力学方程成为一组微分代数混合（ＤＡＥ）方程．

ＤＡＥ 方程与常微分方程不同， 直接求解存在困难， 通常是通过对约束方程求导将其转换为增广的常微

分方程， 但是由于求解过程中没有明确涉及位置和速度约束方程， 随着误差的积累将会出现位置和速度的

违约问题．除此之外， 冗余约束也是经常无法避免的问题，而且系统在求解过程中有可能出现奇异构型，运
动学约束可能也会临时冗余，造成求解精度下降，甚至结果发散或失真［４⁃７］ ．目前处理 ＤＡＥ 方程的主要方法

有： ① 约束稳定化方法［８⁃１３］，即将反馈控制理论拓展应用于多体系统动力学，以抑制误差的增长，此方法将

加速度约束方程修改为三种约束方程的线性组合，计算稳定且效率较高．但是所涉及的抑制系数无规可循，
且出现奇异构型时，计算往往失效．② 广义坐标分解法，这种方法不需要抑制约束，通过各种矩阵分解方法

对约束方程进行处理，分离出独立坐标与非独立坐标，仅对独立坐标表达的微分方程进行积分，非独立坐标

可由代数方程求得，相关的矩阵分解方法有奇异值分解法（ＳＶＤ）、零特征值法、ＱＲ 分解法、ＬＵ 分解法、切坐

标分解法等［１４⁃１８］ ．Ｂｌａｊｅｒ 等［１９］提出了一种坐标划分的射影准则．Ｃａｒｐｉｎｅｌｌｉ 等［２０］ 提出了一种在必要时自动改

变独立坐标集的方法．Ｗｅｈａｇｅ 等［２１］提出了一种对 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵进行分块对角化的方法，当需要改变独立坐标

集时，该方法可以显著降低计算成本．但是在迭代过程中需要不断求解非线性方程，计算量较大，且广义质量

阵和广义力计算的规范化程度较低．③ 罚函数法，即引入较大的惩罚系数，位移、速度、加速度约束方程作为

惩罚项添加到动力学方程中．这种方法对约束方程的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵无限制条件，因此在求解冗余约束等问题时具

有一定优势．但是惩罚系数并没有合适的确定标准，计算量比较大，且在存在奇异构型时，数值性态差［２２⁃２３］ ．
除此之外，在每一步动力学计算中，通过 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｒａｐｈｓｏｎ 迭代，将系统的广义坐标及其速度修正来满足

位置约束和速度约束，即每一步迭代都需要求解一系列方程．可以通过最小二乘法来解决这个问题，误差范
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数在 Ｅｕｃｌｉｄ 空间［２４］或 Ｒｉｅｍａｎｎ 空间中测量，Ｒｉｅｍａｎｎ 空间的矩阵张量由质量矩阵表示［２５⁃２６］ ．Ｅｉｃｈ［２７］ 证明了

直接校正方法的收敛性．Ｙｏｏｎ 等［２８］建议同时消除位置误差和能量误差．Ｂｌａｊｅｒ［２９］发现，与能量守恒相比，坐标

校正的精度是首要的．在有冗余约束的情况下，其 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵是秩亏的，用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子法得到的运动方程

是不可解的．理论上，独立约束可以通过约束 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵转置的行简化阶梯形（ＲＲＥＦ）来识别．然而，这是非

常耗时的．建议用约束 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵的 Ｍｏｏｒｅ⁃Ｐｅｎｒｏｓｅ 逆（ＭＰＩ）代替 ＲＲＥＦ 来求解待定方程［３０⁃３１］ ．当运动方程中

保持相关约束时，加速度可以通过增广 Ｌａｇｒａｎｇｅ 公式［３２⁃３３］或广义质量矩阵的 Ｍｏｏｒｅ⁃Ｐｅｎｒｏｓｅ 伪逆［３４⁃３５］来获得．
因此，如何高精度、准确地求解含闭环约束多体系统是一个亟待解决的问题．本文考虑将 ＤＡＥ 方程转换

为以系统广义坐标为变量的纯微分方程．转换过程中，实时检测系统约束的独立性，基于 ＱＲ 分解获得约束

的正切空间和法向空间的正交基向量，消去冗余约束；将速度和加速度约束关系同时加入动力学方程中， 采

用直接修正法，在积分前后对速度、位移进一步违约修正，以达到求解过程中实时动态滤除违约量和消除约

束冗余影响的目的．这种方法的优势是可以与任何标准 ＯＤＥ 求解器协作．此外，依据虚功率等效原理，进一步

揭示 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子在求解切断铰约束反力和约束反力矩中的重要物理意义，为高精度程式化处理闭环多体

系统微分代数混合方程提供理论参考．最后，通过三个数值算例验证了所提方法的有效性．

１　 闭环约束方程的标准形式

在一般的多体系统中，两个相邻物体通过铰连接，接头的安装位置由内侧和外侧接头点指示．在每个关

节点上，都定义了一个铰坐标系来表示关节的方向．根据原点所在位置，称为内侧或外侧关节坐标系，其基向

量分别表示为 （ｈ１
１，ｈ２

１，ｈ３
１） 和 （ｈ１

２，ｈ２
２，ｈ３

２）， 如图 １ 所示．

图 １　 闭环中的切断铰坐标系

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ａ ｃｕｔ ｊｏｉｎｔ
ｉｎ ａ ｃｌｏｓｅ ｌｏｏｐ

根据铰的类型，不同的铰坐标系基矢量与旋转轴和

滑移轴有不同的关系，几种常见的关系如下：
　 　 ｈ１

１ ＝ ｈ１
２ ＝ ｐｒ

１， 　 　 ｒｅｖｏｌｕｔｅ ｊｏｉｎｔｓ， （１）
　 　 ｈ１

１ ＝ ｐｒ
１， ｈ２

２ ＝ ｐｒ
２， 　 　 ｕｎｉｖｅｒｓａｌ ｊｏｉｎｔｓ， （２）

　 　 ｈｉ
１ ＝ ｂｉ

１， ｈｉ
２ ＝ ｂｉ

２， 　 　 ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｊｏｉｎｔｓ， （３）
　 　 ｈｉ

１ ＝ ｈｉ
２， ｈ１

１ ＝ ｐｓ
１， 　 　 ｐｒｉｓｍａｔｉｃ ｊｏｉｎｔｓ， （４）

　 　 ｈ１
１ ＝ ｈ１

２ ＝ ｐｓ
１ ＝ ｐｒ

１， 　 　 ｃｙｌｉｎｄｅｒ ｊｏｉｎｔｓ， （５）
式中， （ｂ１

１，ｂ２
１，ｂ３

１） 和 （ｂ１
２，ｂ２

２，ｂ３
２） 是内外接物体连体基的

基矢量，物体之间的滑动可以用下式定义：
　 　 ｓｉ ＝ （ｐ２ － ｐ１）·ｈｉ

１，　 　 ｉ ∈ ｛１，２，３｝ ． （６）
内外接铰坐标系间的转换矩阵 Ｈ 可以用 Ｃａｒｄａｎ 角 α１，
α２，α３ 描述为

　 　 Ｈ ＝
ｃ２ｃ３ ｓ１ｓ２ｃ３ ＋ ｃ１ｓ３ － ｃ１ｓ２ｃ３ ＋ ｓ１ｓ３
－ ｃ２ｓ３ － ｓ１ｓ２ｓ３ ＋ ｃ１ｃ３ ｃ１ｓ２ｓ３ ＋ ｓ１ｃ３
ｓ２ － ｓ１ｃ２ ｃ１ｃ２

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

， （７）

这个矩阵中的第 ｉ 行第 ｊ 列可以有如下表达方式

　 　 Ｈｉｊ ＝ ｈｉ
２·ｈ ｊ

１ ． （８）
铰坐标是 Ｃａｒｄａｎ 角和平动坐标的集合，在一般的树系统中，所有的铰坐标都是独立的．在一个闭环系统中，
可以通过切断铰来得到类似的树系统，通过切断铰可得到铰坐标作为描述参数，但是这些描述参数不是独立

的，因为闭环系统是有约束的．几种经典的闭环约束如表 １ 所示．
表 １　 切断铰的约束

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ｏｆ ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｃｕｔ ｊｏｉｎｔｓ

ｒｅｖｏｌｕｔｅ ｊｏｉｎｔ ｕｎｉｖｅｒｓａｌ ｊｏｉｎｔ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｊｏｉｎｔ ｐｒｉｓｍａｔｉｃ ｊｏｉｎｔ ｃｙｌｉｎｄｅｒ ｊｏｉｎｔ

ｒｏｔａｔｉｏｎａｌ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ α２ ＝ α３ ＝ ０ α３ ＝ ０ α１ ＝ α２ ＝ α３ ＝ ０ α２ ＝ α３ ＝ ０

ｔｒａｎｓｌａｔｉｏｎａｌ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｓ１ ＝ ｓ２ ＝ ｓ３ ＝ ０ ｓ１ ＝ ｓ２ ＝ ｓ３ ＝ ０ ｓ１ ＝ ｓ２ ＝ ｓ３ ＝ ０ ｓ２ ＝ ｓ３ ＝ ０ ｓ２ ＝ ｓ３ ＝ ０
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　 　 在一般的数值解中，数值误差基本不会超过 π，因此约束 α ｉ ＝ ０ 可以用 ｓｉｎ α ｉ ＝ ０ 来代替．通过比较式（７）
和（８），可以看到旋转铰和滑移铰约束可以写成如下形式：

　 　 ｇ１ 􀰛 ｈ３
２·ｈ２

１ ＝ ０， （９）
　 　 ｇ２ 􀰛 ｈ３

２·ｈ１
１ ＝ ０， （１０）

　 　 ｇ３ 􀰛 ｈ２
２·ｈ１

１ ＝ ０， （１１）
　 　 ｇ４ 􀰛 ｈｓ·ｈ１

１ ＝ ０， （１２）
　 　 ｇ５ 􀰛 ｈｓ·ｈ２

１ ＝ ０， （１３）
　 　 ｇ６ 􀰛 ｈｓ·ｈ３

１ ＝ ０， （１４）
式中，滑移矢量可被定义为

　 　 ｈｓ ＝ ｐ２ － ｐ１ ． （１５）
切断铰的约束可以根据式（９）—（１４）得到，然后对约束方程求时间导数可得速度约束和加速度约束．
　 　 ｇｉ ＝ （ω２ － ω１）·（ｈ ｊ

２ × ｈｋ
１） ＝ ０，　 　 （ ｉ，ｊ，ｋ） ∈ Ｕ， （１６）

　 　 ｇｉ ＝ （ω ２ － ω １）·（ｈ ｊ
２ × ｈｋ

１） ＋ μ ｉ ＝ ０，　 　 （ ｉ，ｊ，ｋ） ∈ Ｕ， （１７）
　 　 ｇｉ ＋３ ＝ （ｈｓ － ω１ × ｈｓ）·ｈｉ

１ ＝ ０，　 　 ｉ ∈ ｛１，２，３｝， （１８）
　 　 ｇｉ ＋３ ＝ （ｈｓ － ω １ × ｈｓ）·ｈｉ

１ ＋ ν ｉ ＝ ０，　 　 ｉ ∈ ｛１，２，３｝， （１９）
式中， ω１ 和 ω２ 是内外接铰坐标系的角速度， Ｕ 是集合｛（１，３，２），（２，３，１），（３，２，１）｝，以及速度相关项

　 　 μ ｉ ＝ （ω２ － ω１）·（ｈ ｊ
２ × ｈｋ

１ ＋ ｈ ｊ
２ × ｈｋ

１），　 　 （ ｉ，ｊ，ｋ） ∈ Ｕ， （２０）
　 　 ν ｉ ＝ （ｈｓ － ω１ × ｈｓ）·ｈｉ

１ － （ω１ × ｈｓ）·ｈｉ
１，　 　 ｉ ∈ ｛１，２，３｝ ． （２１）

内外接铰坐标系的角速度 ω１ 和 ω２ 可分别表示为

　 　 ω１ ＝ Ｔω１ｑ， ω１ ＝ Ｔω１ｑ ＋ χ １， （２２）
　 　 ω２ ＝ Ｔω２ｑ， ω２ ＝ Ｔω２ｑ ＋ χ ２， （２３）
　 　 ｈｓ ＝ Ｔｓｑ， ｈｓ ＝ Ｔｓｑ ＋ χ ｓ ． （２４）
相应地，式（１６）—（１９）可以写成如下形式：
　 　 ｇｉ ＝ Ｔ ｉｑ ＝ ０， （２５）
　 　 ｇｉ ＝ Ｔ ｉｑ ＋ χ

ｉ ＝ ０， （２６）
系数矩阵为

　 　 Ｔ ｉ ＝ （ｈ ｊ
２ｈｋ

１） Ｔ（Ｔω２ － Ｔω１），　 　 （ ｉ，ｊ，ｋ） ∈ Ｕ， （２７）
　 　 Ｔ ｉ ＋３ ＝ （ｈｉ

１） Ｔ（Ｔｓ ＋ ｈｓＴω１），　 　 ｉ ∈ （１，２，３）， （２８）
与加速度无关的项

　 　 χ
ｉ ＝ （χ ２ － χ １）·（ｈ ｊ

２ × ｈｋ
１） ＋ μ ｉ，　 　 （ ｉ，ｊ，ｋ） ∈ Ｕ， （２９）

　 　 χ
ｉ ＋３ ＝ （χ ｓ － χ １ × ｈｓ）·ｈｉ

１ ＋ ν ｉ，　 　 ｉ ∈ （１，２，３） ． （３０）
式（９）—（１４）以及式（１６）—（１９）可以认为是闭环约束的标准形式．

２　 闭环多体系统的求解算法

在闭环多体系统中的位置、速度和加速度约束方程可分别写作如下形式：
　 　 ｇ ＝ ０， （３１）
　 　 Ｇｑ ＝ ０， （３２）
　 　 Ｇｑ ＋ η ＝ ０． （３３）

约束 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵 Ｇ 的维数为 ｍ × ｎ（ｍ 为约束个数， ｎ 为广义坐标个数）， η 为行数为 ｍ 的列向量．通过对式

（３１）和（３２）求时间导数，可以得到矩阵 Ｇ 和向量 η 的具体元素．多体系统的虚功率方程可以写作如下形式：
　 　 δｑＴ（Ｍｑ ＋ Ｆ） ＝ ０， （３４）

其中， Ｍ 为广义质量矩阵， Ｆ 为广义力向量．虚速度 ｑ 间存在约束，于是有约束方程

　 　 Ｇδｑ ＝ ０． （３５）
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由于约束方程是由程式化方式得到的，约束可能不独立；系统运动过程中，约束的独立性可能发生变化（存
在奇异构型），约束 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵 Ｇ 秩 ｋ≤ｍ ．当 ｋ ＜ ｍ 时，系统存在冗余约束，为了得到独立的约束方程，首先

需要对 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵 Ｇ采用行选主元素的 Ｇａｕｓｓ 消元法，找出线性无关的各个行向量，将式（３５）改写为只含独

立约束的 ｋ 个约束方程

　 　 ｇＩｋ ＝ ０， （３６）
　 　 ＧＩｋｑ ＝ ０， （３７）
　 　 ＧＩｋｑ ＋ η Ｉｋ ＝ ０， （３８）
　 　 ＧＩｋδｑ ＝ ０． （３９）
为了分离出独立虚速度，对独立约束方程中的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵 ＧＩｋ 采用列选主元素的 Ｇａｕｓｓ 消元法，找出线

性无关的各个列向量，据此可将 δｑ划分为 δｑＩｃ 和 δｑＩｄ 两部分．其中， Ｉｃ，Ｉｄ 分别为 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵 ＧＩｋ 中独立列向

量标号和非独立向量标号组成的集合．由虚速度约束（３９）可得

　 　 δｑＩｃ ＝ － （ＧＩｋ，Ｉｃ）
－１（ＧＩｋ，Ｉｄ）δｑＩｄ， （４０）

进而可将系统虚速度 δｑ 分解为

　 　 δｑ ＝ ＴｑδｑＩｄ， （４１）
其中速度变换矩阵 Ｔｑ 的 Ｉｃ 行为矩阵 － Ｇ －１

Ｉｋ，ＩｃＧＩｋ，Ｉｄ，Ｉｄ 行为单位矩阵 Ｅ； 它可以看作为约束 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵 ＧＩｋ 零

空间的基底，与 ＧＩｋ 之间存在关系

　 　 ＧＩｋＴｑ ＝ ０． （４２）
式（４１）将虚速度表示为独立的虚速度 δｑＩｄ 的函数，将其代入虚功率方程（３４）中可得

　 　 ＴＴ
ｑ（Ｍｑ ＋ Ｆ） ＝ ０． （４３）

分析闭环多体系统需要联立求解式（４３）与式（３１）—（３３）：用 ｎ 个待求变量 ｑ 满足 ｎ － ｋ ＋ ３ｋ ＝ ｎ ＋ ２ｋ 个

方程．这正是求解微分代数方程最大的难点．这种方程的求解策略可分为两类：一类是通过有机结合非线性

代数方程和常微分方程求解方法，直接构造 ｔ ＋ Δｔ 时刻的状态变量 ｑｔ ＋Δｔ，ｑｔ ＋Δｔ 与 ｔ 时刻状态变量 ｑｔ，ｑｔ 之间的

关系［３０］，其优点是一般可使位置和速度约束方程高精度地得到满足，但存在加速度违约的潜在可能．如果在

系统运动过程中独立约束个数发生变化，还会大幅度降低其求解精度和效率，甚至可能求解失败．另一类方

法是将微分代数方程转化为合适的纯微分方程，其核心步骤是给定 ｔ 时刻状态变量求解出 ｔ 时刻状态变量的

时间导数．这种方法常常存在位置和速度的违约，但由于具有方便于实际应用和计算效率较高的优势而被普

遍采用．采用纯微分方程求解微分代数混合方程时，如何在提供函数

　 　 ［ｑ∗，ｑ］ ＝ ｆ（ｑ，ｑ） （４４）
过程中抑制位置和速度的违约是一个重要的科学问题．首先应当注意的是：输入到函数（４４）的 ｑ 和输出的

ｑ∗ 是可以不同的，因而提供了滤除 ｑ 违约量的可能．由于虚速度约束方程与速度约束方程（３７）相同，满足速

度约束方程的 ｑ 可以表示为

　 　 ｑ ＝ ＴｑｑＩｄ， （４５）
进而系统加速度一定可以表示为如下形式：

　 　 ｑ ＝ Ｔｑ ｑＩｄ ＋ β ． （４６）
将式（４６）代入到式（３８）和（４２）中可得余量 β 的 Ｉｃ 行为 － Ｇ －１

Ｉｋ，Ｉｃ η Ｉｋ，Ｉｄ 行为零向量．在此基础上，将式

（４５）和（４６）代入方程（４３）中可给出如下方程：
　 　 （ＴＴ

ｑＭＴｑ） ｑＩｄ ＋ ＴＴ
ｑ（Ｆ ＋ Ｍβ） ＝ ０， （４７）

从上式求得 ｑＩｄ 后，再根据式（４６）求得 ｑ ．根据式（４５）求得

　 　 ｑ∗ ＝ ＴｑｑＩｄ ． （４８）
按上述方法，所构造的纯微分方程（４４）的描述变量始终为相同数目的派生树系统铰坐标，即使系统过程中

出现奇异构型，也不会因为独立坐标发生改变而影响质量阵和力阵的维数．除此之外，类似于式（４５），还可以

用 ｑ ＝ Ｔｑ（ｎ×ｎ）ｑ
－，ｑ－ 包含独立和不独立的变量，转换阵 Ｔｑ（ｎ×ｎ） 中包含非独立变量与独立变量之间的关系，但此

时得到的质量阵是缺秩的，此时补充加速度约束方程，形成完备的求解微分方程．但是这两种方法均存在缺
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陷，即无法同时满足位置约束与速度约束，违约可能严重，均需要修正．
为此，可在每次数值积分迭代前后均采用正交投影违约修正的方法，进一步抑制速度和位移的违约．设

在时间 ｔ 由式（４４）求得广义加速度 ｑ， 通过数值积分求得广义坐标 ｑ 和广义速度 ｑ， 当违约量超过了给定精

度范围 ε １ 时，可认为 ｇＩｋ ＝ ｇＩｋ（ｑ） ≠ ０．此时需要对 ｑ 加入校正项 Δｑ， 即

　 　 ｑ－ ＝ ｑ ＋ Δｑ ． （４９）
同理，对于广义速度的违约超过了给定精度范围 ε ２ 时， ｇＩｋ ≠ ０， 需要对 ｑ 加入校正项 Δｑ， 即

　 　 ｑ－ ＝ ｑ ＋ Δｑ ． （５０）
将动力学方程积分得到的广义坐标和广义速度投影到约束流形上，本文采用几何正交投影方法［３］，即广义

坐标和广义速度的校正项分别为

　 　 Δｑ ＝ － ＧＴ
Ｉｋ（ＧＩｋＧＴ

Ｉｋ）
－１ ｇＩｋ， （５１）

　 　 Δｑ ＝ － ＧＴ
Ｉｋ（ＧＩｋＧＴ

Ｉｋ）
－１ ｇＩｋ ． （５２）

如果修正后的广义坐标违约量 ｇＩｋ（ｑ
－） 以及广义速度违约量 ｇＩｋ（ｑ

－，ｑ－） 均在允许的精度范围内，则可以进入微

分方程的下一步数值积分．否则，将继续重复执行式（４９）、（５０）的校正过程，直至违约量降至微量给定的精

度范围内．这里的修正也只是在计算下一时刻的加速度时，修正计算加速度用到的速度和位置，无法修正已

经得到的位置和速度（状态变量）．但是当遇到冗余约束导致 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵奇异时，求解会遇到困难，为了解决

这个问题，本文利用约束的几何特征，提出一种统一的方法，既得到了修正后的位置和速度，同时也判别出了

独立的约束方程，是一种有效的统一性方法．

３　 约束的几何特征以及高精度求解

在 ｎ 维空间中，满足约束方程的点形成一个超曲面，该超曲面将整个空间划分为两个正交的子空间：切
空间 Ｓｔ 和由矩阵 Ｇ 独立行向量张成法向空间，如图 ２ 所示．

图 ２　 约束生成的切空间和法空间

Ｆｉｇ． ２　 Ｔａｎｇｅｎｔ ｓｐａｃｅ Ｓｔ ａｎｄ ｎｏｒｍａｌ ｓｐａｃｅ Ｓｎ

ｒｅｓｕｌｔｉｎｇ ｆｒｏｍ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ

如果不是全行秩矩阵，这表明约束不是独立的，则运

动方程将变得不可解．不幸的是，这种情况确实经常发生，
因为约束的独立性可能会随着系统配置的变化而变化，
而剪切接头的约束通常只根据其类型引入．因此，识别矩

阵中的独立行是必要的．这可以通过列排列的 ＱＲ 分解来

实现，通过该分解可以将矩阵 Ｇ 分解为

　 　 ＧＴ ＝ ＲＵ
－
ＰＴ， （５３）

其中 Ｕ
－
是上三角矩阵，其结构如下：

　 　 Ｕ
－
＝

Ｕｎ Ｕｔ

０（ｎ－ｍ－） ×ｍ－ ０（ｎ－ｍ－） ×（ｍ－ｍ－）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （５４）

其中， ｍ－ ≤ｍ是独立约束的个数，Ｕｎ 是一个可逆的 ｍ－ × ｍ－

上三角矩阵， Ｒ 是一个 ｎ × ｎ 正交矩阵，其列可以看作是 ｎ 维空间的基向量，可分为

　 　 Ｒ ＝ ［Ｒｎ 　 Ｒｔ］， （５５）
其中 Ｒｎ 是由 Ｒ 的第一列 ｍ－ 组成的子矩阵．排列矩阵 Ｐ 可分为

　 　 Ｐ ＝ ［Ｐｍ－ 　 Ｐｍ－ｍ－ ］， （５６）
其中 Ｐｍ－ 是由它的第一列 ｍ－ 组成的子矩阵．Ｐ 作为一个置换矩阵，其最显著的特征是相等性

　 　 ＰＴＰ ＝ ＰＰＴ ＝ Ｅｍ×ｍ ． （５７）
因此，式（５３）等价于

　 　 ＧＴ ＝ Ｒｎ（ＵｎＰＴ
ｍ－ ＋ ＵｔＰＴ

ｍ－ｍ－） ． （５８）
式（５８）表明，约束法向空间中的任何向量都可以用 Ｒｎ 列向量的线性组合表示．也就是说， Ｒｎ 的列可以作为

法空间的正交基向量， Ｒｔ 的列可以作为切空间的正交基向量．由于正交性，子矩阵之间存在一些有趣的关
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系，如
　 　 ＲｎＲＴ

ｎ ＋ ＲｔＲＴ
ｔ ＝ Ｅｎ×ｎ， （５９）

　 　 ＲＴ
ｎＲｔ ＝ ０ｍ－ ×（ｎ－ｍ－）， （６０）

　 　 ＲＴ
ｎＲｎ ＝ Ｅｍ－ ×ｍ－， （６１）

　 　 ＲＴ
ｔ Ｒｔ ＝ Ｅ（ｎ－ｍ－） ×（ｎ－ｍ－） ． （６２）

根据式（５３），约束（３２）、（３３）可改写为

　 　
ＵＴ

ｎ ０ｍ－ ×（ｎ－ｍ－）

ＵＴ
ｔ ０（ｍ－ｍ－） ×（ｎ－ｍ－）

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

ＲＴ
ｎｑ

ＲＴ
ｔ ｑ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
＝

ＰＴ
ｍ－ η ｖ

ＰＴ
ｍ－ｍ－ η ｖ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
􀰛

η ｖｎ

η ｖｔ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （６３）

　 　
ＵＴ

ｎ ０ｍ－ ×（ｎ－ｍ－）

ＵＴ
ｔ ０（ｍ－ｍ－） ×（ｎ－ｍ－）

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

ＲＴ
ｎｑ

ＲＴ
ｔ ｑ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
＝

ＰＴ
ｍ－ η ａ

ＰＴ
ｍ－ｍ－ η ａ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
􀰛

η ａｎ

η ａｔ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （６４）

可见，切空间中的分量与约束无关，约束方程（６３）、（６４）可简化为

　 　 Ｇ
－
ｑ ＝ η ｖｎ， （６５）

　 　 Ｇ
－
ｑ ＝ η ａｎ， （６６）

独立约束的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵

　 　 Ｇ
－
＝ ＵＴ

ｎＲＴ
ｎ ． （６７）

利用式（６５）、（６６），约束方程可简化为

　 　 ｇ－（ｑ，ｔ） ＝ ＰＴ
ｍ－ ｇ（ｑ，ｔ） ＝ ０， （６８）

　 　 ＲＴ
ｎｑ ＝ （ＵＴ

ｎ）
－１ η ｖｎ 􀰛 η ｖ， （６９）

　 　 ＲＴ
ｎｑ ＝ （ＵＴ

ｎ）
－１ η ａｎ 􀰛 η ａ ． （７０）

这意味着，在适当地重新排列约束方程的顺序之后，第一个方程 ｍ－ 表示独立的约束，并且对速度或加速度的

约束仅限制其在法向空间中的分量．据此，式（７１）可改写为

　 　 Ｍｑ － Ｆ ＝ Ｒｎλ
－
， （７１）

其中 λ
－
是左边向量的法向分量．关节反作用力的虚功率可表示为

　 　 δｗ ＝ δｑＴＧ
－ Ｔλ， （７２）

式中，Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子 λ 与分量 λ
－
的关系式如下：

　 　 λ ＝ Ｕ －１
ｎ λ

－
． （７３）

选择方程（６８）—（７０）中的一个作为辅助方程．然而，从物理的角度来看，加速度的约束方程更合适，因
为正是这个方程使 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子的要求更加明确．因此，运动方程可以写成

　 　
Ｍ － Ｒｎ

ＲＴ
ｎ ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｑ

λ
－

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

Ｆ
η ａ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （７４）

由于该方程是一个全列秩矩阵，因此它是可解的．可见，在具有冗余约束的多体系统中，寻找独立约束起着重

要作用．列置换 ＱＲ 分解是识别独立约束并同时获得法向子空间和切向子空间的正交基向量的有效方法．如
表 ２ 所示，与 ＲＲＥＦ 和伪逆相比，这也是一种有效的方法．

表 ２　 不同分解方法的耗时（单位： ｓ）
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｉｍｅ ｃｏｓｔｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ（ｕｎｉｔ： ｓ）

ＬＵ ＲＲＥＦ ｐｓｅｕｄｏ ｉｎｖｅｒｓｅ ＱＲ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｍａｔｒｉｘ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ

４．５７Ｅ－６ １．７３Ｅ－３ ６．２４Ｅ－５ ４．２８Ｅ－６ ２０×２０

１．１２Ｅ－５ ６．６３Ｅ－３ ２．１０Ｅ－４ １．３２Ｅ－５ ４０×４０

２．７３Ｅ－５ １．４３Ｅ－２ ８．４５Ｅ－４ ３．０６Ｅ－５ ６０×６０

２．５４Ｅ－４ ３．９４Ｅ－２ １．４９Ｅ－３ １．２７Ｅ－４ １００×１００

　 　 虽然切空间和法空间的基矢量也可以通过其他方法得到，比如 ＬＵ 分解，但是只有 ＱＲ 分解得到的是正
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交的基底矢量，这些基底矢量对于形成和求解动力学方程有着重要的意义．动力学方程中输入 （ｑ，ｑ，ｔ） 得到

（ｑ，ｑ）， 这里实际上隐藏着一个假设，即认为输入数据 ｑ 和 ｑ 是精确的．但事实并非如此．事实上，由于常微分

方程数值方法的固有误差，输入数据在经过一些积分时间步长后肯定会违反约束，即

　 　 ｇ－（ｑ，ｔ） ≠ ０， Ｇ
－
ｑ － η ｖｎ ≠ ０． （７５）

理论和数值实践发现，由于忽略了对位置和速度的约束，方程（７４）在某些情况下会导致不可接受的约束违

反．为了控制违规行为，经常使用 Ｂａｕｍｇａｒｔｅ 稳定方法［１１］ ．然而，它并不总是成功的．作为一种替代方案，广义

坐标划分方法更为详细，其中在时间步长开始时将坐标划分为独立集和从属集，步骤结束时的独立坐标可以

由 ＯＤＥ 求解器获得，然后从约束方程中求解从属坐标．还可以通过修改以满足线性化的位置约束方程来消

除位置冲突，求解这个方程的主要困难是由于待求量的维数大于方程的维数．然而，由于切线空间中的分量

对方程 ｇ－ ＋ Ｇ
－
Δｑ ＝ ０ 没有影响，因此 Δｑ 应限制在法线空间中，即 Δｑ ＝ Ｒｎξ， 相应的 ｑ 被修正为

　 　 ｑｎｅｗ ＝ ｑ － Ｒｎ （ＵＴ
ｎ）

－１ｇ－ ． （７６）
这个过程可以运行多次，使约束的误差小于给定的公差．换句话说，当点偏离约束超曲面时，可以根据式（７６）
在法向空间中移动到超曲面上的点，如图 ３ 所示．

图 ３　 ｑ 在法空间中的修正

Ｆｉｇ． ３　 Ｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｑ ｉｎ ｔｈｅ ｎｏｒｍａｌ ｓｐａｃｅ

如图 ４ 所示，以下步骤概述了纠正违反约束的过程：
步骤 １：计算当前状态下违反位移约束的情况．
步骤 ２：如果违反约束的情况大于指定的公差，则重

复修改广义坐标．在此过程中，当违规行为减少到令人满

意的程度或重复次数超过限制时，请转到下一步．
步骤 ３：消除速度约束的误差．
步骤 ４：形成运动方程，并输出状态变量的时间导数

在使用坐标形成运动方程之前进行坐标校正，而不是

在积分步骤结束时修改坐标．通过这种方式，校正过程可

以嵌入运动方程中，并且求解过程可以利用标准 ＯＤＥ 求

解器的优势，例如调整时间步长以满足精度要求的能力．

图 ４　 违约修正的流程图

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｆｌｏｗ ｃｈａｒｔ ｆｏｒ ｅｌｉｍｉｎａｔｉｏｎ ｏｆ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｖｉｏｌａｔｉｏｎｓ

４　 约束反力与 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子

实现约束的力学机制是约束反力．从约束多体系统动力学方程（７７）可以看出，约束对系统动力学方程的

影响体现为系统施加了广义力 ＧＴλ， 但它并不是约束反力自身

　 　 Ｍｑ － Ｆ ＝ ＧＴλ ． （７７）
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图 ５　 铰的约束反力

Ｆｉｇ． ５　 Ｒｅａｃｔｉｏｎ ｆｏｒｃｅｓ ｏｆ ａ ｊｏｉｎｔ

在关节中，一对反作用力与其关节点有关，如图 ５ 所示．
由于约束反力来源于内外接物体之间的接触，所以约束反

力总是一组平衡力系：它们之间的关系为

　 　 ｆ１ ＋ ｆ２ ＝ ０， （７８）
　 　 ｍ１ ＋ ｍ２ ＋ （ｐ２ － ｐ１） × ｆ２ ＝ ０． （７９）

这些力的虚功率为

　 　 δｗ ＝ ｆ２·δｐ２ ＋ ｍ２·δω２ ＋
　 　 　 　 ｆ１·δｐ１ ＋ ｍ１·δω１ ． （８０）

根据式（７８）、（７９），式（８０）可以简化为

　 　 δｗ ＝ ｆ２·（δｈｓ ＋ ｈｓ × δω１） ＋
　 　 　 　 ｍ２·（δω２ － δω１） ． （８１）

铰的约束反力，也可以用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子表达

　 　 δｗ－ ＝ λ １δｇ１ ＋ λ ２δｇ２ ＋ λ ３δｇ３ ＋ λ ４δｇ４ ＋ λ ５δｇ５ ＋ λ ６δｇ６， （８２）
考虑到式（１６）—（１９），此表达式可以写作

　 　 δｗ－ ＝ （λ １ｈ３
２ × ｈ２

１ ＋ λ ２ｈ３
２ × ｈ１

１ ＋ λ ３ｈ２
２ × ｈ１

１）·（δω２ － δω１） ＋

　 　 　 　 （λ ４ｈ１
１ ＋ λ ５ｈ２

１ ＋ λ ６ｈ３
１）·（δｈｓ ＋ ｈｓ × δω１） ． （８３）

从力学原理上，这两种均为铰的约束反力虚功率，它们是相等的．于是可以得到

　 　 ｆ２ ＝ λ ４ｈ１
１ ＋ λ ５ｈ２

１ ＋ λ ６ｈ３
１， （８４）

　 　 ｍ２ ＝ λ １（ｈ３
２ × ｈ２

１） ＋ λ ２（ｈ３
２ × ｈ１

１） ＋ λ ３（ｈ２
２ × ｈ１

１） ． （８５）
Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子和约束反力的关系如表 ３ 所示．

表 ３　 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子表示的切断铰约束反力

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｒｅａｃｔｉｏｎ ｆｏｒｃｅｓ ｏｆ ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｃｕｔ⁃ｊｏｉｎｔｓ ｅｘｐｒｅｓｓｅｄ ｉｎ ｔｅｒｍｓ ｏｆ Ｌａｇｒａｎｇｅ ｍｕｌｔｉｐｌｉｅｒｓ

ｒｅｖｏｌｕｔｅ ｊｏｉｎｔ ｕｎｉｖｅｒｓａｌ ｊｏｉｎｔ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｊｏｉｎｔ ｐｒｉｓｍａｔｉｃ ｊｏｉｎｔ ｃｙｌｉｎｄｅｒ ｊｏｉｎｔ
ｍ２ λ２ｈ２

２－λ３ｈ３
２ λ３（ｈ２

２×ｈ１
１） ０ λ２ｈ２

１－λ１ｈ１
１－λ３ｈ３

１ λ２ｈ２
２－λ３ｈ３

２

ｆ２ λ４ｈ１
１＋λ５ｈ２

１＋λ６ｈ３
１ λ４ｈ１

１＋λ５ｈ２
１＋λ６ｈ３

１ λ４ｈ１
１＋λ５ｈ２

１＋λ６ｈ３
１ λ５ｈ２

１＋λ６ｈ３
１ λ５ｈ２

１＋λ６ｈ３
１

　 　 实际系统的约束方程是根据切断铰的标号进行排序的．在动力学方程中只引入独立约束．矩阵列中的非

零元素表示这些独立约束．因此，Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子在运动方程中的意义是清楚的．例如， λ中的第 ｉ个元素对应系

统约束的第 ｊ 个方程，其中

　 　 ｊ ＝ ［１　 ２　 …　 ｍ］Ｐｍ－（：，ｉ） ． （８６）
当切断铰的约束反力已知时，这些约束反力可以被认为是剩余树系统的外力，其动力学方程为

　 　 Ｍｎｕｎ － Ｆｎ ＝ Ｆｒ， （８７）
式中， Ｆｎ 是物体外力和惯性广义力的合力， Ｆｒ 是等效到质心处的铰约束反力，它包含有力 ｆｒ 和力矩 ｍｒ， 作

为一个树系统的末端物体，只有一个铰与其相连，它的约束反力和力矩可以通过式（８７）得到：

　 　
ｆ１
ｍ１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

－ ｆｒ
－ ｍｒ － （ｒｃ － ｐ１） × ｆｒ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （８８）

　 　
ｆ２
ｍ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

ｆｒ
ｍｒ ＋ （ｒｃ － ｐ２） × ｆｒ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （８９）

其中， ｒｃ 是树系统中末端物体的质心， ｐ１ 和 ｐ２ 是连接末端物体的内外接铰点矢径．这个末端物体可以从系统

中移除，然后用力和力矩代替它对剩余物体的作用．去掉末端物体后可得到一个新的树系统，从这个新的树

系统中，再找到新的末端物体，然后通过式（８８）、（８９）得到这个铰的约束反力，重复这个过程，即可得到所有

铰的约束反力，如图 ６ 所示．
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图 ６　 求解铰的约束反力的拆解过程

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｐｒｏｃｅｓｓ ｏｆ ｏｂｔａｉｎｉｎｇ ｊｏｉｎｔ ｒｅａｃｔｉｏｎ ｆｏｒｃｅｓ ｉｎ ｔｈｅ ｄｅｒｉｖｅｄ ｔｒｅｅ⁃ｌｉｋｅ ｓｙｓｔｅｍ

５　 数 值 算 例

５．１　 算例 １
图 ７ 所示为空间对心曲柄滑块机构，若将滑块与地面的滑移铰作为切断铰，按照程式化处理需要满足五

个约束方程，但实际上该机构只有两个约束方程是独立的，其余为冗余约束．并且在曲柄 ＯＡ 和连杆 ＡＢ 相等

且运行至重合位置时会出现奇异构型．为了验证本文方法的正确性与优越性，对曲柄 ＯＡ 和连杆 ＡＢ 长度比

为 １ ∶ １ 的情况进行数值仿真，将计算结果与已有方法分析结果相比较．

图 ７　 曲柄滑块机构

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｃｒａｎｋ ｓｌｉｄｅｒ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ

　 　 初始时刻，曲柄 ＯＡ 和连杆 ＡＢ 共线并与 ＯＸ 轴重合．曲柄滑块机构的仿真参数如表 ４ 所示．采用 ＯＤＥ４５
求解器，相对精度 １Ｅ－３，绝对精度 １Ｅ－６，最大步长 １ ｓ ．为了便于说明，图中 ＬＭ＋Ｂａｕｍｇ．ｓｔａｂ 代表 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘

子＋约束稳定化方法，ＡＬＦ 代表罚函数方法，ＳＩＰ 代表本文方法．
表 ４　 曲柄滑块机构的仿真参数

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｒａｎｋ⁃ｓｌｉｄｅｒ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ

ｃｒａｎｋｓｈａｆｔ ｌｅｎｇｔｈ ／ ｍ ｃｏｎｎｅｃｔｉｎｇ ｒｏｄ ｌｅｎｇｔｈ ／ ｍ ｃｒａｎｋｓｈａｆｔ ｍａｓｓ ／ ｋｇ ｃｏｎｎｅｃｔｉｎｇ ｒｏｄ ｍａｓｓ ／ ｋｇ ｓｌｉｄｅｒ ｍａｓｓ ／ ｋｇ

１ １ １ １ １

（ａ） 滑块的位移⁃时间变化曲线

（ａ） Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ⁃ｔｉｍｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｌｉｄｅｒ

　 　 机构在重力作用下， 滑块的位移、 速度、 加速度

曲线如图 ８ 所示．从中可以看出： Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子＋约束

稳定化方法在 １５ ｓ 左右时失效， 罚函数法在 ４．８ ｓ 左

右时失效， 且失效时刻都是在通过奇异构型的时候；
罚函数法求解结果中加速度会有较大的跳跃， 已经失

真； 本文的方法与 ＡＤＭＡＳ 吻合得较好，可解决奇异构

型问题．
以切断铰约束中违约量绝对值最大的约束对应的

位移、速度、加速度作为约束违约程度的衡量指标，如
图 ９、１０ 所示．
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（ｂ） 滑块的速度⁃时间变化曲线 （ｃ） 滑块的加速度⁃时间变化曲线

（ｂ） Ｖｅｌｏｃｉｔｙ⁃ｔｉｍｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｌｉｄｅｒ （ｃ） Ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ⁃ｔｉｍｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｌｉｄｅｒ
图 ８　 滑块的运动状态变化曲线

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｌｉｄｅｒ’ｓ ｓｔａｔｅ ｃｈａｎｇｅｓ

图 ９ 中，Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子＋约束稳定化方法和罚函数法的大幅度违约均出现在相应的系统奇异构型前后，
也就是说：系统通过奇异构型位置时，约束独立性的变化会严重影响动力学方程的计算精度，从而导致结果

失真；这也是上述方法不能很好地解决奇异构型问题的原因之一．图 １０ 中，本文方法的位移、速度、加速度的

约束精度可以始终保持在很高的精度范围内（从中可以看出：本文方法的位移、速度、加速度的约束精度远

高于 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子＋约束稳定化方法和罚函数法）．

（ａ） 位移违约量⁃时间变化曲线

（ａ） Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｄｅｆａｕｌｔ⁃ｔｉｍｅ ｃｕｒｖｅｓ

（ｂ） 速度违约量⁃时间变化曲线 （ｃ） 加速度违约量⁃时间变化曲线

（ｂ） Ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｄｅｆａｕｌｔ⁃ｔｉｍｅ ｃｕｒｖｅｓ （ｃ） Ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｄｅｆａｕｌｔ⁃ｔｉｍｅ ｃｕｒｖｅｓ
图 ９　 滑块的违约量变化曲线（ＬＭ＋Ｂａｕｍｇ．ｓｔａｂ， ＡＬＦ）

Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｌｉｄｅｒ’ｓ ｄｅｆａｕｌｔｓ（ＬＭ＋Ｂａｕｍｇ．ｓｔａｂ， ＡＬＦ）
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（ａ） 位移违约量⁃时间变化曲线

（ａ） Ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｄｅｆａｕｌｔ⁃ｔｉｍｅ ｃｕｒｖｅ

（ｂ） 速度违约量⁃时间变化曲线 （ｃ） 加速度违约量⁃时间变化曲线

（ｂ） Ｔｈｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｄｅｆａｕｌｔ⁃ｔｉｍｅ ｃｕｒｖｅｓ （ｃ） Ｔｈｅ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｄｅｆａｕｌｔ⁃ｔｉｍｅ ｃｕｒｖｅｓ

图 １０　 滑块的违约量变化曲线（ＳＩＰ）

Ｆｉｇ． １０　 Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｌｉｄｅｒ’ｓ ｄｅｆａｕｌｔｓ （ＳＩＰ）

图 １１ 给出了切断铰处阻止铰点沿 Ｙ 方向移动的约束反力，可以看出：本文中计算约束反力的方法与

ＡＤＭＡＳ 吻合得较好，由此可以验证本文中阐述的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子在求解切断铰约束反力和约束反力矩中的重

要物理意义．

图 １１　 阻止铰点沿 Ｙ 方向移动的约束反力

Ｆｉｇ． １１　 Ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｒｅａｃｔｉｏｎｓ ｔｏ ｐｒｅｖｅｎｔ ｊｏｉｎｔ ｐｏｉｎｔ ｆｒｏｍ ｍｏｖｉｎｇ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ Ｙ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

５．２　 算例 ２
如图 １２ 所示，一个空间平行四连杆机构由三个长度为 ０．５ ｍ，截面半径为 ０．０５ ｍ，质量为 １ ｋｇ 的圆柱细

长杆组成．ＡＢ杆、ＤＣ杆与下支座相连接的 Ａ、Ｄ点处为旋转铰，与 ＢＣ杆相连接的 Ｂ、Ｃ点为万向节，其中 ＡＢ 杆

以恒定角速度 １２４．８ ｒａｄ·ｓ－１绕 Ａ 点顺时针旋转．
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图 １２　 空间四连杆机构

Ｆｉｇ． １２　 Ｔｈｅ ｓｐａｃｅ ４⁃ｌｉｎｋ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ

该机构的运动虽然是平面的，但是系统中的万向节

是在三维空间中定义的，存在冗余约束问题的同时，也存

在冗余变量的问题．此外，机构运动至三杆重合位置时，如
图 １３ 所示，约束的独立性会瞬间发生变化，同样存在奇

异构型问题．
该算例以 Ｄ 点处旋转铰作为切断铰，选择其余铰的

铰坐标为系统描述变量，分别为： α１，α２，α３，α４，α５；Ｃ 点

位置坐标的解析解可以表示为

　 　 ｒＣ ＝ １
２
（１ ＋ ｃｏｓ（α１ － １２４．８ｔ））ｅｘ ＋

　 　 　 　 １
２

ｓｉｎ（α１ － １２４．８ｔ）ｅｙ， （９０）

初始时刻分别取 α１ ＝ ０，α１ ＝ π ／ ２， 然后依次进行仿真．使
用 ＯＤＥ４５ 求解器，仿真参数为：相对精度 ε ｒ ＝ １ × １０ －３，

绝对精度 ε ａ ＝ １ × １０ －６； 采用本文提出的数值解法组集动力学方程以及进行违约修正，其中违约容差 ε ０ ＝ １
× １０ －８， 最大修正次数 ｎ－ ＝ ５， 时间区间为 ０．５ ｓ；得到的仿真结果及其与解析解的绝对误差如图 １４、１５ 所示．
从图中可见：最大误差不超过 １×１０－７ ｍ，二者保持一致．

图 １３　 机构的奇异构型位置

Ｆｉｇ． １３　 Ｓｉｎｇｕｌａｒ ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ

（ａ） ｘ 坐标 （ｂ） ｘ 坐标的误差

（ａ） Ｔｈｅ ｘ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ （ｂ） Ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｔｈｅ ｘ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ
图 １４　 初值 α１ ＝ π ／ ２ 时得到的 Ｃ 点 ｘ 坐标的变化及其与解析解的差值

Ｆｉｇ． １４　 Ｔｈｅ ｘ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ｏｆ ｐｏｉｎｔ Ｃ ａｎｄ ｔｈｅｉｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓ ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｉｎｉｔｉａｌ ｐｏｓｉｔｉｏｎ α１ ＝ π ／ ２

该算例恰好在 Ｎｅｔｏ 等的文献［３５］也有研究，依次使用了 ６ 种常用的数值解法及它们的组合方法进行仿

真，分别是： ① 带显式乘子的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方法，记为 ＬＭ２．② 将约束视为虚拟弹簧、阻尼的增广 Ｌａｇｒａｎｇｅ 列式，
记为 ＡＬＦ ．③ Ｂａｕｍｇａｒｔｅ 约束稳定化方法，记为 Ｂａｕｍｇ．ｓｔａｂ ．④ 广义坐标划分方法，记为 Ｃｏｏｒｄ．ｐａｒｔ ．⑤ 基于

ＳＶＤ 奇异值分解的 Ｍｏｏｒｅ⁃Ｐｅｎｒｏｓｅ 广义逆方法，记为 ＭＰＩ（ＳＶＤ）．⑥ 基于 Ｇｒａｍ⁃Ｓｃｈｍｉｄｔ 正交化方法的 Ｍｏｏｒｅ⁃
Ｐｅｎｒｏｓｅ 广义逆方法，记为 ＭＰＩ（ＧＳ）．

通过表 ５ 的对比结果可知：大部分数值解法在求解该算例时都发散了，只有 ＭＰＩ（ＳＶＤ）和 Ｃｏｏｒｄ．ｐａｒｔ 两
种方法联合使用以及本文所提的方法有效．
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（ａ） ｙ 坐标 （ｂ） ｙ 坐标的误差

（ａ） Ｔｈｅ ｙ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ （ｂ） Ｔｈｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｔｈｅ ｙ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ
图 １５　 初值 α１ ＝ π ／ ２ 时得到的 Ｃ 点 ｙ 坐标的变化及其与解析解的差值

Ｆｉｇ． １５　 Ｔｈｅ ｙ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ｏｆ ｐｏｉｎｔ Ｃ ａｎｄ ｔｈｅｉｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓ ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｉｎｉｔｉａｌ ｐｏｓｉｔｉｏｎ α１ ＝ π ／ ２

表 ５　 不同数值解法的仿真结果对比

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｖａｌｉｄｉｔｉｅｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄｓ ｔｏ ｓｉｍｕｌａｔｅ ｔｈｅ ４⁃ｂａｒ ｌｉｎｋａｇｅ

ｎｕｍｅｒｉｃａｌ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ

ｉｎｉｔｉａｌ ｖａｌｕｅ
α１ ＝ π ／ ２ α１ ＝ ０

ｎｕｍｅｒｉｃａｌ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ

ｉｎｉｔｉａｌ ｖａｌｕｅ
α１ ＝ π ／ ２ α１ ＝ ０

ｎｕｍｅｒｉｃａｌ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ

ｉｎｉｔｉａｌ ｖａｌｕｅ
α１ ＝ π ／ ２ α１ ＝ ０

ＬＭ２ ｄｉｖｅｒｇｅ ｄｉｖｅｒｇｅ ＡＬＦ＋Ｃｏｏｒｄ．ｐａｒｔ ｄｉｖｅｒｇｅ ｄｉｖｅｒｇｅ ＭＰＩ（ＧＳ） ｄｉｖｅｒｇｅ ｄｉｖｅｒｇｅ

ＬＭ２＋Ｂａｕｍｇ．ｓｔａｂ ｄｉｖｅｒｇｅ ｄｉｖｅｒｇｅ ＭＰＩ（ＳＶＤ） ｄｉｖｅｒｇｅ ｄｉｖｅｒｇｅ
ＭＰＩ（ＧＳ）＋

Ｂａｕｍｇ．ｓｔａｂ
ｄｉｖｅｒｇｅ ｄｉｖｅｒｇｅ

ＬＭ２＋Ｃｏｏｒｄ．ｐａｒｔ ｄｉｖｅｒｇｅ ｄｉｖｅｒｇｅ
ＭＰＩ（ＳＶＤ）＋

Ｂａｕｍｇ．ｓｔａｂ
ｄｉｖｅｒｇｅ ｄｉｖｅｒｇｅ

ＭＰＩ（ＧＳ）＋

Ｃｏｏｒｄ．ｐａｒｔ
ｄｉｖｅｒｇｅ ｄｉｖｅｒｇｅ

ＡＬＦ ｄｉｖｅｒｇｅ ｄｉｖｅｒｇｅ
ＭＰＩ（ＳＶＤ）＋

Ｃｏｏｒｄ．ｐａｒｔ
ｃｏｎｖｅｒｇｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｃｏｎｖｅｒｇｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅ

５．３　 算例 ３
油缸加绳排驱动伸缩臂及各主要部件如图 １６、１７ 所示，其整体安装在回转平台上，固结在臂节 １ 底部的

转轴与转台上的轴套以旋转副的形式连接，变幅油缸一端销接在转台，一端销接在臂节 １ 的外壁．每个臂节

上底端外壁和顶端内壁局部区域的倒圆处布置滑块，用于传递相邻臂节间的接触载荷．在运动过程中，此结

构的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵可能会发生奇异．

图 １６　 伸缩式起重机

Ｆｉｇ． １６　 Ｔｈｅ ｔｅｌｅｓｃｏｐｉｃ ｃｒａｎｅ
图 １７　 伸缩式起重机内部结构

Ｆｉｇ． １７　 Ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｎａｌ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ ｔｈｅ ｔｅｌｅｓｃｏｐｉｃ ｃｒａｎｅ

　 　 驱动相互嵌套环绕臂节伸缩运动的部件主要分为：伸缩油缸、伸臂链、缩臂链．伸缩油缸安装在臂节 １ 和

臂节 ２ 之间，活塞杆与臂节 １ 固连，缸体与臂节 ２ 固连．缩臂链和伸臂链是简单的滑轮钢丝绳系统，缩臂链绳

索一端固连于臂节 １ 顶端，绕过固结在臂节 ２ 底端同侧的滑轮，另一端固连于臂节 ３ 的底端同侧位置；伸臂
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链绳索一端固连于臂节 １ 底端，绕过固结在伸缩油缸缸体顶端滑轮，另一端固连于臂节 ３ 底端异侧位置．考
虑安全因素，机构的回转、变幅、伸缩不能同时进行，本文重点讨论伸缩运动，因此，在伸缩工作过程中，回转

平台锁死不动，变幅油缸长度固定，伸缩油缸驱动臂节 ２ 相对臂节 １ 伸展收缩，在伸臂链或缩臂链的作用下，
促使臂节 ３ 相对臂节 ２ 以同样的速度伸展收缩，从而实现三节臂的同步伸缩运动．

如图 １８ 所示，考虑到旋转副强度安全因素，焊接在臂节 １ 底部的转轴部分通常会进行加强处理，因此假

设左端截面与转轴之间部分是刚性的，此时，左端截面的原点可由销轴中心 ｒ０ 和二者之间的轴向和竖向距

离 ｘ－ ０，ｙ
－
０ 表示，即存在约束方程

　 　 ｒ１，１ － （ｒ０ ＋ ｘ－ ０ｅｓ１，１ ＋ ｙ－ ０ｅｂ１，１） ＝ ０． （９１）
臂节 １ 只能绕着销轴转动，即左端截面只有绕截面坐标系的横向基矢量 ｅｔ１，１ 的一个转动自由度，因此左端截

面基矢量满足约束方程

　 　 ｇ１·ｅｔ１，１ ＝ ０， ｇ３·ｅｔ１，１ ＝ ０， （９２）
其中，总体惯性坐标系基矢量 ｇ１，ｇ３ 分别为指向转台正前方和正上方的单位方向向量；对式（９１）、（９２）求时

间导数，可得衍生的速度约束方程

　 　 ｒ１，１ － （ｘ－ ０ｅｓ１，１ ＋ ｙ－ ０ｅｂ１，１） ＝ ０， （９３）
　 　 ｇ１·ｅｔ１，１ ＝ ０， ｇ３·ｅｔ１，１ ＝ ０ （９４）

和加速度约束方程

　 　 ｒ１，１ － （ｘ－ ０ｅｓ１，１ ＋ ｙ－ ０ｅｂ１，１） ＝ ０， （９５）
　 　 ｇ１·ｅｔ１，１ ＝ ０， ｇ３·ｅｔ１，１ ＝ ０． （９６）
变幅油缸的下铰点 ｒｄｗ 与转台铰接，上铰点 ｒｕｐ 与臂节 １ 铰接截面固结．工作状态下，油缸长度保持恒定，

对上下铰点间形成固定距离约束．刚性截面假设条件下，上铰点矢径 ｒｕｐ 可由油缸铰接面的原点矢径 ｒ３，１ 和二

者间的竖向距离 ｚ－ ０ 表示为

　 　 ｒｕｐ ＝ ｒ３，１ － ｚ－ ０ｅｂ３，１ ． （９７）
此时，约束方程可写为

　 　 ‖ｒｕｐ － ｒｄｗ‖ － ｄ ＝ ０， （９８）
其中， ｄ 为变幅油缸的固定长度．对式（９８）求时间导数，可得衍生的速度约束方程

　 　 （ｒｕｐ － ｒｄｗ） Ｔ（ｒ３，１ － ｚ－ ０ｅｂ３，１） ＝ ０ （９９）
和加速度约束方程

　 　 （ｒ３，１ － ｚ－ ０ｅｂ３，１） Ｔ（ｒ３，１ － ｚ－ ０ｅｂ３，１） ＋ （ｒｕｐ － ｒｄｗ） Ｔ（ｒ３，１ － ｚ－ ０ｅｂ３，１） ＝ ０． （１００）

图 １８　 基本臂与转台的连接部分

Ｆｉｇ． １８　 Ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｎａｌ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ ｔｈｅ ｔｅｌｅｓｃｏｐｉｃ ｃｒａｎｅ

如图 １９ 所示，在油缸加绳排驱动伸缩臂内，固结在臂节 １ 左端的液压油缸推拉臂节 ２ 时，臂节 ３ 也会被

总原长不变的伸缩链或缩臂链拉动，从而实现相邻臂节以同样的相对速度进行伸长和收缩．此时，臂节受到

的外力不仅包括自重和吊重，还包括实现伸缩驱动的绳排施加在臂节端部的外力，这些附加外力不仅与臂节

端部的节点位移有关，而且和约束机构本身的运动相关．由上一节的内容可知：臂节 ｋ 的左右端截面原点矢
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径和截面坐标系基矢量表示为 ｒ１，ｋ，ｒ４，ｋ 和 ｛ｅｓ１，ｋ，ｅｔ１，ｋ，ｅｂ１，ｋ｝，｛ｅｓ４，ｋ，ｅｔ４，ｋ，ｅｂ４，ｋ｝， 缩臂链与臂节 １ 的连接点为

ｒｓ，１， 与臂节 ３ 连接点为 ｒｓ，３， 滑轮轮心为 ｒｓ，２； 伸臂链与臂节 １ 的连接点为 ｒｐ，１， 与臂节 ３ 连接点为 ｒｐ，３， 滑轮

轮心为 ｒｐ，２； 在刚性截面假设条件下，它们均可由所在端面的原点矢径、截面坐标系基矢量及其相应的尺寸

求得．

图 １９　 伸缩臂的油缸绳排

Ｆｉｇ． １９　 Ｔｈｅ ｃｙｌｉｎｄｅｒ ａｎｄ ｗｉｒｅ ｒｏｐｅ ｏｆ ｔｈｅ ｔｅｌｅｓｃｏｐｉｃ ｂｏｏｍ

伸缩油缸安装在臂节 １ 左端截面原点，不计油缸的自重和变形，则其轴向方向始终与臂节 １ 端部截面的

法线方向一致，实时长度即为该相邻内外层臂节之间的伸缩距离 ｄ， 臂节 １、２ 之间的驱动位移约束方程可表

示为

　 　 ｒ１，２ － （ｒ１，１ ＋ ｄｅｓ１，１） ＝ ０， （１０１）
速度、加速度约束方程分别为

　 　 ｒ１，２ － （ｒ１，１ ＋ ｄｅｓ１，１） ＝ ０， ｒ１，２ － （ｒ１，１ ＋ ｄｅｓ１，１） ＝ ０． （１０２）
驱动臂节 ３ 的绳排包括伸臂链和缩臂链，它们均是一套简单的滑轮绳索系统，考虑到滑轮尺寸相对于钢丝绳

长度较小，将滑轮看作质点；工作状态下，绳索总原长 ｌ０ 不变，不计质量情况下，绕过滑轮两端的绳索端部的

拉力大小相同；为了建立绳排耦合运动的模型，将其简化为只受拉不受压的单向非线性弹簧单元，以伸臂链

为例说明，绳排贡献的虚功率可表示为

　 　 δｐｗ ＝ δ
∂ｒｐ，１
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － δ

∂ｒｐ，２
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｋζｅ１ ＋ δ

∂ｒ３，１
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － δ

∂ｒｐ，２
∂ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｋζｅ２， （１０３）

式中，轴向应变 ζ 可由变形后的绳索总长得到

　 　 ζ ＝
‖ｒｐ，１ － ｒｐ，２‖ ＋ ‖ｒｐ，３ － ｒｐ，２‖ － ｌ０

ｌ０
， （１０４）

单位向量 ｅ１，ｅ２ 表示每段绳索的连线矢径方向

　 　 ｅ１ ＝
ｒｐ，２ － ｒｐ，１

‖ｒｐ，２ － ｒｐ，１‖
， ｅ２ ＝

ｒｐ，２ － ｒｐ，３
‖ｒｐ，２ － ｒｐ，３‖

． （１０５）

图 ２０ 给出了不同吊载 Ｇ 工况下伸长过程中，臂节 ３ 端部形心竖向位移随时间变化的曲线，以及振动频

率随时间变化的曲线．可以看出：① 端部承载越大，挠度值变化越大，伸长停止后，振幅越大；② 吊载 １０ ｋＮ，
２５ ｋＮ，５０ ｋＮ 工况下，频率随时间变化曲线相差无几，即端部振动频率基本不受吊重的影响．

图 ２０　 不同吊载作用下臂节 ３ 端部形心竖向位移及其振动频率的变化

Ｆｉｇ． ２０　 Ｖｅｒｔｉｃａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｉｐ ａｎｄ ｔｈｅｉｒ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ３ｒｄ ｂｏｏｍ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ａｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｌｏａｄｓ
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６　 结　 　 论

１） 针对闭环多体系统的特点，在建立动力学方程阶段，排除冗余约束方程，实时检测约束方程的独立

性，滤掉速度、加速度违约量，将约束多体系统的微分代数混合方程转化为数量与派生树系统广义坐标相同

的纯微分方程，可以求解冗余约束和奇异构型问题，使得位移、速度、加速度约束同时高精度满足．
２） 依据虚功率等效原理，揭示了闭环多体系统中 Ｌａｇｒａｎｇｅ 乘子在求解切断铰约束反力过程中的重要意

义，可据此准确求解切断铰约束反力，进而求解派生树系统各铰约束反力．
３） 从几何的角度来看，约束可以看作是一个超曲面，它将整个空间分成两个正交的子空间，分别是法向

空间和切向空间．在法向空间中的速度和加速度分量由约束条件决定．通过对约束 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵的转置进行列

置换的 ＱＲ 分解，可以得到独立约束以及法切空间的正交基向量．基于这种约束的几何结构，提出了一种闭

环多体系统的数值求解方法，该方法在多体系统通过奇异位置时具有足够的精度和稳定性．
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