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摘要：　 考虑了剪切效应引起的转动惯量，应用物质坐标系下的 Ｎｅｗｔｏｎ 第二定理建立了修正的轴向移动 Ｔｉｍｏｓｈｅｎ⁃
ｋｏ 梁模型．求解了系统的固有频率，并分析了固有频率随梁长、梁高、轴向速度等参数变化的规律．并将该文模型得

到的结果与传统的轴向移动 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁理论模型、轴向移动 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 梁理论模型和轴向移动 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁

理论模型的结果进行对比．结果表明：当轴向移动梁的长高比大于 １０ 时，四种模型得到的结果一致．当长高比较小

时，该文的结果与经典的轴向移动 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁模型基本一致．此外，剪切效应引起的转动惯量对高阶频率的影响

更大．因此，在轴向移动梁的动力学分析中应加以考虑剪切效应引起的转动惯量的影响．
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０　 引　 　 言

轴向移动系统广泛应用于航空航天、土木、机械、军事等领域，其横向振动问题的研究受到了广大研究人

员的关注［１⁃３］ ．这类结构通常建模为轴向移动梁模型，精确建模是研究其横向振动的基础．经过众多研究人员

对轴向移动梁结构的研究，发展成了轴向移动 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁理论模型［４⁃５］、轴向移动 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 梁理论模

型［６⁃７］和轴向移动 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁理论模型［８⁃９］ 三种经典模型．基于经典模型，研究人员在研究过程中考虑特

殊因素进行建模，特别是转动惯量．Ｄｉｎｇ 等［１０］研究了转动惯量对轴向移动梁亚临界和超临界自由振动的影

响，并分析比较了有无转动惯量的相对差异．Ｇｈａｙｅｓｈ 等［１１］研究了转动惯量和温度对时变速度轴向移动梁的

非线性振动、稳态响应和稳定性的影响．Ｗａｎｇ［１２］ 研究了转动惯量对轴向加速黏弹性 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 梁稳定性的影

响．以上研究表明，转动惯量对轴向移动梁横向振动的分析有着重要影响．
近年来，国内外学者针对经典 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁模型理论展开深入探究，取得了一系列新进展． Ｅｌｉｓｈａｋｏｆｆ

等［１３］发现了经典的 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁理论模型中没有考虑剪切效应引起的转动惯量对其动力特性的影响．陈镕

等［１４］在 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的基础上，考虑了剪切效应引起的转动惯量，提出了修正的 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁模型．Ｌｉａｎｇ
等［１５］研究了改进的轴向运动 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁超临界区三比一内部共振的动态响应．目前还欠缺将该修正方法

应用到轴向移动 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁模型理论中的研究．
本文基于经典的轴向移动 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁模型，考虑剪切效应引起的转动惯量，建立了修正轴向移动

Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁模型．利用 Ｎｅｗｔｏｎ 第二定律推导了修正模型的控制方程，求解了固有频率．通过对比修正模型

和三种经典模型的一阶固有频率，分析了该修正方法对轴向移动梁模型的影响．

１　 运 动 方 程

图 １（ａ）为轴向移动梁的整体分析原理图，其中 Ｅ 是弹性模量，Ｇ 是剪切模量，Ｉ 是绕横轴的惯性矩，Ｌ 是

梁的跨度，ρ 是梁的材料密度，γ 是梁轴向移动速度，Ｐ 是梁的轴向张力，ｗ（ｘ，ｔ） 为横向振动的位移．图 １（ｂ）
为梁微元受力图．剪力 Ｖ 以使得微段顺时针旋转为正，弯矩 Ｍ 以使得微段下部受拉为正，受压为负．

（ａ） 整体分析图 （ｂ） 梁微元受力图

（ａ） Ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｇｌｏｂａｌ ａｎａｌｙｓｉｓ （ｂ） Ｆｏｒｃｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｍｉｃｒｏ⁃ｂｅａｍ
图 １　 轴向移动梁的原理图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ａｎ ａｘｉａｌｌｙ ｍｏｖｉｎｇ ｂｅａｍ

应用物质坐标系下的 Ｎｅｗｔｏｎ 第二定律，在转动方向上有
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在竖直方向上有

　 　 （Ｐ ＋ Ａσ） ∂２ｗ
∂ｘ２ ｄｘ － ∂Ｑ

∂ｘ
ｄｘ ＝ ρＡ Ｄ２ｗ

Ｄｔ２
ｄｘ， （２）

式中， Ｍ 和 Ｑ 分别表示微元截面的弯矩和剪力，σ 是扰动导致的梁的应力，
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梁的变形包含两部分：弯矩引起的变形 ｗｂ 和剪切力引起的变形 ｗｓ ．ψ 是截面的转角，α 是由弯矩引起的

截面转角，β 是剪切力引起的截面转角．因此，有转角方程
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将式（４）代入式（１），得到
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在式（５）中的第一项为 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁理论产生，第二项为 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁理论产生，第三项为考虑剪

切效应引起的转动惯量产生．对于线性材料，弯矩 Ｍ 和曲率、剪切力 Ｑ 和转角 α 间的关系可以表示为
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式中， κ 是形状因子，在后续推导中将仅位移与弯矩引起的转角 α 存在．采用梁的中平面拉伸引起的扰动张

力的平均值［１６］：

　 　 Ａσ ＝ １
Ｌ ∫

Ｌ

０

∂ｗ
∂ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｄｘ ． （７）

将式（３）、（６）和（７）代入式（１）和（２）中，得到
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消去截面转角 α， 得到修正的轴向移动 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁横向振动控制方程：
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　 　 　 　 ρＩ １ ＋ Ｅ
κＧ

æ

è
ç

ö

ø
÷

∂４ｗ
∂ｘ２∂ｔ２

＋ ２γ ∂４ｗ
∂ｘ３∂ｔ

＋ γ２ ∂４ｗ
∂ｘ４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０． （１０）

简支边界条件为

　 　 ｗ ｘ ＝ ０ ＝ ０， ｗ ｘ ＝ Ｌ ＝ ０， Ｍ ｘ ＝ ０ ＝ ０， Ｍ ｘ ＝ Ｌ ＝ ０． （１１）
引入以下无量纲变量：

　 　 ｗ ＝ ｗ
Ｌ
， ｘ ＝ ｘ

Ｌ
， ｔ ＝ ｔ Ｐ

ρＡＬ２ ， η ＝ Ｅ
κＧ

， γ ＝ γ ρＡ
Ｐ

， ｋｆ ＝
ＥＩ
ＰＬ２， ｋ１ ＝ Ｉ

ＡＬ２， ｋＮ ＝ ＥＡ
Ｐ

． （１２）

将式（１２）代入式（１０）和（１１）中，得到无量纲控制方程和边界条件：
　 　 （ｗ ＋ ２γｗ′ ＋ （γ２ － １）ｗ″） ＋ ｋｆｗ（４） －

　 　 　 　 １
２

ｋＮｗ″ ∫１
０
（ｗ′） ２ｄｘ － ｋ１（１ ＋ η）（ｗ″ ＋ ２γｗ（３） ＋ γ２ｗ（４）） ＝ ０， （１３）

　 　 ｗ ｘ ＝ ０ ＝ ０， ｗ ｘ ＝ １ ＝ ０， ｗ″ ｘ ＝ ０ ＝ ０， ｗ″ ｘ ＝ １ ＝ ０， （１４）
式中，（）表示对时间的导数；（）′，（）″，（） （３），（） （４）分别表示对坐标 ｘ 的 １ 次、２ 次、３ 次、４ 次导数．

２　 固 有 频 率

为了求解其固有频率［１０］，忽略其非线性项和激励项等非线性部分，得到

　 　 ｗ ＋ ２γｗ′ ＋ （γ２ － １）ｗ″ ＋ ｋｆｗ（４） － ｋ１（１ ＋ η）（ｗ″ ＋ ２γｗ（３） ＋ γ２ｗ（４）） ＝ ０． （１５）
假设横向振动的解为
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　 　 ｗ（ｘ，ｔ） ＝ ϕｎ（ｘ）ｅｉωｎｔ ＋ ｃ．ｃ．， （１６）
其中 ϕｎ 为第 ｎ 阶模态函数，ωｎ 为第 ｎ 阶固有频率，ｃ．ｃ． 为共轭项．

将式（１６）代入式（１５）中，得到

　 　 ［ｋｆ － ｋ１（１ ＋ η）γ２］ϕ（４）
ｎ － ２ｉγｋ１（１ ＋ η）ωｎϕ（３）

ｎ ＋
　 　 　 　 ［ｋ１（１ ＋ η）ω２

ｎ ＋ （γ２ － １）］ϕ″ｎ ＋ ２ｉγωｎϕ′ｎ － ω２
ｎϕｎ ＝ ０， （１７）

其中模态函数的解可以写为

　 　 ϕｎ（ｘ） ＝ Ｃｎ１ｅｉｓｎ１ｘ ＋ Ｃｎ２ｅｉｓｎ２ｘ ＋ Ｃｎ３ｅｉｓｎ３ｘ ＋ Ｃｎ４ｅｉｓｎ４ｘ， （１８）
其中 Ｃｎｊ 为待定常数．将式（１６）代入式（１４）中得到边界条件

　 　 ϕｎ（０） ＝ ϕｎ（１） ＝ ０， ϕ″ｎ（０） ＝ ϕ″ｎ（１） ＝ ０． （１９）
将式（１８）代入式（１７）中得到特征方程

　 　 ［ｋｆ － ｋ１（１ ＋ η）γ２］ ｓ４ｎｊ － ２γｋ１（１ ＋ η）ωｎｓ３ｎｊ －
　 　 　 　 ［ｋ１（１ ＋ η）ω２

ｎ ＋ （γ２ － １）］ ｓ２ｎｊ － ２γωｎｓｎｊ － ω２
ｎ ＝ ０． （２０）

根据边界条件（１９）得到常数 Ｃｎｊ 的齐次代数方程

　 　

１ １ １ １
ｅｉｓｎ１ ｅｉｓｎ２ ｅｉｓｎ３ ｅｉｓｎ４

ｓ２ｎ１ ｓ２ｎ２ ｓ２ｎ３ ｓ２ｎ４
ｓ２ｎ１ｅｉｓｎ１ ｓ２ｎ２ｅｉｓｎ２ ｓ２ｎ３ｅｉｓｎ３ ｓ２ｎ４ｅｉｓｎ４

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

Ｃｎ１

Ｃｎ２

Ｃｎ３

Ｃｎ４

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

＝ ０． （２１）

方程（２１）解的非平凡性要求系数矩阵的行列式等于零．因此，我们得到以下辅助方程：
　 　 ［ｅｉ（ ｓｎ１＋ｓｎ２） ＋ ｅｉ（ ｓｎ３＋ｓｎ４）］（ ｓ２ｎ１ － ｓ２ｎ２）（ ｓ２ｎ３ － ｓ２ｎ４） －
　 　 　 　 ［ｅｉ（ ｓｎ１＋ｓｎ３） ＋ ｅｉ（ ｓｎ２＋ｓｎ４）］（ ｓ２ｎ１ － ｓ２ｎ３）（ ｓ２ｎ２ － ｓ２ｎ４） ＋
　 　 　 　 ［ｅｉ（ ｓｎ２＋ｓｎ３） ＋ ｅｉ（ ｓｎ１＋ｓｎ４）］（ ｓ２ｎ２ － ｓ２ｎ３）（ ｓ２ｎ１ － ｓ２ｎ４） ＝ ０． （２２）

给出简支边界条件下的第 ｎ 阶模态函数：

　 　 ϕｎ（ｘ） ＝ Ｃｎ１ ｅｉｓｎ１ｘ －
（ ｓ２ｎ１ － ｓ２ｎ４）（ｅｉｓｎ３ － ｅｉｓｎ１）
（ ｓ２ｎ２ － ｓ２ｎ４）（ｅｉｓｎ３ － ｅｉｓｎ２）

ｅｉｓｎ２ｘ －
（ ｓ２ｎ１ － ｓ２ｎ４）（ｅｉｓｎ１ － ｅｉｓｎ２）
（ ｓ２ｎ３ － ｓ２ｎ４）（ｅｉｓｎ３ － ｅｉｓｎ２）

ｅｉｓｎ３ｘ
é

ë

ê
ê

＋

　 　 　 　 － １ ＋
（ ｓ２ｎ１ － ｓ２ｎ４）（ｅｉｓｎ３ － ｅｉｓｎ１）
（ ｓ２ｎ２ － ｓ２ｎ４）（ｅｉｓｎ３ － ｅｉｓｎ２）

－
（ ｓ２ｎ１ － ｓ２ｎ４）（ｅｉｓｎ１ － ｅｉｓｎ２）
（ ｓ２ｎ３ － ｓ２ｎ４）（ｅｉｓｎ３ － ｅｉｓｎ２）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅｉｓｎ４ｘ ù

û

ú
ú
． （２３）

为明确该修正对轴向运动梁固有频率的影响，定义了以下条件：

　 　 ｅｘ（Ｅ⁃ＭＴ） ＝
ωｎＥ － ωｎＭＴ

ωｎＥ

× １００％， ｅｘ（Ｒ⁃ＭＴ） ＝
ωｎＲ － ωｎＭＴ

ωｎＲ

× １００％， ｅｘ（ＣＴ⁃ＭＴ） ＝
ωｎＣＴ － ωｎＭＴ

ωｎＣＴ

× １００％， （２４）

其中， ωｎ 为一阶固有频率，ｅｘ 表示一阶固有频率的相对差值，下标 Ｅ 为轴向移动 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁理论模型，
下标 Ｒ 为轴向移动 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 梁理论模型，下标 ＣＴ 为经典轴向移动 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁理论模型，下标 ＭＴ 为修正

轴向移动 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁理论模型．

３　 算 例 分 析

为定量表示理论结论，选择系统参数：弹性模量 Ｅ ＝ ２００ ＭＰａ，剪切模量 Ｇ ＝ ６８ ＭＰａ，密度 ρ ＝ １ ２００ ｋｇ ／ ｍ３，
轴向拉力 Ｐ ＝ ８０ Ｎ，梁的跨度 Ｌ ＝ ０．１５ ｍ，梁截面宽 ａ ＝ ０．０２ ｍ，截面高 ｈ ＝ ０．０１５ ｍ，形状系数 κ ＝ ６ ／ ５．

图 ２（ａ）给出了四种轴向移动梁模型的第一阶固有频率随梁长高比的变化；图 ２（ｂ）给出了修正模型同

三种经典模型一阶固有频率相对差值随梁长高比的变化．由图 ２（ａ）可知，当梁的长高比大于 １０ 时，本文中

修正 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁模型得到的结果与经典 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的结果基本一致．随着梁长高比的增加，四种模型

得到的第一阶固有频率趋于相同．由图 ２（ｂ）可知，当梁的长高比较小时，本文中修正 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁模型与经

典 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的相对差值较小．随着梁长高比的增加，本文模型同三种经典模型的相对差值均减小到 １％
附近．
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（ａ） 固有频率 （ｂ） 相对差值

（ａ） Ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ （ｂ） Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓ
图 ２　 不同梁长高比条件下四种轴向移动模型的一阶固有频率

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ １ｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ４ ｍｏｄｅｌｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｂｅａｍ ｌｅｎｇｔｈ⁃ｈｅｉｇｈｔ ｒａｔｉｏｓ

　 　 注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

（ａ） 固有频率 （ｂ） 相对差值

（ａ） Ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ （ｂ） Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓ
图 ３　 不同梁高度条件下四种轴向移动模型的一阶固有频率

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ １ｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ４ ｍｏｄｅｌｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｂｅａｍ ｈｅｉｇｈｔｓ

图 ３（ａ）给出了四种轴向移动梁模型的第一阶固有频率随梁高的变化；图 ３（ｂ）给出了修正模型同三种

经典模型一阶固有频率相对差值随梁高的变化．由图 ３（ａ）可知，当梁的高度较小时，本文中修正 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ
梁模型得到的结果与经典 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的结果基本一致．随着梁高度的增加，四种模型得到的第一阶固有频

率趋于发散．由图 ３（ｂ）可知，当梁的高度较小时，本文中修正 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁模型与经典 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的相对

差值较小．随着梁高度的增加，本文模型同经典 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁模型的相对差值逐渐减小，本文模型同轴向移

动 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 梁理论模型和轴向移动 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 梁理论模型的相对差值逐渐增大．
图 ４（ａ）给出了四种轴向移动梁模型的第一阶固有频率随梁轴向速度的变化；图 ４（ｂ）给出了修正模型

同三种经典模型一阶固有频率相对差值随梁轴向速度的变化．由图 ４（ａ）可知，当梁的轴向速度较小时，本文

中修正 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁模型得到的结果与经典 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的结果基本一致．随着梁轴向速度的增加，四种

模型得到的第一阶固有频率遵循相同的趋势减小．由图 ４（ ｂ）可知，当梁的轴向速度较小时，本文中修正
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Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁模型与经典 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的相对差值较小．随着梁轴向速度的增加，本文模型同三种经典模型

的相对差值均逐渐增加，四种模型的轴向速度越接近临界速度，其相对差值越大．
图 ５（ａ）给出了四种轴向移动梁模型的前三阶固有频率随梁长的变化；图 ５（ｂ）给出了修正模型同三种

经典模型第三阶固有频率相对差值随梁长的变化．由图 ５（ａ）可知，当梁的长较小时，本文中修正 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ
梁模型得到的结果与经典 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的结果基本一致．随着梁长的增加，四种模型得到的前三阶固有频率

遵循相同的趋势减小．固有频率的阶数越高，修正模型同三种经典模型的差距越大．由图 ５（ｂ）可知，当梁长

较小时，本文中修正 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁模型与经典 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁的相对差值较小．随着梁长的增加，本文模型同

三种经典模型的相对差值均逐渐减小，且梁第三阶固有频率的差值明显大于前两阶．

（ａ） 固有频率 （ｂ） 相对差值

（ａ） Ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ （ｂ） Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓ
图 ４　 不同轴向速度条件下四种轴向移动模型的一阶固有频率

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ １ｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ４ ｍｏｄｅｌｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ａｘｉａｌ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ

（ａ） 固有频率 （ｂ） 相对差值

（ａ） Ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ （ｂ） Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓ
图 ５　 不同长高比条件下四种轴向移动模型的高阶固有频率

Ｆｉｇ． ５　 Ｈｉｇｈ⁃ｏｒｄｅｒ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ４ ｍｏｄｅｌｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ａｓｐｅｃｔ ｒａｔｉｏｓ

４　 结　 　 论

本文以轴向移动梁为研究对象，考虑剪切效应引起的转动惯量，对经典的轴向移动 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁模型
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进行了修正．应用物质坐标系下的 Ｎｅｗｔｏｎ 第二定理，建立运动微分方程．求解系统的第一阶固有频率，并比较

了本文模型与经典模型的结果，得到以下结论：
１） 相较于经典的轴向移动 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁模型，本文的修正模型更加简单．
２） 当梁的长高比大于 １０ 时，本文模型的结果与传统的 Ｅｕｌｅｒ⁃Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ 模型、Ｒａｙｌｅｉｇｈ 梁模型和 Ｔｉｍｏｓｈ⁃

ｅｎｋｏ 模型的结果趋于一致．当梁的长高比较小时，本文提出的模型与经典的模型的结果一致．
３） 剪切效应引起的转动惯量对轴向移动梁系统的高阶固有频率有较大影响．
４） 剪切效应引起的转动惯量对轴向移动梁系统的动力学特性有较大影响，因此在轴向移动梁的动力学

分析中应该加以考虑．
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