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摘要：　 绳⁃孔滑动摩擦造成的驱动迟滞效应是制约绳驱连续型机器人多功能、多领域应用的关键难题之一．在轨迹

跟踪过程中，驱动绳索经历密集的收、放绳切换，滑动摩擦力在过线孔内频繁换向，导致柔性臂的当前构型因驱动

历史的不同而产生明显差异．本文基于多柔体系统动力学理论开展绳驱连续型机器人的准静态建模，构建了刚、柔
运动解耦的节点力平衡方程，详细推导了节点力、绳索驱动力的切线刚度矩阵，提高节点力平衡方程的收敛速度．将
轨迹跟踪问题解释为多体系统的伺服约束问题，采用非线性最小二乘求解器嵌套 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｒａｐｈｓｏｎ 迭代算法，开展

有、无末端负载两种条件下的路径跟踪仿真，得到了连续型机器人的构型演化规律．
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０　 引　 　 言

绳驱连续型机器人凭借其机电分离、刚柔共融、进退灵巧的结构特色，在微创手术［１⁃２］、发动机无损检

测［３］等非结构化环境中具有切实的应用前景．驱动绳索质量在整个机器人系统中占比一般低于 ５％，故绳索

的质量和惯性效应可忽略不计，从而大幅降低绳索系统的建模难度．但绳索的弹性变形和滑动摩擦诱导的绳

驱迟滞行为［４⁃６］对精确控制带来很大的不确定性．目前，针对柔性机器人几何非线性建模的研究已经从低保

真度的等曲率模型［７］、分段等曲率模型［８］发展到高保真度的 Ｃｏｓｓｅｒａｔ 杆理论［９］、ＡＮＣＦ 梁理论［１０］以及几何精

确梁理论［１１］等，为后续非线性迟滞问题的研究奠定了建模基础．Ｂｈａｔｔａｃｈａｒｊｅｅ 等［１２］ 提出了一种基于域分解

方法的准静态建模框架，通过调整载荷参数实现连续型机器人的构型变化．高保真方法在建模精度方面具有

优势，但求解代价也随之增大．常曲率或分段常曲率模型在某些特定场景下仍然具有不可替代的优势［１３］ ．
Ｗａｎｇ 等［１４］采用分段常曲率模型对双关节末端执行器进行运动学建模，构建从操作手柄到末端执行器的完

整运动学传递模型．Ｙａｎｇ 等［１５］采用 Ｈｅｒｍｉｔｅ 插值方法描述柔性梁的形状，避免了常应变的奇异性和附加约

束问题．超冗余机械臂通常存在逆运动学解的不唯一性问题［１６］ ．张宇等［１７］ 提出了一种多段臂逆运动学数值

解法，以运动能耗最小为优化目标，得到的最优位姿可降低机械臂的运动能耗和抖振幅度，使机械臂运动更

加平稳．Ｈｕｃｚａｌａ 等［１８］提出了一种基于自适应进化粒子群算法的冗余机械臂逆运动学求解方法，以位姿态误

差及能耗最小为目标建立综合优化模型，提高了逆运动学的求解精度．Ｙａｎｇ 等［１９］ 提出了一种针对绳驱多段

连续体机械臂的动态运动规划方法，将问题转化为带避障与输入约束的非线性规划问题，将工作空间划分为

安全、警告子区域，分别采用混合互补问题建模与改进粒子群算法进行求解．
上述建模理论为当前热点的数据驱动建模和实时控制提供了丰富的理论储备，但绳⁃孔滑动摩擦诱导的

驱动迟滞和回差问题对机器人关节重复定位误差产生严重影响，仍然是制约绳驱连续型机器人多功能、多领

域应用的关键难题之一．该研究基于多柔体系统动力学理论开展考虑绳孔滑动摩擦特性的准静态建模研究，
简化对绳⁃孔之间共形约束的描述，采用 Ｃａｐｓｔａｎ 摩擦模型反映驱动过程中的绳索张力衰减特性，得到重力、
弹性力的节点力平衡方程及其切线刚度矩阵．将连续型机器人末端点的轨迹跟踪问题归结为对末端点的伺

服约束，在非线性最小二乘求解器中内嵌 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｒａｐｈｓｏｎ 迭代算法，开展有、无末端负载两种条件下的路径

跟踪仿真，并与常曲率模型进行对比，验证所提模型的准确性和有效性．

１　 绳驱连续型机器人系统描述

１．１　 绳驱连续型机器人构型

图 １ 给出了一种绳驱连续型机器人的构型图．该机器人由驱动箱、柔性支撑杆、刚性节盘和驱动绳索等

部件组成．柔性支撑杆是连续型机器人的主体臂节，其上布置等间隔的刚性节盘，相邻节盘之间的柔性支撑

杆离散为一个空间梁单元，计算单元的重力、弹性力等节点力参数．通过驱动组件带动驱动绳索绕过节盘上

的过线孔，将驱动力传递到每处节盘，带动连续型机器人完成各种可行的空间运动．
１．２　 单元坐标系

将相邻节盘之间的柔性梁划分为一个空间梁单元，单元坐标系由节点参数定义并随单元运动，由此建立

的单元坐标系可以最大限度地消除单元体相对该坐标系的刚体运动成分，缓解因几何非线性问题造成的建

模困难．建立上述单元坐标系有很多形式，例如，可在单元左节点端面上选取参考点 ｋ，ｋ 节点相对左节点的
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矢径为 ρ， 如图 ２ 所示．

图 １　 连续型机器人空间构型

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｓｐａｔｉａｌ ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｃｏｎｔｉｎｕｕｍ ｒｏｂｏｔ

图 ２　 全局和局部坐标系

Ｆｉｇ． ２　 Ｇｌｏｂａｌ ａｎｄ ｌｏｃａｌ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍｓ

单元坐标系的三个基矢量可由左、右节点和参考点表示为

　 　 ｅ１ ＝
ｒｉ２ － ｒｉ１

‖ｒｉ２ － ｒｉ１‖
， ｅ２ ＝

ρ × ｅｉ
１

‖ρ × ｅｉ
１‖

， ｅ３ ＝ ｅ１ × ｅ２， （１）

式中， ｒｉ１，ｒｉ２ 是单元左、右节点的位置向量．定位矢量 ρ 在该坐标系的 ｅ２ 轴上没有分量，则
　 　 ρ ＝ ρ １ｅ１ ＋ ρ ３ｅ３， （２）

式中， ρ １，ρ ３ 分别是定位矢量 ρ 在 ｅ１，ｅ３ 轴上的投影．
基于虚功率原理推导等效节点力，需要单元坐标系的虚角速度 ω ｓ， 其定义方式如下：
　 　 ω ｓ ＝ （ｅ２·ｅ３）ｅ１ ＋ （ｅ３·ｅ１）ｅ２ ＋ （ｅ１·ｅ２）ｅ３ ． （３）
将式（１）、式（２）代入到式（３）中，可将单元坐标系角速度表示为

　 　 ω ｓｉ ＝ Ｄｕ（ｒｉ２ － ｒｉ１） ＋ Ｄθω ｉ１，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ， （４）
式中，系数矩阵可表示为

　 　 Ｄｕ ＝ １
ρ ３‖ｒｉ２ － ｒｉ１‖

ρｅＴ
２ － １

‖ｒｉ２ － ｒｉ１‖
ｅ２ｅＴ

３， Ｄθ ＝ － １
ρ ３

ｅ１ρ Ｔｅ２， （５）

式中， ｅＴ 表示矢量 ｅ 的转置， ｅ２ 表示矢量 ｅ２ 对应的反对称矩阵．
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２　 等效节点力

使用节点坐标系的速度和角速度作为系统整体描述参数

　 　 ｕｉ ＝ ｕＴ
ｉ１ ωＴ

ｉ１ ｕＴ
ｉ２ ωＴ

ｉ２[ ]
Ｔ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ， （６）

式中， ｕｉ１，ω ｉ１ 是单元左节点坐标系的速度和角速度， ｕｉ２，ω ｉ２ 是单元右节点坐标系的速度和角速度．
杆的弹性变形虚功率 δｐＥ 在单元坐标系下度量，可由单元刚度矩阵 ｋＥ 表示为［２０］

　 　 δｐＥｉ ＝ ∫
ｖ
δε·σｄｖ ＝ δｕ－ Ｔ

ｉ （ｋＥｕ
－
ｉ），　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ， （７）

式中，截面坐标系相对于单元坐标系的弹性运动变化率可表示为

　 　 ｕ－ ｉ ＝ ｕ－ Ｔ
ｉ１ θ

－ Ｔ
ｉ１ ｕ－ Ｔ

ｉ２ θ
－ Ｔ
ｉ２[ ]

Ｔ
，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ ． （８）

将弹性力的等效节点力转换到总体坐标系下，需给出整体参数 ｕｉ 和局部参数 ｕ－ ｉ 的变换关系．节点弹性

位移和整体位移的关系可表示为

　 　 ｒｉ２ － ｒｉ１ ＝ Ｒｓｉ（ｒ
－
ｉ２ ＋ ｕ－ ｉ２）⇒ ｕ－ ｉ２ ＝ ＲＴ

ｓｉ（ｒｉ２ － ｒｉ１） － ｒ－ ｉ２， （９）

式中， ｒ－ ｉ２ 为单元右侧节点相对共旋标架原点的矢径， Ｒｓｉ 是共旋标架与总体坐标系的转动矩阵．对式（９）求导

可得到

　 　 ｒｉ２ － ｒｉ１ ＝ ω ｓｉ × （ｒｉ２ － ｒｉ１） ＋ Ｒｓｉ ｕ
－
ｉ２⇒ ｕ－ ｉ２ ＝ ＲＴ

ｓｉ（ｒｉ２ － ｒｉ１ ＋ （ ｒ ｉ２ － ｒ ｉ１）ω ｓｉ）， （１０）
式中， ω ｓｉ 是单元坐标系的角速度， ｒ ｉ１，ｒ ｉ２ 分别是位置向量 ｒｉ１，ｒｉ２ 的反对称矩阵．

左节点是单元坐标系的原点，其弹性位移和速度自然为零：
　 　 ｕ－ ｉ１ ＝ ０， ｕ－ ｉ１ ＝ ０． （１１）
单元左、右端面截面坐标系与总体坐标系之间的转动矩阵可以由两种相继转动来度量： ① 截面坐标系

随节点坐标系的转动； ② 由截面坐标系相对单元坐标系的转动，以及单元坐标系相对总体坐标系的转动构

成的相继转动，可以表示为

　 　 Ｒθ ｉ１Ｓｉ１０ ＝ ＲｓｉＲ θ－ ｉ１Ｓ
－

ｉ１０， Ｒθ ｉ２Ｓｉ２０ ＝ ＲｓｉＲ θ－ ｉ２Ｓ
－

ｉ２０， （１２）
式中， Ｒθ ｉ１，Ｒθ ｉ２ 分别是单元左、右节点坐标系相对总体坐标系的转动矩阵， Ｓｉ１０，Ｓｉ２０ 分别是单元左右端面截面

坐标系相对总体坐标系的转动矩阵， Ｓ
－

ｉ１０，Ｓ
－

ｉ２０ 分别是单元左右端面截面坐标系相对单元坐标系的初始转动

矩阵， Ｒ θ－ ｉ１，Ｒ θ－ ｉ２ 分别是单元左右端面截面坐标系相对共旋标架的瞬时转动矩阵．

截面坐标系的角速度 ω ｉ１，ω ｉ２ 与单元坐标系角速度 ω ｓｉ 以及弹性角速度 ω－ ｉ１，ω
－

ｉ２ 的关系为

　 　 ω ｉ１ ＝ ω ｓｉ ＋ Ｒｓｉω
－

ｉ１， ω ｉ２ ＝ ω ｓｉ ＋ Ｒｓｉω
－

ｉ２ ． （１３）
考虑到单元左、右端面的转动是小转动，弹性角速度和转动矢量变化率的关系可近似为

　 　 ω－ ｉ１ ＝ Ｔ θ－ ｉ１θ
－

ｉ１， Ｔ θ－ ｉ１ ≈ Ｅ ＋ １
２

θ
－

ｉ１， Ｔ －１
θ－ ｉ１ ≈ Ｅ － １

２
θ
－

ｉ１， （１４）

　 　 ω－ ｉ２ ＝ Ｔ θ－ ｉ２θ
－

ｉ２， Ｔ θ－ ｉ２ ≈ Ｅ ＋ １
２

θ
－

ｉ２， Ｔ －１
θ－ ｉ２ ≈ Ｅ － １

２
θ
－

ｉ２ ． （１５）

结合式（４）、（１０）、（１１）、（１４）和（１５），整体参数变化率和局部参数变化率的转换关系为

　 　 ｕ－ ＝ ＴθｉＴｕｉｕ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ， （１６）
式中，系数矩阵 Ｔｕ，Ｔθ 可具体表示为

　 　 Ｔｕ ＝

０ ０ ０ ０
ＲＴ

ｓｉＤｕ ＲＴ
ｓｉ（Ｅ － Ｄθ） － ＲＴ

ｓｉＤｕ ０

－ ＲＴ
ｓｉ（Ｅ ＋ ｒＤθ） ＲＴ

ｓｉ ｒ ｉＤθ ＲＴ
ｓｉ（Ｅ ＋ ｒ ｉＤθ） ０

ＲＴ
ｓｉＤｕ － ＲＴ

ｓｉＤθ － ＲＴ
ｓｉＤｕ ＲＴ

ｓｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

， （１７）
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　 　 Ｔθ ＝

Ｅ ０ ０ ０
０ Ｔ －１

θ－ ｉ１ ０ ０

０ ０ Ｅ ０
０ ０ ０ Ｔ －１

θ－ ｉ２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

， （１８）

式中， ｒ ｉ ＝ ｒ ｉ２ － ｒ ｉ１ ．
在开展地面作业时，还需要考虑重力的虚功率 δｐｇ， 可表示为

　 　 δｐｇｉ ＝ ∫
ｖｉ
δｕＴ

ｖｉρｄｖｉ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ， （１９）

式中， ρ 表示材料密度， ｕｖｉ 是单元内任意一点在总体坐标系下的速度，可表示为

　 　 ｕｖｉ
＝ ｕｉ１ － （ ｒ ｖｉ

－ ｒ ｉ１）ω ｓｉ ＋ Ｒｓｉ ｕ
－
ｖｉ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ ． （２０）

将式（２０）代入到式（１９）中，可以得到重力虚功率的表达式为

　 　 δｐｇｉ ＝ δｕＴ
ｉ１Ｍｉｇ ＋ δωＴ

ｓｉＭｉｇｃｉ ＋ δｐ－ ｇｉ， （２１）

式中， δｐ－ ｇｉ ＝ δｕ－ Ｔ
ｉ１（ ｕＮ

－ ＴＭｉｇ
－
） 表示在单元坐标系下度量的重力虚功率， Ｍｉ 表示节点质量， ｇ 表示重力加速度，

ｇｃｉ ＝ Ｒｓｉ ｒ
－
ｃｉＲＴ

ｓｉｇ，ｕＮ
－
是重力影响系数矩阵，可表示为

　 　 ｕＮ
－
＝ １
１２

６ ０ ０ ０ ０ ０ ６ ０ ０ ０ ０ ０
０ ６ ０ ０ ０ Ｌ ０ ６ ０ ０ ０ － Ｌ
０ ０ ６ ０ － Ｌ ０ ０ ０ ６ ０ Ｌ ０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝

　 　 　 　 （Γｕ
１ ） Ｔ （Γθ

１ ） Ｔ （Γｕ
２ ） Ｔ （Γθ

２ ） Ｔ[ ] ， （２２）
式中， Ｌ 是单元长度．

综合式（７）和式（２１），并考虑式（１６）—（１８），可将单元的弹性力和重力虚功率表示为

　 　 δｐＥｉ － δｐｇｉ ＝ δｕＴ
ｉ Ｆｉ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ， （２３）

式中，弹性力、重力的等效节点力 Ｆｉ 及其分量可表示为

　 　 Ｆｉ ＝ （ＴθｉＴｕｉ） Ｔｆｉ － Ｆｉｇ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ， （２４）
式中，各分量可具体表示为

　 　 ｆｉ ＝ ｋＥｕ
－
ｉ － ｕＮ

－ ＴＲＴ
ｓｉＭｉｇ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ， （２５）

　 　 Ｆｉｇ ＝ ＦＴ
ｉｇ１ ＦＴ

ｉｇ２ ＦＴ
ｉｇ３ ＦＴ

ｉｇ４[ ]
Ｔ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ， （２６）

　 　 Ｆｉｇ１ ＝ Ｍｉｇ － ＭｉＤＴ
ｕｇｃ， Ｆｉｇ２ ＝ ＭｉＤＴ

θｇｃ， Ｆｉｇ３ ＝ ＭｉＤＴ
ｕｇｃ， Ｆｉｇ４ ＝ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ， （２７）

式中， Ｆｉ 就是未考虑绳索拉力的连续型机器人梁单元的等效节点力．参照任意空间梁单元两侧刚性节盘的

自由度索引编号，可进一步组装连续型机器人整体等效节点力 Ｆ ．

３　 切线刚度矩阵

系统描述参数是节点坐标系的速度和角速度．式（２４）的节点力平衡方程是关于整体参数的非线性函数．
如果能给出节点力平衡方程的切线刚度矩阵，将显著提高求解效率．柔性支撑梁节点力平衡方程的时间导数

可表示为

　 　 Ｆｉ ＝ （ＴθｉＴｕｉ） Ｔｆｉ
Θ１

＋ （ＴθｉＴｕｉ） Ｔｆｉ
Θ２

＋ （ＴθｉＴｕｉ） Ｔｆｉ
Θ３

－ Ｆｉｇ
Θ４

． （２８）

对上式逐项分析，第 １ 项中弹性力和重力的时间变化率可表示为

　 　 ｆ ＝ ＫＥｕＥ － ΓＲＴ
ｓ ｇ， （２９）

由角速度的定义式

　 　 ＲｓＲＴ
ｓ ＝ ω ｓ⇒ （ＲｓＲＴ

ｓ ） Ｔ ＝ ＲｓＲＴ
ｓ ＝ － ω ｓ， （３０）
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可将重力的等效节点力的时间变化率表示为

　 　 ＲＴ
ｓ ｇ ＝ ＲＴ

ｓ ｇω ｓ， （３１）

　 　 ΓＲＴ
ｓｉＭｉｇ ＝ Ｍｉ

－ Γｕ
１ ＲＴ

ｓｉｇＤｕ Γｕ
１ ＲＴ

ｓｉｇＤθ Γｕ
１ ＲＴ

ｓｉｇＤｕ ０

－ Γθ
１ ＲＴ

ｓｉｇＤｕ Γθ
１ ＲＴ

ｓｉｇＤθ Γθ
１ ＲＴ

ｓｉｇＤｕ ０

－ Γｕ
２ ＲＴ

ｓｉｇＤｕ Γｕ
２ ＲＴ

ｓｉｇＤθ Γｕ
２ ＲＴ

ｓｉｇＤｕ ０

－ Γθ
２ ＲＴ

ｓｉｇＤｕ Γθ
２ ＲＴ

ｓｉｇＤθ Γθ
２ ＲＴ

ｓｉｇＤｕ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

ｕｉ ＝ Ｔｇｕ ． （３２）

故式（２８）的第 １ 项可表示为

　 　 Θ１ ＝ ＴＴ
ｕｉＴＴ

θｉ ｆ ＝ ＴＴ
ｕｉＴＴ

θｉ（ＫＥＴθｉＴｕｉ － Ｔｇｉ）ｕｉ ＝ Ｋｆｉｕｉ， （３３）
式（２８）的第 ２ 项可表示为

　 　 Θ２ ＝ （ＴθｉＴｕｉ） Ｔｆｉ ＝ ＴＴ
ｕｉＴＴ

θｉ ｆｉ ． （３４）
首先对 Ｔｕｉ 进行分析，得到

　 　 （Ｔｕｉ） ２，１ ＝ ＲＴ
ｓｉＤｕ ＋ ＲＴ

ｓｉＤｕ， ＲＴ
ｓｉＤｕ ＝ － ＲＴ

ｓｉω ｓｉＤｕ， （３５）

　 　 （ － Ｔｕｉ） ３，１ ＝ － ＲＴ
ｓｉω ｓｉ（Ｅ ＋ ｒ ｉＤｕ） ＋ ＲＴ

ｓｉ（ ｒ ｉＤｕ ＋ ｒ ｉＤｕ）， （３６）
　 　 （Ｔｕｉ） ２，２ ＝ － ＲＴ

ｓｉω ｓｉ（Ｅ － Ｄθ） － ＲＴ
ｓｉＤθ， （３７）

　 　 （Ｔｕｉ） ３，２ ＝ － ＲＴ
ｓｉω ｓｉ ｒ ｉＤθ ＋ ＲＴ

ｓｉ ｒ ｉＤθ ＋ ＲＴ
ｓｉ ｒ ｉＤθ， （３８）

　 　 （Ｔｕｉ） ４，２ ＝ － ＲＴ
ｓｉω ｓｉＤθ ＋ ＲＴ

ｓｉＤθ， （３９）
容易得出

　 　 ＴＴ
θ ｆ ＝ （ ｆ１） Ｔ （Ｔ －Ｔ

θ－ ｉ１ｍ１） Ｔ （ ｆ２） Ｔ （Ｔ －Ｔ
θ－ ｉ２ｍ２） Ｔ[ ]

Ｔ， （４０）

其中， ｍ１，ｍ２ 为节点力矩．
为了将式（３４）写成紧凑形式，可令

　 　 α ＝ Ｒｓｉ ｆ２， β １ ＝ ＲｓｉＴ
－Ｔ
θ－ ｉ１ｍ１， β ２ ＝ ＲｓｉＴ

－Ｔ
θ－ ｉ２ｍ２， （４１）

则式（３４）中的第一个元素可改写为

　 　 （Θ２） １ ＝ （ＤＴ
ｕω ｓｉ ＋ ＤＴ

ｕ）ＲｓｉＴ
－Ｔ
θ－ ｉ１ｍ１ －

　 　 　 　 （（Ｅ － ＤＴ
ｕ ｒ ｉ）ω ｓｉ － ＤＴ

ｕ ｒ ｉ － ＤＴ
ｕ ｒ ｉ）Ｒｓｉ ｆ２ ＋ （ＤＴ

ｕω ｓｉ ＋ ＤＴ
ｕ）ＲｓｉＴ

－Ｔ
θ－ ｉ２ｍ２ ＝

　 　 　 　 ＤＴ
ｕ（ＲｓｉＴ

－Ｔ
θ－ ｉ１ｍ１ ＋ ｒ ｉＲｓｉ ｆ２ ＋ ＲｓｉＴ

－Ｔ
θ－ ｉ２ｍ２） ＋ ＤＴ

ｕω ｓｉＲｓｉＴ
－Ｔ
θ－ ｉ１ｍ１ － （Ｅ － ＤＴ

ｕ ｒ ｉ）ω ｓｉＲｓｉ ｆ２ ＋

　 　 　 　 ＤＴ
ｕω ｓｉＲｓｉＴ

－Ｔ
θ－ ２
ｍ２ ＋ ＤＴ

ｕ ｒ ｉＲｓｉ ｆ２ ＝

　 　 　 　 ＤＴ
ｕ（β １ ＋ β ２ ＋ ｒ ｉα） ＋ （α － ＤＴ

ｕ（β １ ＋ β ２ ＋ ｒ ｉα））ω ｓｉ － ＤＴ
ｕα（ｒｉ２ － ｒｉ１）， （４２）

进一步写为压缩形式

　 　 β ＝ β １ ＋ β ２ ＋ ｒ ｉα， β∗ ＝ β １ ＋ β ２ ＋ ｒ ｉα， （４３）
则式（４２）可写为如下紧凑形式：

　 　 （Θ２） １ ＝ ＤＴ
ｕβ ＋ （α － ＤＴ

ｕβ∗）ω ｓｉ － ＤＴ
ｕα（ｒｉ２ － ｒｉ１） ． （４４）

利用上述简化方式，就可以得到式（３４）全部元素的表达式：

　 　 Θ２ ＝ ＴＴ
ｕｉＴＴ

θｉ ｆ ＝

ＤＴ
ｕβ ＋ （α － ＤＴ

ｕβ∗）ω ｓｉ － ＤＴ
ｕα（ｒｉ２ － ｒｉ１）

－ ＤＴ
θβ ＋ （ＤＴ

θβ∗ － β １）ω ｓｉ ＋ ＤＴ
θα（ｒｉ２ － ｒｉ１）

－ ＤＴ
ｕβ － （α － ＤＴ

ｕβ∗）ω ｓｉ ＋ ＤＴ
ｕα（ｒｉ２ － ｒｉ１）

－ β ２ω ｓｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

． （４５）

在式（４５）中
　 　 ＤＴ

ｕβ ＝ Ψｒ（ｒｉ２ － ｒｉ１） ＋ Ψｓω ｓｉ ＋ Ψ１ω ｉ１， ＤＴ
θβ ＝ Ωｓω ｓｉ ＋ Ω１ω ｉ１， （４６）
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式中各元素的具体表达式为

　 　 Ψｒ ＝
（ｅＴ

２βｅ３ － ｅＴ
３βｅ２）ｅＴ

１

‖ｒｉ２ － ｒｉ１‖２
－

ρ １ｅＴ
１βｅ２ｅＴ

１

ρ ３ ‖ｒｉ２ － ｒｉ１‖２， Ψ１ ＝ ρ Ｔρ
ρ ２

３‖ｒｉ２ － ｒｉ１‖
ｅＴ
１βｅ２ｅＴ

２， （４７）

　 　 Ψｓ ＝ － Ψ１ －
ρ １（ｅＴ

１βｅ２ ＋ ｅ２β Ｔｅ１）
ρ ３‖ｒｉ２ － ｒｉ１‖

＋
ｅＴ
２βｅ３ ＋ ｅ３β Ｔｅ２ － ｅ２β Ｔｅ３ － ｅＴ

３βｅ２

‖ｒｉ２ － ｒｉ１‖
， （４８）

　 　 Ωｓ ＝ － Ω１ ＋
ρ １

ρ ３
（ｅ３β Ｔｅ１ ＋ ｅＴ

１βｅ３） － ｅ１β Ｔｅ１ － ｅＴ
１βｅ１， Ω１ ＝ － ρ Ｔρ

ρ ２
３

（ｅＴ
１β）ｅ３ｅＴ

２ ． （４９）

将式（４６）代入到式（４５）中，可得到

　 　 Θ２ ＝ ＴＴ
ｕＴＴ

θ ｆ ＝

Λｓω ｓ ＋ Λｒ（ｒ２ － ｒ１） ＋ Ψ１ω１

Λｍω ｓ ＋ ＤＴ
θα（ｒ２ － ｒ１） － Ω１ω１

－ Λｓω ｓ － Λｒ（ｒ２ － ｒ１） － Ψ１ω１

－ β ２ω ｓ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

， （５０）

式中各元素的具体表达式为

　 　 Λｓ ＝ Ψｓ ＋ α － ＤＴ
ｕβ∗， Λｒ ＝ Ψｒ － ＤＴ

ｕα， Λｍ ＝ ＤＴ
θβ∗ － β １ － Ωｓ ． （５１）

将式（４）代入到式（５０）中，化简得到

　 　 Θ２ ＝ ＴＴ
ｕＴＴ

θ ｆ ＝ Ｋｕｕ， （５２）
式中，系数矩阵 Ｋｕ 的具体表达式为

　 　 Ｋｕ ＝

－ ΛｓＤｕ － Λｒ Ψ１ ＋ ΛｓＤθ ΛｓＤｕ ＋ Λｒ ０

－ ΛｍＤｕ － ＤＴ
θα ΛｍＤθ － Ω１ ΛｍＤｕ ＋ ＤＴ

θα ０

ΛｓＤｕ ＋ Λｒ － Ψ１ － ΛｓＤθ － ΛｓＤｕ － Λｒ ０

β ２Ｄｕ － β ２Ｄθ － β ２Ｄｕ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

． （５３）

对式（２８）的第 ３ 项进行分析，结合式（１４）可得到

　 　 Ｔ －Ｔ
θ－ ｉ ｍｉ ＝

１
２

θ
－

ｉｍｉ ＝
１
２

ｍｉθ
－

ｉ ＝ －
１
２

ｍｉＴ
－１
θ－ ｉ ω

－
ｉ，　 　 ｉ ＝ １，２， （５４）

　 　 Ｔ －Ｔ
θ－ ｉ ｆｉ ＝ ０，　 　 ｉ ＝ １，２． （５５）

式（２８）的第 ３ 项可表示为如下紧凑形式：
　 　 Θ３ ＝ ＴＴ

ｕＴＴ
θ ｆ ＝ ＴＴ

ｕＳθＴｕｕ ＝ Ｋθｕ， （５６）
式中， Ｓθ 为分块对角矩阵，可由块对角函数“ｂｌｋｄｉａｇ”表示为

　 　 Ｓθ ＝ １
２

ｂｌｋｄｉａｇ（０，ｍｉ１Ｔ
－１
θ－ ｉ１，０，ｍｉ２Ｔ

－１
θ－ ｉ２） ． （５７）

对式（２８）的第 ４ 项进行分析，并结合 ｇｃｉ ＝ ｒｃｉ × ｇ， 得到

　 　 ｇｃｉ ＝ （ω ｓｉ × ｒｃｉ） × ｇ ＝ ｇ 􀱋 ｒｃｉ － （ｒｃｉ·ｇ）Ｅ[ ] ω ｓｉ ＝ （ｇｒＴｃｉＲＴ
ｓｉ － （ｒＴｃｉＲＴ

ｓｉｇ）Ｅ）ω ｓｉ， （５８）

　 　 Ｆｇ ＝ Ｍ

－ ＤＴ
ｕｇｃｉ － ＤＴ

ｕ（ｇｒＴｃｉＲＴ
ｓ － （ｒＴｃｉＲＴ

ｓｉｇ）Ｅ）ω ｓｉ

ＤＴ
θｇｃｉ ＋ ＤＴ

θ（ｇｒＴｃｉＲＴ
ｓ － （ｒＴｃｉＲＴ

ｓｉｇ）Ｅ）ω ｓｉ

ＤＴ
ｕｇｃｉ ＋ ＤＴ

ｕ（ｇｒＴｃｉＲＴ
ｓ － （ｒＴｃｉＲＴ

ｓｉｇ）Ｅ）ω ｓｉ

０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

． （５９）

若记 Ｃｆｉ ＝ ｇｒＴｃｉＲＴ
ｓｉ － （ｒＴｃｉＲＴ

ｓｉｇ）Ｅ， 则式（５９）可改写为

　 　 Θ４ ＝ Ｆｇ ＝ Ｋｃｕ， （６０）
式中，系数矩阵 Ｋｃ 及其子元素可表示为
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　 　 Ｋｃ ＝ ｍ

Ψｕｕ － Ψｕθ － Ψｕｕ ０
－ Ωｕθ Ωθθ Ωｕθ ０
－ Ψｕｕ Ψｕθ Ψｕｕ ０

０ ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

， （６１）

　 　 Ψｕｕ ＝ Ψ
－

ｒ ＋ Ψ
－

ｓＤｕ － ＤＴ
ｕＣｆＤｕ， （６２）

　 　 Ψｕθ ＝ Ψ
－

１ ＋ Ψ
－

ｓＤθ － ＤＴ
ｕＣｆＤθ， （６３）

　 　 Ωｕθ ＝ Ω
－

ｓＤｕ － ＤＴ
θＣｆＤｕ， （６４）

　 　 Ωθθ ＝ Ω
－

１ ＋ Ω
－

ｓＤθ － ＤＴ
θＣｆＤθ ． （６５）

式（６２）—（６５）中，符号 Ψ
－

ｒ，Ψ
－

ｓ，Ψ
－

１，Ω
－

ｓ，Ω
－

１ 与式（４７）—（４９）中符号的区别在于将式（４７）—（４９）中的 β 替换

为 ｇｃ ．
将式（３３）、（５２）、（５６）、（６０）代入到式（２８）中，得到

　 　 Ｆｉ ＝ （Ｋｆｉ ＋ Ｋｕｉ ＋ Ｋθｉ ＋ Ｋｃｉ）ｕｉ ． （６６）
节点力平衡方程的切线刚度矩阵可表示为

　 　
ｄＦｉ

ｄｕｉ

＝ Ｋｆｉ ＋ Ｋｕｉ ＋ Ｋθｉ ＋ Ｋｃｉ ＝ ＴＴ
ｕｉＴＴ

θｉ（ＫＥｉＴθｉＴｕｉ － Ｔｇｉ） ＋ Ｋｕｉ ＋ ＴＴ
ｕｉＳθｉＴｕｉ － Ｋｃｉ ． （６７）

以上公式得到了不含绳索驱动力的节点力平衡方程及其切线刚度矩阵．进一步忽略绳索与过线孔的共

形约束，只考虑绳索绕过过线孔后的张力衰减，就可使用 Ｃａｐｓｔａｎ 模型简化摩擦力的建模过程，具体实施过

程如下：
在收绳、放绳阶段，相邻两段绳索的张力满足指数衰减规律

　 　
Ｆ ｉ －１ ＝ Ｆ ｉｅμθ ｉ， ｒｅｅｌｉｎｇ ｃａｂｌｅ， ｓｌｉｐ，

Ｆ ｉ －１ ＝ Ｆ ｉｅ
－μθ ｉ， ｕｎｒｅｅｌｉｎｇ ｃａｂｌｅ， ｓｌｉｐ；{ （６８）

而在收绳、放绳切换阶段，相邻两段绳索的张力是其转折角度的集值函数

　 　 Ｆ ｉ －１ ∈ ［Ｆ ｉｅ
－μθ ｉ，Ｆ ｉｅμθ ｉ］，　 　 ｒｅｌｅａｓｅ ｃａｂｌｅ ｆｏｒｃｅ， ｓｔｉｃｋ ． （６９）

绳索由收绳转放绳时，绳索张力在式（６９）给出的区间内变化，直至小于最小张力时启滑，如图 ３ 所示．

图 ３　 绳索逐段启滑示意图

Ｆｉｇ． ３　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｓｅｇｍｅｎｔ⁃ｂｙ⁃ｓｅｇｍｅｎｔ ｃａｂｌｅ ｓｌｉｄｉｎｇ

图 ３ 中，第一段绳索张力率先随放绳而衰减，下降到绳 ２ 的张力值仍处于黏滞状态，直至低于第三段绳

索张力后，第二段绳索启滑．以此类推，直至最后一段绳索启滑，整段绳索摩擦力完成换向．图 ４ 给出了单次
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放绳阶段绳索张力 ｓｔｉｃｋ⁃ｓｌｉｐ 状态的识别和更新，以及绳索张力更新的仿真流程图．

图 ４　 绳索张力与 ｓｔｉｃｋ⁃ｓｌｉｐ 状态更新流程图

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｆｌｏｗｃｈａｒｔ ｏｆ ｃａｂｌｅ ｔｅｎｓｉｏｎ ａｎｄ ｓｔｉｃｋ⁃ｓｌｉｐ ｓｔａｔｅ ｕｐｄａｔｅ

４　 准静态形式的路径跟踪建模

本节进一步研究准静态形式的路径跟踪问题．若期望机器人末端点跟踪一条可行轨迹，驱动电机应给绳

索施加多大驱动力的问题可表述为：确定一组绳索驱动力，使平衡时的广义坐标符合末端点路径应满足的伺

服约束．
当机器人末端执行器沿预设路径进行跟踪时，该伺服约束方程可表示为

　 　 Ｅｑ ＝ ｒｅｎｄ － ｒｔｉ ＝ ０， 　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ， （７０）
式中， ｒｅｎｄ 是末端执行器的位置向量， ｒｔｉ 是目标轨迹的位置向量， ｉ 是所生成的目标轨迹点数量．

上述约束方程可改写为系统描述参数的函数，即
　 　 Ｅｑ ＝ Ａｅｎｄｕ ＋ ｂｅｎｄ ． （７１）
对于任意给定的绳索驱动力初值 ＦＴｃ ＝ ［ＦＴｃ１，ＦＴｃ２，ＦＴｃ３］ Ｔ， 总有唯一的构型向量 ｕ 与之对应．因此绳驱连

续型机器人末端执行器的空间位置向量 ｒｅｎｄ 是绳索张力 ＦＴｃ 的非线性函数．式（７０）表示的伺服约束方程可通

过非线性最小二乘问题求解

　 　

ｍｉｎ
Ｆｃ

‖ Ｅｑ（ＦＴｃ）‖２
２ ＝ ｍｉｎ

Ｆｃ
（Ｅｑ１ （ＦＴｃ） ２ ＋ Ｅｑ２ （ＦＴｃ） ２ ＋ … ＋ Ｅｑｎ （ＦＴｃ） ２），

　 ｓ．ｔ．　 Ｅｑ ＝ Ａｅｎｄｕ ＋ ｂｅｎｄ，

Ｆｌｂ ≤ Ｆｃ ≤ Ｆｕｂ，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（７２）

其中， Ａｅｎｄ ＝ ［０，０，…，Ｉ３，０］，ｂｅｎｄ ＝ ｒ０ｅｎｄ － ｒｔｉ，ｒ０ｅｎｄ 是末端执行器的初始位置向量， Ｆｌｂ，Ｆｕｂ 分别为绳索拉力取值

的下限和上限，随着驱动过程中绳索历史数据的积累，下一步的驱动力可由历史数据预估其上、下限，从而提

高收敛速度．
利用 ＭＡＴＬＡＢ ｌｓｑｎｏｎｌｉｎ 求解器对式（７２）进行求解．在迭代的每一步，都需要计算驱动力 ＦＴｃ 作用下的系
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统构型向量 ｕ ．因此，在求解函数中嵌套 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｒａｐｈｓｏｎ 公式，其迭代格式可表示为

　 　 ｕｉ ＋１ ＝ ｕｉ － ξ［∂Ｆ ／ ∂ｕ］ －１Ｆ（ｕｉ）， （７３）

直到修正量或残差足够小为止，其中 ［∂Ｆ ／ ∂ｕ］ －１ 是重复使用的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵， ξ 是松弛因子．
依据压缩不动点定理，迭代收敛的充分条件是存在某一常数 χ 满足

　 　 ‖Ｉ － ξ［∂Ｆ ／ ∂ｕ］ －１∂Ｆ ／ ∂ｕ（ｕｉ）‖ ≤ χ ＜ １． （７４）
如果上述条件满足，则由压缩映射的性质可得 ‖ ｕｉ ＋１＋ｊ － ｕｉ ＋ｊ‖ ≤ χ ｊ‖ ｕｉ ＋１ － ｕｉ‖，ｉ ＝ １，２，…， 对所有 ｊ

≥ １ 项求和得到 ‖ ｕ∗ － ｕｉ ＋１‖ ≤ （χ ／ （１ － χ））‖ｕｉ ＋１ － ｕｉ‖， 其中， ｕ∗ 是真实解．由于右端项可以计算，因
此， χ 可以由下式估计得到：

　 　 χ ＝ ｌｉｍ
ｕ→∞

ｕｉ ＋１ － ｕｉ

ｕｉ － ｕｉ －１

． （７５）

在迭代过程中，需要检测收敛速度 χ， 如果发现 χ ＞ ０．９， 应当重新计算 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵并估计 χ ．通过上述

方式，就可通过 Ｊａｃｏｂｉ 复用技术，降低每次迭代都要计算一次 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵的耗费，提高计算效率．

５　 实 验 验 证

５．１　 实验平台搭建与实验设计

如图 ５ 所示，实验搭建了 ＣＮＣ 加工的铝合金基座，用于固定绳驱连续型机器人样机．驱动绳索可通过基

座上的滚珠丝杠直线模组或标准砝码施加张力，张力传感器安装于模组并与绳索相连．基座内设有带轴承的

滑轮以改变绳索方向并减小摩擦，使测得张力近似等于传感器值或砝码重力．臂端可加载不同砝码以施加外

载荷．臂形构型由两台高速相机组成的视觉系统检测：相机Ⅰ捕捉水平面 （ｘＯｙ） 偏转，相机Ⅱ捕捉垂直面

（ｘＯｚ） 偏转，进而获得 ３Ｄ 坐标．具体结构参数参考文献［２１］，如表 １ 所示．

图 ５　 绳驱连续型机器人实验平台

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｐｌａｔｆｏｒｍ ｆｏｒ ｔｈｅ ＣＤＣＲ ｓｙｓｔｅｍ

表 １　 绳驱连续型机器人系统仿真参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｒｏｂｏｔ ｓｙｓｔｅｍ ｄｒｉｖｅｎ ｂｙ ｃａｂｌｅ

ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｖａｌｕｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｖａｌｕｅ

ｂａｃｋｂｏｎｅ ｌｅｎｇｔｈ ／ ｍ ０．４５ ｄｉｓｋ ｎｕｍｂｅｒ １０

ｂａｃｋｂｏｎｅ ｄｉａｍｅｔｅｒ ／ ｍｍ ８．５ ｄｉｓｋ ｄｉａｍｅｔｅｒ ／ ｃｍ ３

ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ ／ ＭＰａ ７．１×１０４ ｈｏｌｅ⁃ｔｏ⁃ｃｅｎｔｅｒ ｄｉｓｔａｎｃｅ ／ ｃｍ １．２

Ｐｏｉｓｓｏｎ’ｓ ｒａｔｉｏ ０．４ ｄｉｓｋ ｑｕａｌｉｔｙ ／ ｇ １．２

５．２　 摩擦因数测定实验

绳⁃摩擦因数测量装置如图 ６ 所示．驱动绳索左端接张力传感器，右端经节盘过线孔和滑轮连接标准砝

码．直线模组驱动绳索时，传感器记录驱动侧绳索张力，外侧张力等于砝码重力，二者差值源于过线孔的摩

擦．将两侧张力代入 Ｃａｐｓｔａｎ 模型可得 μ ．为保证精度，在不同滑轮位置重复测量，滑轮摩擦较小可忽略．开展
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５ 组变角度实验，每组测 ２０ 次并取平均值，最终测定的绳⁃孔摩擦因数取 μ ＝ ０．１４１ １，后续开展的静载实验、
收放绳实验以及路径跟踪问题均采用该摩擦因数进行仿真．

图 ６　 摩擦因数测定装置

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｍｅａｓｕｒｉｎｇ ｄｅｖｉｃｅ

５．３　 静载实验

图 ７ 展示了连续型机器人在不同绳索张力下的实际构型，将实验结果与仿真结果进行对比，并与无摩擦

的情况进行对照（本文中 ｇ ＝ １０ ｍ ／ ｓ２）．从定性分析的角度来看，图 ７（ａ）中的实验结果与仿真结果基本相当．
驱动端砝码增加后，绳索张力逐渐增大，机器人构型逐步变化：在小变形下，孔间夹角较小，摩擦衰减效应并

不显著，故有、无摩擦情况对构型影响较小；而在大变形情况下，若忽略摩擦则会产生明显误差．另外，考虑到

实验样机的装配存在初始误差，且镍⁃钛合金杆的抗扭能力随着臂节长度的增大而减小．实验载荷进一步提

高后，柔性臂容易在弯曲平面外产生侧倾失稳，导致实验结果与仿真结果误差增大．本文开展多组实验取最

理想情况列出，并在表 ２ 中列出了两种计算结果误差的定量分析．进一步在臂端加砝码，如图 ７（ｂ）所示，末
端负载降低弯曲程度，减缓绳索弯折程度，从而减弱摩擦对张力的衰减效应，故对构型影响不显著．总体来

看，准静态模型与实验结果具有一致性．

（ａ） 无负载静载实验 （ｂ） 有负载静载实验

（ａ） Ｔｈｅ ｓｔａｔｉｃ ｌｏａｄ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ ｗｉｔｈｏｕｔ ｐａｙｌｏａｄ （ｂ） Ｔｈｅ ｓｔａｔｉｃ ｌｏａｄ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ ｗｉｔｈ ｐａｙｌｏａｄ
图 ７　 绳驱连续型机器人系统静载实验

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｓｔａｔｉｃ ｌｏａｄ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ ｆｏｒ ｔｈｅ ＣＤＣＲ ｓｙｓｔｅｍ

５．４　 收、放绳实验

绳⁃孔滑动摩擦会造成驱动力的迟滞效应，尤其在往复收、放绳过程中，因绳索滑动方向的切换会产生显

著的回差．本小节开展了收、放绳实验，并与仿真对比，结果如图 ８ 所示，其中， Ｓｏｕｔ 表示步进电机的驱动长度．
在之前的研究中， 基于修正的 Ｃｏｕｌｏｍｂ 摩擦模型建立了绳孔摩擦关系， 这类摩擦的特点是在速度零点处摩

擦力也为零， 不能反映摩擦力在速度零点的黏滞行为， 故这类模型所预测的迟滞环包络区域明显小于实验
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结果．由此推测，绳⁃孔摩擦换向时的非光滑行为是关键因素．图 ８ 所示的实验结果表明，驱动绳索在放绳阶段

存在逐段启滑现象，考虑非光滑因素后，迟滞环的仿真结果与实验结果基本一致．由此可见，由于在非结构环

境执行交互任务的绳驱连续型机器人的驱动速度一般较低，在模拟绳孔之间的滑动摩擦时，还应考虑非光滑

因素对驱动迟滞的影响．
表 ２　 误差分析

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｅｒｒｏｒ ａｎａｌｙｓｉｓ

ｌｏａｄ ／ Ｎ
Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ ｄｉｓｔａｎｃｅ ／ ｍｍ

ｎｏｄｅ ２ ｎｏｄｅ ３ ｎｏｄｅ ４ ｎｏｄｅ ５ ｎｏｄｅ ６ ｎｏｄｅ ７ ｎｏｄｅ ８ ｎｏｄｅ ９ ｎｏｄｅ １０

０ １．５９ ０．６８ １．４９ ３．１５ ５．３３ ５．１２ ５．３９ ６．３５ ４．２１

２ ０．２６ ０．５７ １．２５ ２．８６ ３．３６ ４．４９ ４．５６ ５．８８ ６．５４

３ ０．１４ ０．２０ ０．４１ ０．５５ １．４１ １．４２ ３．２６ ４．５３ ６．９４

４ ０．１３ ０．０５ ０．０７ ０．９１ ５．４２ ２．８１ ５．７２ ７．７７ ５．２６

５ ０．１４ ０．８２ ０．７６ １．１５ ２．６４ ３．５３ ３．７６ ４．８８ ４．１４

６ ０．４５ １．２０ １．７９ ２．２３ ２．９９ ３．４０ ５．３８ ７．６５ １０．３０

７ ０．８０ ０．０６ ０．８４ ０．３３ １．７３ ２．８２ ５．３５ ９．５８ １３．０９

（ａ） 绳索张力历程 （Ｓｏｕｔ ＝ １０ ｍｍ） （ｂ） 绳索张力历程 （Ｓｏｕｔ ＝ ２０ ｍｍ） （ｃ） 绳索张力历程 （Ｓｏｕｔ ＝ ３０ ｍｍ）

（ａ） Ｃａｂｌｅ ｆｏｒｃｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ （Ｓｏｕｔ ＝ １０ ｍｍ） （ｂ） Ｃａｂｌｅ ｆｏｒｃｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ （Ｓｏｕｔ ＝ ２０ ｍｍ） （ｃ） Ｃａｂｌｅ ｆｏｒｃｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ （Ｓｏｕｔ ＝ ３０ ｍｍ）

（ｄ） 迟滞环 （Ｓｏｕｔ ＝ １０ ｍｍ） （ｅ） 迟滞环 （Ｓｏｕｔ ＝ ２０ ｍｍ） （ｆ） 迟滞环 （Ｓｏｕｔ ＝ ３０ ｍｍ）

（ｄ） Ｔｈｅ ｈｙｓｔｅｒｅｓｉｓ ｌｏｏｐ （Ｓｏｕｔ ＝ １０ ｍｍ） （ｅ） Ｔｈｅ ｈｙｓｔｅｒｅｓｉｓ ｌｏｏｐ （Ｓｏｕｔ ＝ ２０ ｍｍ） （ｆ） Ｔｈｅ ｈｙｓｔｅｒｅｓｉｓ ｌｏｏｐ （Ｓｏｕｔ ＝ ３０ ｍｍ）

图 ８　 收、放绳实验

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｃａｂｌｅ ｒｅｅｌｉｎｇ ａｎｄ ｕｎｒｅｅｌｉｎｇ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ

５．５　 工作空间分析

根据常曲率模型，若机器人轴线沿 ｘ 方向，则机器人末端点 Ａ 的空间坐标［１７］ 可由弯曲角 θ 和偏转角 φ
表示为

　 　 ｘＡ ＝ Ｌ
θ

ｓｉｎ θ， ｙＡ ＝ Ｌ
θ
（１ － ｃｏｓ θ）ｃｏｓ φ， ｚＡ ＝ Ｌ

θ
（１ － ｃｏｓ θ）ｓｉｎ φ ． （７６）

考虑摩擦后，绳索绕过线孔后张力按照式（６８）的方式呈指数级衰减，但相邻臂节之间弹性杆的变形仍

然是小变形．因此，臂段的曲率和绳索张力呈比例变化．亦即：若张力按指数级衰减，则相邻臂段的曲率也按

指数级衰减，并可由非线性方程表示为
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　 　 ｆ（θ ｉ） ＝ θ ｉ －１ｅ
－μ（θ ｉ－１＋θ ｉ） ／ ２ － θ ｉ ＝ ０． （７７）

采用 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｒａｐｈｓｏｎ 迭代方法可快速解算任一臂段的弯曲角，并由式（７６）得到每段臂节的末端点坐

标．图 ９（ａ）给出了在某弯曲方向上，无摩擦以及变摩擦因数对工作空间的影响．图 ９（ｂ）给出了机器人逐段启

滑位置的构型图．设弯曲角为 π ／ ２，则无摩擦情况下收、放绳路径重叠，工作空间为该弧线绕转轴 ｘ 旋转一圈

构成的曲面．在考虑摩擦后，受到绳索逐段启滑行为的影响，黏滞段的臂节跟随滑移段的臂节做刚体运动，直
至所有臂节绳索全部滑移．放绳阶段的路径偏离收绳阶段的路径，导致工作空间呈现对“驱动历史的依赖性”
特征．这意味着收绳阶段可达的任务点，单纯依靠放绳则不可达．在图 ９（ｂ）中，摩擦因数取 ０．６０ 时，驱动绳索

从黏滞状态切换到全部启滑接近整个行程的一半．图 ９（ｃ）—９（ｅ）列出了摩擦因数从 ０．１５ 增大到 ０．４５ 时的

构型演变情况和绳索递次启滑的具体位置．随着摩擦因数逐渐增大，黏滞区域，即式（６９）的范围随之增大，导
致递次启滑的位姿间隔逐渐增大．换言之，受驱动历史依赖性的影响，绳驱连续型机器人有可能无法在驱动

过程中任意精确地达到其历史任务点．

（ａ） 收、放绳工作空间 （ｂ） 逐段启滑行为 （μ ＝ ０．６０）
（ａ） Ｔｈｅ ｃａｂｌｅ ｒｅｅｌｉｎｇ ａｎｄ ｕｎｒｅｅｌｉｎｇ ｗｏｒｋｓｐａｃｅ （ｂ） Ｔｈｅ ｓｅｇｍｅｎｔ⁃ｂｙ⁃ｓｅｇｍｅｎｔ ｓｌｉｄｉｎｇ ｂｅｈａｖｉｏｒ （μ ＝ ０．６０）

（ｃ） 逐段启滑行为 （μ ＝ ０．１５） （ｄ） 逐段启滑行为 （μ ＝ ０．３０） （ｅ） 逐段启滑行为 （μ ＝ ０．４５）
（ｃ） Ｔｈｅ ｓｅｇｍｅｎｔ⁃ｂｙ⁃ｓｅｇｍｅｎｔ ｓｌｉｄｉｎｇ （ｄ） Ｔｈｅ ｓｅｇｍｅｎｔ⁃ｂｙ⁃ｓｅｇｍｅｎｔ ｓｌｉｄｉｎｇ （ｅ） Ｔｈｅ ｓｅｇｍｅｎｔ⁃ｂｙ⁃ｓｅｇｍｅｎｔ ｓｌｉｄｉｎｇ

ｂｅｈａｖｉｏｒ （μ ＝ ０．１５） ｂｅｈａｖｉｏｒ （μ ＝ ０．３０） ｂｅｈａｖｉｏｒ （μ ＝ ０．４５）
图 ９　 摩擦因数对工作空间的影响

Ｆｉｇ． ９　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｏｎ ｔｈｅ ｗｏｒｋｓｐａｃｅ

下面分析图 ９ 中，各段臂节的弯曲角随摩擦因数的变化情况，结果在图 １０（ａ）中列出．可见，在摩擦因数

为零时，各臂段的曲率一致．摩擦因数越大，绳索张力沿过线孔衰减越快，各臂段的曲率递次衰减．此外，节盘

的自重对各臂段曲率也有直接影响．设重力方向沿镍钛合金杆轴线方向，绳孔无摩擦，驱动绳索使端部节盘

旋转 π ／ ６，结果如图 １０（ｂ）所示．其曲率沿轴线方向增加，呈现出与图 １０（ａ）不同的特点．重力是作用在系统

上的外力，因而打破了常曲率模型的假设．尽管此时绳索张力无衰减，但臂段变形是重力和绳索张力共同作

用的结果．本例中，外侧节盘的重力对内侧镍钛合金杆截面处产生的力偶矩逐渐增大，导致根部臂段所受的

合力偶矩小于端部臂段，使曲率沿臂段外侧方向递增．
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（ａ） 摩擦因数对弯曲角的影响 （ｂ） 重力对弯曲角的影响

（ａ） Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｏｎ ｔｈｅ ｂｅｎｄｉｎｇ ａｎｇｌｅ （ｂ） Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｇｒａｖｉｔｙ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｏｎ ｔｈｅ ｂｅｎｄｉｎｇ ａｎｇｌｅ
图 １０　 变曲率情况分析

Ｆｉｇ． １０　 Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｖａｒｉａｂｌｅ ｃｕｒｖａｔｕｒｅ ｓｃｅｎａｒｉｏｓ

５．６　 路径跟踪算例

设计一组十字形路径跟踪算例，阐明循环驱动过程中绳⁃孔滑动摩擦力的换向对连续型机器人空间构型

的影响，以期揭示驱动构型和驱动力对驱动历史的依赖性．如图 １１（ａ）所示，连续型机器人的末端点从其所

处的平衡位置出发，沿着 ｓｔｅｐ ①—⑧的十字形路径进行运动，最后回到初始位置．图 １１（ｂ）和图 １１（ｃ）分别

给出了运动过程中连续型机器人构型历史的俯视图和侧视图．从图中可见，在循环驱动过程中，相同轨迹点

处呈现不同的运动构型，说明在绳孔滑动摩擦（特别是放绳阶段的逐段启滑行为）的作用下，连续型机器人的

当前构型及其驱动力受其驱动历史的影响，在去程、返程阶段呈现出不同的特征．综合图 １１（ｄ）和图 １１（ｅ）结果

可见，在 ｓｔｅｐ ①阶段 １、３ 号绳索收绳，２ 号绳做无拉力辅助释放．如果绳⁃孔间无摩擦，则 ３ 号绳索沿原驱动力

历史返回即可．但受摩擦力换向的影响，２ 号绳开始施加张力，１、３ 号绳配合释放，使满足位置伺服约束的驱

动力转向另一组平衡解答．末端点回归到初始位置后，驱动力并未归零，而是收敛到 ３０ Ｎ 附近，且三根绳索

拉力相同，显然是满足静平衡条件的一组解．受其影响，在后继的 ｓｔｅｐ ③—⑧阶段，三根绳索在回到初始位置

时的张力总是收敛到一组非零解．一方面，数值迭代的初值一般参考前一迭代步的结果，虽然满足当前构型

平衡条件的解有无穷多个，但考虑驱动历史后，呈现局部收敛性．另一方面，将绳索视为刚性，没有考虑实际

绳索的弹性变形，也是驱动力无法在初始位置恢复到零值的原因之一．

（ａ） 十字形路径跟踪

（ａ） Ｔｈｅ ｃｒｏｓｓ⁃ｓｈａｐｅｄ ｐａｔｈ ｔｒａｃｋｉｎｇ
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（ｂ） 俯视图 （ｃ） 侧视图

（ｂ） Ｔｈｅ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｖｉｅｗ （ｃ） Ｔｈｅ ｓｉｄｅ ｖｉｅｗ

（ｄ） 驱动长度历史曲线 （ｅ） 驱动力历史曲线

（ｄ） Ｄｒｉｖｅ ｌｅｎｇｔｈ ｈｉｓｔｏｒｙ ｃｕｒｖｅｓ （ｅ） Ｄｒｉｖｅ ｆｏｒｃｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｃｕｒｖｅｓ

（ ｆ） 绳 １ 驱动量 （ｇ） 绳 ２ 驱动量 （ｈ） 绳 ３ 驱动量

（ｆ） Ｄｒｉｖｉｎｇ ｌｅｎｇｔｈｓ ｏｆ ｃａｂｌｅ １ （ｇ） Ｄｒｉｖｉｎｇ ｌｅｎｇｔｈｓ ｏｆ ｃａｂｌｅ ２ （ｈ） Ｄｒｉｖｉｎｇ ｌｅｎｇｔｈｓ ｏｆ ｃａｂｌｅ ３
图 １１　 空间十字形路径跟踪

Ｆｉｇ． １１　 Ｔｈｅ ｓｐａｔｉａｌ ｃｒｏｓｓ⁃ｓｈａｐｅｄ ｐａｔｈ ｔｒａｃｋｉｎｇ

进一步采用文献［１７］给出的常曲率模型对相同算例进行仿真．图 １１（ｆ）—１１（ｈ）列出了三根驱动绳索的

驱动长度变化情况．采用无摩擦的常曲率模型得到的收绳量和放绳量均大于有摩擦的准静态模型．不考虑摩

擦，则准静态模型得到的结果与常曲率模型一致．
在迭代效率方面，由于在非线性最小二乘求解器中内嵌了高效的 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｒａｐｈｓｏｎ 迭代算法，且解析地

获得了节点力平衡方程的切线刚度矩阵以及伺服约束方程的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵，一次 Ｎｅｗｔｏｎ⁃Ｒａｐｈｓｏｎ 迭代就可步

进到目标位置附近，并在 ５ 步之内收敛到 １０－６的精度要求．为减少计算规模，使用 Ｊａｃｏｂｉ 复用技术，不必在每

个迭代步都求解一次 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵，提高计算效率．算法收敛性分析如表 ３ 所示．
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表 ３　 收敛性分析

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ａｎａｌｙｓｉｓ

№．
ｍａｘｉｍｕｍ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ

ｉｎｉｔｉａｌ ｓｔｅｐ ① ｓｔｅｐ ② ｓｔｅｐ ③ ｓｔｅｐ ④ ｓｔｅｐ ⑤ ｓｔｅｐ ⑥ ｓｔｅｐ ⑦

１ １．２２×１０－２ ２．３４×１０－３ ４．４３×１０－３ ８．１６×１０－５ １．４０×１０－５ ５．７３×１０－８ ０ ０

２ １．５２×１０－２ ８．６０×１０－４ １．５０×１０－４ ６．１６×１０－６ １．１０×１０－７ ０ ０ ０

３ １．１２×１０－２ ４．１１×１０－３ ７．１０×１０－４ １．８５×１０－３ １．９２×１０－４ １．１１×１０－５ １．３０×１０－６ １．０７×１０－７

４ １．４９×１０－２ １．０４×１０－３ １．６８×１０－３ １．０２×１０－５ ２．０８×１０－７ ０ ０ ０

６　 结　 　 论

将绳驱连续型机器人的路径跟踪视为准静态过程，基于多柔体系统动力学理论进行准静态建模，消除单

元刚体运动带来的几何非线性问题，推导了柔性支撑梁弹性力、重力的等效节点力平衡方程及其切线刚度矩

阵．给出了末端点跟踪指定路径满足的伺服约束方程、Ｊａｃｏｂｉ 矩阵复用以及收敛准则，通过样机实验对绳⁃孔
摩擦因数进行辨识，验证准静态建模的准确性，主要结论如下：

１） 基于收、放绳实验获得循环驱动过程的迟滞环，其包络区域和考虑非光滑摩擦的准静态模型所得结

果一致，揭示了放绳阶段过线孔内绳索的逐段启滑机制．该结果表明，如果摩擦模型不能反映绳孔摩擦的非

光滑机制，将难以准确反映循环摩擦力换向引入的非线性迟滞行为．
２） 在小曲率运动情况下，驱动绳索的弯折角度小，绳孔摩擦对驱动力的衰减程度低，即便不考虑摩擦效

应，对仿真结果的影响也较小．大曲率情况下，驱动绳索的弯折角度大，张力衰减效应显著，忽略摩擦将显著

降低求解精度．
３） 开展十字形路径的循环跟踪仿真，利用所提方法 ５ 步即可收敛，分析结果揭示了绳⁃孔滑动摩擦导致

的驱动力对驱动历史的依赖性．这种结论是在忽略绳索柔性的前提下得到的，后续研究将进一步讨论绳索柔

性和绳⁃孔滑动摩擦对路径问题的耦合作用机制．
本文研究的连续型机器人采用同孔穿绳方式，故臂节运动形式简单，与分段常曲率模型具有一致的计算

精度．所提方法可直接获得力⁃位混合信息，且考虑了驱动过程中的非光滑迟滞行为，相较传统运动学方法具

有一定优势．后续研究将进一步研究多臂节、复杂穿绳方式的准静态建模及其复杂路径跟踪方法，验证模型
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