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摘要：　 基于压缩屈曲原理的三维结构在微机电系统中具有巨大应用潜力，精准预测其动力学响应是实现其广泛

工程应用需要解决的关键问题之一．本文首先基于能量法计算了“＋”型三维屈曲结构的总能量；随后，通过 Ｌａｇｒａｎｇｅ
方程推导了该结构的线性振动控制方程，并采用辛精细积分方法对其进行数值求解．数值分析表明，辛精细积分法

在长时间积分中能有效保持动力学系统的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 能量，其数值解具备长期稳定性，为分析该类三维屈曲的动力

学行为提供了一种高效的数值分析方法．数值结果表明，三维屈曲结构的振动响应对结构参数有显著依赖性．本文

结果有助于三维屈曲结构的动力学优化设计．
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０　 引　 　 言

屈曲结构在现代材料科学与工程领域中具有重要地位，其独特的几何设计与多功能性使其在微机电系

统［１⁃３］、超材料［４⁃８］、柔性电子［９⁃１０］和生物医疗器件［１１⁃１２］等领域展现出巨大的应用潜力．近年来，力学引导的二

维到三维转化技术［１３］，通过受控屈曲实现了平面薄膜向复杂三维结构的转变，为高性能可调材料的设计提

供了新的思路．
“＋”型三维屈曲结构因其在多维力学响应中的优异表现，成为国内外研究的热点［１３⁃２４］，其屈曲模式与结

构的几何参数、边界条件及材料属性密切相关．针对三维屈曲结构的几何建模问题，Ｌｉｕ 等分析了在受控压缩

条件下三维屈曲结构的组装行为，提出了不同几何参数条件下三维屈曲构型的能量方法，并通过有限元分析

和实验进行验证［１３］ ．Ｚｅｎｇ 等提出了一种基于力学组装技术的三维屈曲结构制造方法，该方法利用可释放的

多层先进材料，通过精确控制屈曲和折叠行为，将二维前驱体结构转化为具有复杂几何形状的三维目标结

构［３］ ．Ｓｕ 等研究了柔性电子设备中的三维屈曲结构在机械变形下的稳定性和电学性能，建立了三维屈曲结

构在压缩和拉伸载荷下的理论模型，并通过实验和有限元分析证明了在复杂变形下三维屈曲结构的稳定性

和可靠性，为可穿戴设备、柔性传感器等领域的应用提供了重要的技术支持［１４］ ．Ｌｉｕ 等基于三维屈曲结构开

发了仿生电子皮肤，并通过结合深度学习算法，使电子皮肤能够高灵敏度地感知和区分不同的机械刺激，实
现了对压力、剪切力和应变的解耦测量，在物体属性判别与智能监测领域展现出潜力［１５］ ．在光检测和成像领

域，Ｌｅｅ 等针对三维屈曲结构在复杂载荷条件下的屈曲行为，研究了二维材料在功能性三维架构中的应

用［１６］ ．此外，李清禄等建立了考虑几何非线性和材料特性的数学模型，并利用辛方法分析了三维波纹型可延

展结构的振动特性［１７］ ．
然而，三维屈曲结构在实际应用中会出现振动情形，其振动特性直接影响使用性能，因此，深入研究三维

屈曲结构的动态行为具有重要意义．传统方法如四阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法在求解三维屈曲结构的振动控制方程的

长时间积分中易出现能量耗散和数值不稳定等问题，针对此问题，本文采用辛精细积分方法求解，已有研究

证实该方法具备良好的长期守恒性［２５⁃３１］ ．刘晓梅等将精细积分方法嵌入辛差分格式，提出了基于相位误差的

精细辛算法，该算法在保持系统辛结构的同时可实现大步长、不增计算量即可精准模拟高低混频及刚性系

统［２５］ ．徐明毅等进一步发展出显式递推形式与高效辛格式，优化了计算过程，显著降低了矩阵运算成本，同
时确保了辛与误差可控性［２６］ ．鲍四元等将精细积分法与分数阶差分格式结合，成功应用于分数阶微分方程

求解，在降低内存需求的同时保持高精度和步长放大优势［２７］ ．姚伟岸等系统地总结了精细积分方法在结构

动力学中的发展路径，指出其在非线性、耦合系统中的低耗散与快速响应特性，使其适用于复杂结构的长期

动力分析［２８］ ．因此，本文将辛精细积分方法应用于“＋”型三维屈曲结构的动力学分析，系统研究其振动特性，
为工程优化提供了可靠的理论工具．

本文的第 １ 节，基于能量方法和 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程，建立了该结构的振动控制方程；然后，在第 ２ 节，简要介

绍了辛精细积分方法的数值格式；在第 ３ 节，通过数值试验，验证了辛精细积分方法的优越性，并分析了“＋”
型结构的振幅特性．第 ４ 节，给出了本文主要结论．

１　 “＋”型三维屈曲结构控制方程

１．１　 模型描述

在本研究中，“＋”型三维屈曲结构由两条直带组成，并通过力学引导的方式实现二维结构到三维结构的

转变，如图 １ 所示，本文研究该三维结构的后屈曲动力学特性．在压缩应变 εａｐｐｌ 下，二维结构发生失稳，并沿

带状方向屈曲，最终形成稳定的三维结构，其中 Ｌ（１）
０ 和 Ｌ（２）

０ 分别为带（１）和带（２）的屈曲前长度； ｌ（１）０ 和 ｌ（２）０ 分

别为带（１）和带（２）的屈曲后长度； Ｐ１（０，０， － Ｌ（２）
１ ／ ２），Ｐ２（０，０，Ｌ（２）

１ ／ ２） 为条带（２）的最大面外位移点； Ｌ（２）
１
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为条带（２）的最大面外位移点之间的距离； ｌ（２）１ 为屈曲后 Ｐ１ 和 Ｐ２ 的投影长度； Ｚ
－ （１），Ｚ

－ （２） 是直带的长度方向

坐标； Ｅ，ｂ，ｈ，ρ 分别是直带的弹性模量、厚度、宽度和密度； Ａ１（ ｔ） 和 Ａ２（ ｔ） 分别代表带（１）和带（２）的振幅随

时间的变化．图 ２ 展示了“＋”型三维屈曲结构在多稳态三维铁磁结构重构中的应用实例．

图 １　 “＋”型结构的二维结构转变为三维屈曲结构过程图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｐｒｏｃｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ “＋”⁃ｓｈａｐｅｄ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｆｒｏｍ ａ ２Ｄ ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ ｔｏ ａ ３Ｄ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

（ａ） 一个 ４×４ 多稳态三维铁磁结构阵列 （ｂ） 一个 ４×５ 多稳态三维铁磁结构阵列

（ａ） Ａ ４×４ ａｒｒａｙ ｏｆ ｍｕｌｔｉｓｔａｂｌｅ ３Ｄ ｆｅｒｒｏｍａｇｎｅｔｉｃ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ （ｂ） Ａ ４×５ ａｒｒａｙ ｏｆ ｍｕｌｔｉｓｔａｂｌｅ ３Ｄ ｆｅｒｒｏｍａｇｎｅｔｉｃ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

图 ２　 “＋”型结构在多稳态三维铁磁结构重构中的应用［３２］

Ｆｉｇ． ２　 Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ “＋”⁃ｓｈａｐｅｄ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｉｎ ｔｈｅ ｒｅｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｍｕｌｔｉｓｔａｂｌｅ ３Ｄ ｆｅｒｒｏｍａｇｎｅｔｉｃ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

采用能量方法，计算系统的动能 Ｅｋ 和势能 Ｕ ．
根据 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程，可以得到“＋”型三维屈曲结构的振动控制方程，Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程表达式为

　 　 ∂Ｌ
∂Ａ１（ ｔ）

－ ｄ
ｄｔ

∂Ｌ
∂Ａ１（ ｔ）

＝ ０， （１）

其中，Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数 Ｌ 的表达式为

　 　 Ｌ ＝ Ｅｋ － Ｕ ． （２）
下面对该方程的势能和动能分别进行详细分析计算．
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１．２　 三维屈曲结构势能

在带状结构的屈曲过程中，势能主要由两条直带的弯曲和扭转产生，系统总应变能量由面内弯曲能、面
外弯曲能和扭转能组成．由于“＋”型三维屈曲结构仅发生局部弯曲而几乎无轴向的伸长或压缩，且未发生扭

转，因此只需考虑面外弯曲能．本文中的势能可表示为［１３］

　 　 Ｕ ＝ ＥＩ
１２ ∫

１ ／ ２

０
（κ （１）

２ ） ２ｄＺ
－ （１） ＋ ∫１ ／ ２

０
（κ （２）

２ ） ２ｄＺ
－ （２）[ ] ． （３）

由于两个条带的弧长在屈曲过程中几乎保持不变，表明了条带的膜能量可忽略，即可得约束条件

　 　 ２ ∫１ ／ ２
０
（（Ｕ（ｋ） ′

１ ） ２ ＋ （１ ＋ Ｕ（ｋ） ′
１ ） ２）ｄＺ

－ （ｋ） － Ｌ（ｋ）
０ ＝ ０，　 　 ｋ ＝ １，２， （４）

其中，令 Ｚ
－ （ｋ） ＝ Ｚ（ｋ） ／ Ｌ（ｋ）

０ （ｋ ＝ １，２） 表示无量纲坐标， κ （１）
２ 和 κ （２）

２ 为带（１）和带（２）的弯曲共轭．
为推导 κ （ｋ）

ｉ ，为每个直带建立局部坐标系 Ｅ（ｋ）
ｉ （ ｉ ＝ １，２，３），其中 Ｅ（ｋ）

３ 是带的轴向， Ｅ（ｋ）
１ 和 Ｅ（ｋ）

２ 则位于截

面平面内．两个局部坐标系之间的单位矢量关系可以用正交矩阵 Ｂｉｊ 表示［１３］，即
　 　 Ｅ（２）

ｉ ＝ ＢｉｊＥ（１）
ｊ ， （５）

其中

　 　 Ｂｉｊ ＝
１ ０ ０
０ ｃｏｓ β － ｓｉｎ β
０ ｓｉｎ β ｃｏｓ β

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

，

β 是从 Ｅ（２）
３ 到 Ｅ（１）

３ 的逆时针旋转角度．变形后沿中心轴的切向单位矢量定义为 ｅ（ｋ）
３ ．根据 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 假设，单位

矢量 ｅ（ｋ）
１ 和 ｅ（ｋ）

２ 在变形过程中保持在截面平面内，且与变形前的单位矢量 Ｅ（ｋ）
ｉ 的关系为 ｅ（ｋ）

ｉ ＝ Ａ（ｋ）
ｉｊ × Ｅ（ｋ）

ｉ ，
Ａ（ｋ）

ｉｊ 是变形前后单位矢量之间的方向余弦矩阵．
根据 Ｌｏｖｅ 的定义［３３］，单位矢量在变形后的导数与曲率矢量 κ （ｋ） 有关，公式为

　 　
ｄｅ（ｋ）

ｉ

ｄＺ（ｋ）
＝ κ （ｋ） × ｅ（ｋ）

ｉ ，　 　 ｉ ＝ １，２，３； ｋ ＝ １，２， （６）

其中， λ （ｋ） ＝ ｄｚ（ｋ） ／ ｄＺ（ｋ） 是沿着带状构件的中心轴的伸展， κ （ｋ）
１ 和 κ （２）

２ 分别表示在 （ｅ（ｋ）
２ ，ｅ（ｋ）

３ ） 和 （ｅ（ｋ）
１ ，ｅ（ｋ）

３ ）
面中的弯曲曲率， κ （ｋ）

３ 是与截面的扭转角 ϕ（ｋ） 相关的扭转曲率．
曲率矢量的分量与位移分量和扭转角之间的关系为［１３］

　 　 κ （ｋ）
ｉ ＝

０
Ｕ（ｋ） ″

１

ϕ（ｋ） ′

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＋
ϕ（ｋ）Ｕ（ｋ） ″

１ － Ｕ（ｋ） ″
２

０
０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

，　 　 ｉ ＝ １，２，３； ｋ ＝ １，２． （７）

将式（７）代入式（３），该三维屈曲结构势能表示为

　 　 Ｕ ＝ Ｅｂ３ｈ
１２ ∫１ ／ ２

０
Ｕ（１） ″２

１ ｄＺ
－ （１） ＋ ∫１ ／ ２

０
Ｕ（２） ″２

１ ｄＺ
－ （２）[ ] ， （８）

其中，条带（１）的面外位移函数为

　 　 Ｕ（１）
１ ＝ ａ（１）

１ ｃｏｓ （πＺ
－ （１）） ２Ｌ（１）

０ ε ａｐｐｌ ，　 　 － １
２

≤ Ｚ
－ （１） ≤ １

２
； （９）

条带（２）的面外位移函数为

　 　 Ｕ（２）
１ ＝

ａ（２）
１ Ｌ（２）

０ ε ａｐｐｌｃｏｓ π
Ｚ
－ （２） ＋ Ｌ

－ （２）
１ ／ ２

１ － Ｌ
－ （２）
１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

２

， － １
２

≤ Ｚ
－ （１） ＜ －

Ｌ
－ （２）
１

２
，

ａ（２）
１ － ａ（２）

２ ｃｏｓ π Ｚ
－ （２）

Ｌ
－ （２）
１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

２
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ Ｌ（２）

０ ε ａｐｐｌ， －
Ｌ
－ （２）
１

２
≤ Ｚ

－ （１） ≤
Ｌ
－ （２）
１

２
，

ａ（２）
１ Ｌ（２）

０ ε ａｐｐｌｃｏｓ π
Ｚ
－ （２） － Ｌ

－ （２）
１ ／ ２

１ － Ｌ
－ （２）
１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

２

，
Ｌ
－ （２）
１

２
＜ Ｚ

－ （１） ≤ １
２

．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

（１０）
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条带（１）和条带（２）的轴向位移［１３］分别为

　 　 Ｕ（１）
３ ＝ ［ａ（１）

２ ｓｉｎ（４πＺ
－ （１）） － Ｚ

－ （１）］Ｌ（１）
０ ε ａｐｐｌ ，　 　 － １

２
≤ Ｚ

－ （１） ≤ １
２
， （１１）

　 　 Ｕ（２）
３ ＝

ａ（２）
３

１
４π

ｓｉｎ ４π
Ｚ
－ （２） ＋ Ｌ

－ （２）
１ ／ ２

１ － Ｌ
－ （２）
１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ －

Ｚ
－ （２） ＋ Ｌ

－ （２）
１ ／ ２

１ － Ｌ
－ （２）
１

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ －
ａ（２）

４

２
é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
Ｌ（２）

０ ε ａｐｐｌ，

－ １
２

≤ Ｚ
－ （１） ＜ －

Ｌ
－ （２）
１

２
，

ａ（２）
４

１
４π

ｓｉｎ ４π Ｚ
－ （２）

Ｌ
－ （２）
１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ － Ｚ

－ （２）

Ｌ
－ （２）
１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ Ｌ

（２）
０ ε ａｐｐｌ， －

Ｌ
－ （２）
１

２
≤ Ｚ

－ （１） ≤
Ｌ
－ （２）
１

２
，

ａ（２）
３

１
４π

ｓｉｎ ４π
Ｚ
－ （２） － Ｌ

－ （２）
１ ／ ２

１ － Ｌ
－ （２）
１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ －

Ｚ
－ （２） － Ｌ

－ （２）
１ ／ ２

１ － Ｌ
－ （２）
１

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ －
ａ（２）

４

２
é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
Ｌ（２）

０ ε ａｐｐｌ，

Ｌ
－ （２）
１

２
＜ Ｚ

－ （１） ≤ １
２
，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（１２）

其中， Ｌ
－ （２）
１ ＝ Ｌ（２）

１ ／ Ｌ（２）
０ 是条带（２）的无量纲长度，无量纲参数 ａ（１）

１ 和 ａ（２）
１ 分别表示条带（１）和条带（２）的最大

面外位移的幅值， ａ（１）
２ 表示带（１）轴向位移的非均匀部分的幅值， ａ（２）

３ 和 ａ（２）
４ 表示带（２）轴向位移的分段函

数的幅值，且满足约束条件 ａ（２）
３ ＋ ａ（２）

４ ＝ １．
将 Ｕ（１）

３ 和 Ｕ（２）
３ 代入式（４），可得到条带（１）约束条件为

　 　 ２Ｌ（１）
０ ε ａｐｐｌ － Ｌ（１）

０ － ３
２

Ｌ（１） ２
０ ε ２

ａｐｐｌ －
１
２

ａ（１） ２
１ Ｌ（１） ２

０ ε ａｐｐｌπ ２ － １ ＝ ０； （１３）

条带（２）的约束条件为

　 　
Ｌ
－ （２）
１

２
－ Ｌ（２）

０ ａ（２）
４ ε ａｐｐｌ ＋

Ｌ（１）
０

２ε ａｐｐｌπ ２Ｌ
－ （２） ３
１

４（１ － ２Ｌ
－ （２）
１ ） ２

ａ（１） ２
１ ＋

Ｌ（２）
０ ε ２

ａｐｐｌπ ２３ａ（２） ２
４

４Ｌ
－ （２）
１

－ Ｌ（２）
０ ＝ ０， （１４）

　 　
（１ － Ｌ

－ （２）
１ ） ３Ｌ（１） ２

０ ε ａｐｐｌπ

２（１ － ２Ｌ
－ （２）
１ ） ２

ａ（１） ２
１ １ － ｃｏｓ

π

１ － Ｌ
－ （２）
１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋

　 　 　 　
Ｌ（２） ２

０ ａ（２） ２
３ ε ２

ａｐｐｌ

４π（１ － Ｌ
－ （２）
１ ）

３π

１ － Ｌ
－ （２）
１

＋ １
４

ｓｉｎ
４π

１ － Ｌ
－ （２）
１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ － ２ｓｉｎ

２π

１ － Ｌ
－ （２）
１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋

　 　 　 　
Ｌ（２） ２

０ ａ（２） ２
３ ε ａｐｐｌ

２π
ｓｉｎ

２π

１ － Ｌ
－ （２）
１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ － ２π

１ － Ｌ
－ （２）
１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋

１ － Ｌ
－ （２）
１

２
－ Ｌ（２）

０ ＝ ０． （１５）

所以，该三维屈曲结构势能可表示为

　 　 Ｕ ＝ Ｅｂ３ｈ
１２

Ａ１（ ｔ） ２Ｌ（１） ２
０ ε ａｐｐｌ π ４ ＋

Ｌ
－ （２） ２
１ π ４

（１ － ２Ｌ
－ （２）
１ ） ２

－
（１ － Ｌ

－ （２）
１ ）π ３（ｓｉｎ（２π － ２πＬ

－ （２）
１ ） － ２π）

２（１ － ２Ｌ
－ （２）
１ ） ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （１６）

１．３　 动能分析

带（１）的位移函数为 Ｕ（１）
１ ， 其中 Ａ１（ ｔ） 表示带（１）的振动幅度函数：

　 　 Ｕ（１）
１ ＝ Ａ１（ ｔ）ｃｏｓ （πＺ

－ （１）） ２Ｌ（１）
０ ε ａｐｐｌ ，　 　 － １

２
≤ Ｚ

－ （１） ≤ １
２
， （１７）

带（１）的振动速度为该位移对时间的导数，即

　 　 Ｕ（１）
１ ＝ Ａ１（ ｔ）ｃｏｓ （πＺ

－ （１）） ２Ｌ（１）
０ ε ａｐｐｌ ，　 　 － １

２
≤ Ｚ

－ （１） ≤ １
２

． （１８）

带（１）的动能 Ｅ（１）
ｋ 表示为
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　 　 Ｅ（１）
ｋ ＝ １

２
ｐｈｂ ∫１ ／ ２

－１ ／ ２
Ｕ（１） ２

１ ｄＺ
－ （１）， （１９）

将 Ｕ（１）
１ 的表达式（１８）代入式（１９）后，得到动能为

　 　 Ｅ（１）
ｋ ＝ ３

１６
ｐｈｂＡ１ （ ｔ） ２Ｌ（１） ２

０ ε ａｐｐｌ ． （２０）

表明动能与振幅的平方 Ａ２
１（ ｔ）、 带（１）的长度平方 Ｌ（１） ２

０ 和压缩应变 ε ａｐｐｌ 成正比．
带（２）的位移函数为 Ｕ（２）

１ 分为三个区间，其中 Ａ２（ ｔ） 为带（２）的振幅函数：

　 　 Ｕ（２）
１ ＝

Ａ２（ ｔ）Ｌ（２）
０ ε ａｐｐｌｃｏｓ π

Ｚ
－ （２） ＋ Ｌ

－ （２）
１ ／ ２

１ － Ｌ
－ （２）
１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

２

， － １
２

≤ Ｚ
－ （１） ＜ －

Ｌ
－ （２）
１

２
，

Ａ２（ ｔ） － ａ（２）
２ ｃｏｓ π Ｚ

－ （２）

Ｌ
－ （２）
１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

２
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ Ｌ（２）

０ ε ａｐｐｌ， －
Ｌ
－ （２）
１

２
≤ Ｚ

－ （１） ≤
Ｌ
－ （２）
１

２
，

Ａ２（ ｔ）Ｌ（２）
０ ε ａｐｐｌｃｏｓ π

Ｚ
－ （２） － Ｌ

－ （２）
１ ／ ２

１ － Ｌ
－ （２）
１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

２

，
Ｌ
－ （２）
１

２
＜ Ｚ

－ （１） ≤ １
２

．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

（２１）

根据无量纲参数之间的关系

　 　 ａ（２）
２ ＝

Ｌ（１）
０

Ｌ（２）
０

Ｌ
－ （２） ２
１

１ － ２Ｌ
－ （２）
１

ａ（１）
１ ， （２２）

　 　 ａ（２）
１ ＝

Ｌ（１）
０

Ｌ（２）
０

（１ － Ｌ
－ （２）
１ ） ２

１ － ２Ｌ
－ （２）
１

ａ（１）
１ （２３）

和两带连接处面外位移相同的条件

　 　 Ｕ（１）
１ ｜ Ｚ

－（１） ＝ ０ ＝ Ｕ（２）
１ ｜ Ｚ

－（２） ＝ ０， （２４）
以及位移函数（１０），整理可得 Ａ１（ ｔ） 和 Ａ２（ ｔ） 的关系式为

　 　 Ａ２（ ｔ） ＝
Ｌ（１）

０

Ｌ（２）
０

Ａ１（ ｔ） ． （２５）

代入 Ａ１（ ｔ） 和 Ａ２（ ｔ） 的关系式（２５）并观察各量纲参数的关系式（２２）、（２３）， Ｕ（２）
１ 的位移函数可转换为

　 　 Ｕ（２）
１ ＝

Ａ１（ ｔ）Ｌ（２）
０ ε ａｐｐｌ ｃｏｓ π

Ｚ
－ （２） ＋ Ｌ

－ （２）
１ ／ ２

１ － Ｌ
－ （２）
１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

２

， － １
２

≤ Ｚ
－ （１） ＜ －

Ｌ（２）
１

２
，

Ａ１（ ｔ）Ｌ（２）
０ ε ａｐｐｌ ， －

Ｌ
－ （２）
１

２
≤ Ｚ

－ （１） ≤
Ｌ
－ （２）
１

２
，

Ａ１（ ｔ）Ｌ（２）
０ ε ａｐｐｌ ｃｏｓ π

Ｚ
－ （２） － Ｌ

－ （２）
１ ／ ２

１ － Ｌ
－ （２）
１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

２

，
Ｌ
－ （２）
１

２
＜ Ｚ

－ （１） ≤ １
２

．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

（２６）

对 ｔ 求导可得

　 　 Ｕ（２）
１ ＝

Ａ１（ ｔ）Ｌ（２）
０ ε ａｐｐｌ ｃｏｓ π

Ｚ
－ （２） ＋ Ｌ

－ （２）
１ ／ ２

１ － Ｌ
－ （２）
１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

２

， － １
２

≤ Ｚ
－ （１） ＜ －

Ｌ
－ （２）
１

２
，

Ａ１（ ｔ）Ｌ（２）
０ ε ａｐｐｌ ， －

Ｌ
－ （２）
１

２
≤ Ｚ

－ （１） ≤
Ｌ
－ （２）
１

２
，

Ａ１（ ｔ）Ｌ（２）
０ ε ａｐｐｌ ｃｏｓ π

Ｚ
－ （２） － Ｌ

－ （２）
１ ／ ２

１ － Ｌ
－ （２）
１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

２

，
Ｌ
－ （２）
１

２
＜ Ｚ

－ （１） ≤ １
２

．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

（２７）
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带（２）的动能 Ｅ（２）
ｋ 表示为

　 　 Ｅ（２）
ｋ ＝ １

２
ｐｈｂ ∫１ ／ ２

－１ ／ ２
Ｕ（２）

１ ｄＺ
－ （２） ． （２８）

将 Ｕ（２）
１ 的表达式代入后，得到动能为

　 　 Ｅ（２）
ｋ ＝ １

１６
ｐｈｂＡ１（ ｔ） ２Ｌ（１） ２

０ ε ａｐｐｌ（３ － ２Ｌ
－ （２）
１ ） ． （２９）

整个“＋”型结构的总动能为

　 　 Ｅｋ ＝ Ｅ（１）
ｋ ＋ Ｅ（２）

ｋ ＝ １
２

ｐｈｂＡ１（ ｔ） ２Ｌ（１） ２
０ ε ａｐｐｌ（１ － Ｌ

－ （２）
１ ） ． （３０）

在此基础上，通过 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数（２）可进一步推导其动力学行为．将动能与势能表达式代入后，Ｌａｇｒａｎｇｅ
函数的具体形式为

　 　 Ｌ ＝ １
２

ｐｈｂＡ１（ ｔ） ２Ｌ（１） ２
０ ε ａｐｐｌ（１ － Ｌ

－ （２）
１ ） －

　 　 　 　 Ｅｂ３ｈ
１２

Ａ１（ ｔ） ２Ｌ（１） ２
０ ε ａｐｐｌ π ４ ＋

Ｌ
－ （２） ２
１ π ４

（１ － ２Ｌ
－ （２）
１ ） ２

－
（１ － Ｌ

－ （２）
１ ）π ３（ｓｉｎ（２π － ２πＬ

－ （２）
１ ） － ２π）

２（１ － ２Ｌ
－ （２）
１ ） ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （３１）

该 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数充分考虑了结构的几何特征，最终通过 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程（１）可以得到该结构的振动控制

方程为

　 　 Ａ１（ ｔ） ＋ Ｅｂ２

６ｐ
Ａ１（ ｔ）

π ４

１ － Ｌ
－ （２）
１

＋
Ｌ
－ （２） ２
１ π ４

（１ － ２Ｌ
－ （２）
１ ） ２（１ － Ｌ

－ （２）
１ ）

－
π ３（ｓｉｎ（２π － ２πＬ

－ （２）
１ ） － ２π）

２（１ － ２Ｌ
－ （２）
１ ） ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ ０． （３２）

２　 数 值 方 法

２．１　 算法介绍

在该方程中，系数由三维屈曲结构的几何尺寸、材料特性和加载条件共同决定．传统的四阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ
法易受累积误差与不稳定性影响，难以满足控制方程的高精度需求．因此需要采用辛精细积分方法结合 Ｐａｄé
逼近，以高精度计算矩阵指数，并实现辛格式守恒［２７⁃２８，３４⁃３５］ ．
２．２　 辛精细积分方法应用

对于该结构的动力学方程，其解不仅需要满足方程本身，还需要保证能量守恒．辛精细积分方法融合了

辛算法的几何结构的保持特性与精细积分法的数值稳定优势，能够在长时间积分中保持 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的辛

结构和能量守恒性［２８］ ．对于动力学系统：
　 　 Ｍｕ ＋ Ｋ（ｕ）ｕ ＝ ０， （３３）

引入状态变量 ｖ（ ｔ） ＝
ｕ（ ｔ）
ｕ（ ｔ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， 控制方程可转为一阶微分方程组

　 　 ｄ
ｄｔ

ｖ（ ｔ） ＝ Ｈｖ（ ｔ）， Ｈ ＝
０ Ｉ

－ Ｍ －１Ｋ ０
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
， （３４）

其解的状态传递矩阵公式为

　 　 ｖ（ ｔ ＋ Δｔ） ＝ ϕ（ ｔ ＋ Δｔ，ｔ）ｖ（ ｔ） ＝ ｅＨΔｔｖ（ ｔ）， （３５）
其中，矩阵Ｈ为辛矩阵．为了在数值计算中保持辛矩阵性质，精细积分方法仅存储矩阵增量，避免传统算法的

舍入误差．
本文中三维屈曲结构的一阶微分方程组为

　 　 ｄ
ｄｔ

Ａ１（ ｔ）

Ａ１（ ｔ）
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

０ Ｉ

－ Ｅｂ２

６ｐ
Ｃ ０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

Ａ１（ ｔ）

Ａ１（ ｔ）
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （３６）
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辛矩阵 Ｈ ＝
０ Ｉ

－ Ｅｂ２

６ｐ
Ｃ ０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

， 常数

　 　 Ｃ ＝ π ４

１ － Ｌ
－ （２）
１

＋
Ｌ
－ （２） ２
１ π ４

（１ － ２Ｌ
－ （２）
１ ） ２（１ － Ｌ

－ （２）
１ ）

－
π ３（ｓｉｎ（２π － ２πＬ

－ （２）
１ ） － ２π）

２（１ － ２Ｌ
－ （２）
１ ） ２

， （３７）

且满足

　 　 ＨＴＪ ＋ ＪＨ ＝ ０， （３８）
其中 Ｊ 为对角辛矩阵

　 　 Ｊ ＝
０ Ｉ
－ Ｉ ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ． （３９）

辛精细积分方法的核心是通过矩阵指数的分解与增量存储， 降低数值计算的误差， 可以保持辛矩阵性

质．利用矩阵指数的加法定理

　 　 ｅＨΔｔ ＝ （ｅＨτ）ｍ，　 　 τ ＝ Δｔ
ｍ

． （４０）

将时间步长 Δｔ 分为 ｍ 个子步，子步长度 τ 足够小时，可以通过递推公式计算每一个子步的状态增量：
　 　 ｖ（ ｔ ＋ τ） ＝ ｅＨτｖ（ ｔ）， （４１）

最终累计获得整个时间步长上的状态解．
然而，直接计算矩阵指数 ｅＨτ 代价高昂且易受累积误差影响，因此引进 Ｐａｄé 逼近计算指数矩阵［２８］ ．

２．３　 Ｐａｄé逼近引入

根据 Ｐａｄé 级数逼近理论，矩阵指数 ｅＡτ 的 （ｐ，ｑ） 阶的 Ｐａｄé 近似为

　 　 ｅＨτ ≈ Ｒｐ，ｑ（Ｈτ） ＝ ［Ｄｐ，ｑ（Ｈτ）］ －１Ｎｐ，ｑ（Ｈτ）， （４２）
其中

　 　 Ｎｐ，ｑ（Ｈτ） ＝ ∑
ｐ

ｊ ＝ ０

（ｐ ＋ ｑ － ｊ）！ ｐ！
（ｐ ＋ ｑ）！ ｊ！ （ｐ － ｊ）！

（Ｈτ） ｊ， （４３）

　 　 Ｄｐ，ｑ（Ｈτ） ＝ ∑
ｑ

ｊ ＝ ０

（ｐ ＋ ｑ － ｊ）！ ｑ！
（ｐ ＋ ｑ）！ ｊ！ （ｑ － ｊ）！

（ － Ｈτ） ｊ ． （４４）

通过选择 ｑ 阶对角 Ｐａｄé 近似即 ｐ ＝ ｑ， 可以在计算效率和精度之间达到平衡．对于辛矩阵 Ｈ， Ｐａｄé 逼近

在收敛性和数值稳定性方面显著优于 Ｔａｙｌｏｒ 展开．
将矩阵指数 ｅＨτ 通过 Ｐａｄé 逼近拆解为增量形式：
　 　 ｅＨτ ＝ Ｉ ＋ Ｔａ， （４５）
　 　 Ｔａ ＝ ［Ｄｐ，ｑ（Ｈτ）］ －１Ｎｐ，ｑ（Ｈτ） － Ｉ ． （４６）

通过存储 Ｔａ 而不是 ｅＨτ， 可以提高精度减小误差．

３　 结果与讨论

本研究针对“＋”型三维屈曲结构的动力学行为开展了深入系统的研究．基于能量法，构建了完整的力学

模型并推导出该结构的振动控制方程（３２）．为了精准预测三维屈曲结构的动力学响应，本文将结合 Ｐａｄé 逼

近计算矩阵指数的辛精细积分方法应用于三维屈曲结构的动力学分析．
３．１　 数值稳定性

为验证辛精细积分方法在保持系统能量守恒方面的数值优势．图 ３ 对比了在步长 Δｔ ＝ ０．０００ １ 下采用四

阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法与辛精细积分方法计算方程（３２）对应的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 能量的误差，三维屈曲结构的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ
能量可写为

　 　 Ｈ（ ｔ） ＝ １
２

ｐｂｈＬ（１）
０ Ａ２

１（ ｔ） ＋ １
２

Ｅｂ３ｈＣＡ２
１（ ｔ） ． （４７）
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初始条件为 Ａ１（０） ＝ ０．１，Ａ１（０） ＝ ０，ｂ ＝ ６００ μｍ，ｈ ＝ ７５ μｍ，Ｌ（１）
０ ＝ １５ ０００ μｍ，Ｌ（２）

０ ＝ ３０ ０００ μｍ，Ｌ
－ （２）
１ ＝ ０．４１４，

Ｅ ＝ ２．８ ＧＰａ，ρ ＝ １．３９ × １０３ ｋｇ ／ ｍ３，ε ａｐｐｌ ＝ ０．１．由图 ３ 可见，四阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法（带实心方点的线）所产生的能

量误差随时间增加呈累积趋势，这表明 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 能量发生了数值耗散现象；而辛精细积分方法（带空心圆点

的线）所得到的能量误差始终保持在 ０ 附近，充分体现了其在长时间积分中对系统能量守恒结构的良好保

持性．

图 ３　 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 能量误差图

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ ｅｎｅｒｇｙ ｅｒｒｏｒ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ

为了验证辛精细积分方法的有效性和优越性，图 ４、图 ５ 对比了辛精细积分方法和四阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法

改变时间步长 Δｔ 时的数值稳定性．
在长时间积分过程中，两种方法都采用相同步长 Δｔ ＝ ０．０１，初始条件同为 Ａ１（０） ＝ ０．１，Ａ１（０） ＝ ０，ｂ ＝ ６００

μｍ，ｈ ＝ ７５ μｍ，Ｌ（１）
０ ＝ １５ ０００ μｍ，Ｌ（２）

０ ＝ ３０ ０００ μｍ，Ｌ
－ （２）
１ ＝ ０．４１４，Ｅ ＝ ２．８ ＧＰａ，ρ ＝ １．３９ × １０３ ｋｇ ／ ｍ３，ε ａｐｐｌ ＝

０．１．由图 ４ 可以发现在积分过程中，Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法的数值解 Ａ１（ ｔ） 展示出一种阻尼振荡的趋势，位移 Ａ１（ ｔ）
随时间振荡，但振幅逐渐衰减；而辛精细积分方法在积分过程中能够严格保持系统的辛结构，振动幅度在长

时间内均保持稳定，几乎没有出现数值耗散或振幅衰减．
当时间步长较小时，两种方法均能保持解的稳定性．然而，当时间步长增加至 Δｔ ＝ ０．０２ 时，Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ

法的解出现明显振荡，而辛精细积分方法依然能够准确捕捉振动行为．这表明辛精细积分方法支持更大的时

间步长，具有显著的数值稳定性优势．
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图 ４　 四阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法和辛精细积分方法在步长 Δｔ ＝ ０．０１ 和 Δｔ ＝ ０．０２ 时的仿真结果， ｔ ∈ ［０， ５ ０００］
Ｆｉｇ． ４　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ４ｔｈ⁃ｏｒｄｅｒ Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｔｈｅ ｒｅｆｉｎｅｄ ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ

ｗｉｔｈ ｓｔｅｐ ｓｉｚｅｓ Δｔ ＝ ０．０１ ａｎｄ Δｔ ＝ ０．０２， ｔ ∈ ［０， ５ ０００］

图 ５　 四阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法和辛精细积分方法在步长 Δｔ ＝ ０．０１ 和 Δｔ ＝ ０．０２ 时的仿真结果， ｔ ∈ ［４ ９５０， ５ ０００］
Ｆｉｇ． ５　 Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ４ｔｈ⁃ｏｒｄｅｒ Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｔｈｅ ｒｅｆｉｎｅｄ ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ

ｗｉｔｈ ｓｔｅｐ ｓｉｚｅｓ Δｔ ＝ ０．０１ ａｎｄ Δｔ ＝ ０．０２， ｔ ∈ ［４ ９５０， ５ ０００］

３．２　 弹性模量与振幅的关系

根据图 ６（ａ）不同弹性模量 Ｅ ＝ ２．５ ＧＰａ，Ｅ ＝ ２．８ ＧＰａ 和 Ｅ ＝ ３．０ ＧＰａ 的振幅⁃时间曲线可以得出结论，随
着弹性模量 Ｅ 的增大，振动频率升高，而振幅的变化幅度整体较为稳定．图 ６（ｂ）—６（ｄ）进一步可以解释：系
统的动力学方程中刚度的大小与弹性模量有关，当弹性模量增大时，系统的刚度变大，导致系统的固有频率
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变大．相轨旋转速度加快；同时，由于系统能量守恒，当刚度增大时，系统势能对于相同位移更大，势能更快转

化为动能，使得振动速度峰值更高，周期缩短，频率升高．

（ａ） 不同弹性模量条件下的振幅 （ｂ） 不同弹性模量条件下的速度

（ａ） Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ （ｂ） Ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

（ｃ） 不同弹性模量条件下的振幅与势能的关系 （ｄ） 不同弹性模量下的相图

（ｃ） Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｅｎｅｒｇｙ （ｄ） Ｐｈａｓｅ ｐｏｒｔｒａｉｔｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ
ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｉ

图 ６　 不同弹性模量条件下三维屈曲结构的动力学响应

Ｆｉｇ． ６　 Ｄｙｎａｍｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ３Ｄ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｉ

３．３　 无量纲长度与振幅的关系

根据图 ７（ａ）不同无量纲长度 Ｌ
－ （２）
１ ＝ ０．３，Ｌ

－ （２）
１ ＝ ０．４ 和 Ｌ

－ （２）
１ ＝ ０．４５ 与振幅⁃时间曲线图可以得出结论，随着

无量纲长度 Ｌ
－ （２）
１ 的增大，振动频率明显升高，振动周期显著缩短，而振幅几乎无变化．由图 ７（ｂ）—７（ｄ）可以

进一步解释这一动力学行为：无量纲长度的增大使动力学方程中的刚度增大，导致系统的固有频率升高；同
时，在系统能量守恒的条件下，当无量纲长度增大时刚度增大，系统势能相对相同位移更大，势能更快转化为

动能，使得振动速度峰值更高，周期缩短，频率升高，体现在势能曲线更陡峭、相位图轨迹旋转速度加快；而无

量纲长度增大对振幅影响较小，体现在相位图振幅几乎无变化．
３．４　 三维高度参数与振幅的关系

根据图 ８ 所示不同三维高度参数 ａ（２）
１ ＝ ０．３，ａ（２）

１ ＝ ０．５ 和 ａ（２）
１ ＝ ０．８ 振幅⁃时间曲线图，可以得出结论：随

着高度参数 ａ（２）
１ 的增大，系统的振动频率明显升高，振动周期显著缩短，而振幅几乎保持不变．通过进一步分

析图 ８（ｂ）—８（ｄ）可以解释这一动力学行为：高度参数 ａ（２）
１ 的增大导致动力学方程中的刚度增大，从而使系

统的固有频率升高．同时，在系统能量守恒的条件下，刚度增大会使得系统在相同位移下具有更大的势能，势
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能更快转化为动能，使得振动速度峰值更高，周期缩短，频率升高，体现在势能曲线更陡峭，以及相位图轨迹

旋转速度加快．

（ａ） 不同无量纲长度条件下的振幅 （ｂ） 不同无量纲长度条件下的速度

（ａ） Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｌｅｎｇｔｈ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ （ｂ） Ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｌｅｎｇｔｈ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

（ｃ） 不同无量纲长度条件下的振幅与势能的关系 （ｄ） 不同无量纲长度下的相图

（ｃ） Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｅｎｅｒｇｙ （ｄ） Ｐｈａｓｅ ｐｏｒｔｒａｉｔｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｌｅｎｇｔｈ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｌｅｎｇｔｈｓ

图 ７　 不同无量纲长度条件下三维屈曲结构的动力学响应

Ｆｉｇ． ７　 Ｄｙｎａｍｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ３Ｄ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｌｅｎｇｔｈｓ

（ａ） 不同三维高度参数条件下的振幅 （ｂ） 不同三维高度参数条件下的速度

（ａ） Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ３Ｄ ｈｅｉｇｈｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ （ｂ） Ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ３Ｄ ｈｅｉｇｈｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ
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（ｃ） 不同三维高度参数条件下的振幅与势能的关系 （ｄ） 不同三维高度参数下的相图

（ｃ） Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ （ｄ） Ｐｈａｓｅ ｐｏｒｔｒａｉｔｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｅｎｅｒｇｙ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ３Ｄ ｈｅｉｇｈｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ３Ｄ ｈｅｉｇｈｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

图 ８　 不同三维高度参数条件下三维屈曲结构的动力学响应

Ｆｉｇ． ８　 Ｄｙｎａｍｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ３Ｄ ｂｕｃｋｌｉｎｇ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ３Ｄ ｈｅｉｇｈｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

４　 结　 　 论

本文对三维屈曲结构的动力学特性进行了分析．首先计算了三维屈曲结构的总能量；通过 Ｌａｇｒａｎｇｅ 运动

方程得到其振动控制方程．然后应用辛精细积分方法对其进行求解，并通过数值实验验证了算法的稳定性．
主要结论如下：

１） 数值计算表明，辛精细积分方法在求解三维屈曲结构的动力学问题时，可较好地保持系统的辛结构

和能量守恒性，保证计算过程的长期稳定性．
２） 屈曲结构的振动特性与结构参数密切相关．随着弹性模量的增加，振动频率显著增加，振动周期基本

缩短，振幅变化较小；随着结构无量纲长度和三维高度参数的增加，振动频率显著增加，振动周期变短，振幅

基本不变．
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