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摘要：　 含平均曲率项的修正 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程可有效模拟与曲率相关的物理过程，但非线性项和梯度模的存在导

致难以构造高效求解格式．该文提出了一种求解此模型的高效数值格式．基于 Ｓｔｒａｎｇ 算子分裂方法，在时间方向上

将原方程分解为三个子方程： 非线性方程解析求解；平均曲率方程采用二阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法结合中心差分建立全

离散显格式；热传导方程采用 Ｃｒａｎｋ⁃Ｎｉｃｏｌｓｏｎ 格式离散求解，并构造交替方向隐式（ＡＤＩ）快速求解策略．理论分析表

明，构造格式具有二阶收敛精度．最后，通过数值算例验证格式收敛阶和有效性．

关　 键　 词：　 修正 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程；　 算子分裂格式；　 ＡＤＩ；　 收敛性分析
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０　 引　 　 言

Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ（ＡＣ）方程于 １９７９ 年由 Ａｌｌｅｎ 和 Ｃａｈｎ 提出［１］，用于描述二元合金在等温相分离过程中微观

界面的演化．作为相场理论的核心控制方程之一，ＡＣ 方程通过双阱势函数驱动的自由能泛函梯度流，揭示了

相变过程中的非平衡态动力学机制．得益于其清晰的物理内涵和灵活的数学形式，该方程已广泛应用于材料

科学中的界面动力学［２⁃３］、晶体生长［４⁃５］ 和相变问题［６⁃７］，同时也应用于生物学［８］、图像处理［９］、地理学［１０］ 等

领域．然而，方程中的非线性项与梯度模算子导致其解析解难以显式表达，数值方法成为研究其动态行为的

主要工具．
本文考虑如下具有空间依赖迁移率和平均曲率驱动源项的修正 ＡＣ 方程：

　 　 ∂ｕ（ｘ，ｔ）
∂ｔ

＝ Ｍ（ｘ） － Ｆ′（ｕ（ｘ，ｔ））
ε ２

＋ Δｕ（ｘ，ｔ） － λ ｜ Ñｕ（ｘ，ｔ） ｜æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 ｘ ∈ Ω， ｔ ＞ ０， （１）

其中 Ω ＝ ［Ｌ，Ｒ］ ２ ∈ ＲＲ ２ 为规则有界区域， Ｍ（ｘ） 为空间方向上的可变迁移率， Ｆ（ｕ） ＝ （ｕ２ － １） ２ ／ ４ 为双阱势

函数， ε 代表界面厚度参数， λ 为曲率驱动参数．该模型由 Ｗａｎｇ 等［１１］于 ２０２１ 年，通过引入平均曲率驱动源

项突破了经典 ＡＣ 方程在各向同性界面演化中的局限性，为冰晶融化等曲率主导过程进行了有效模拟．
当 λ ＝ ０ 时，方程（１）退化为经典的 ＡＣ 方程．近年来，针对经典 ＡＣ 方程的数值离散格式设计、理论分析

及高效算法构造，已有大量研究成果，包括凸分裂格式［１２］、稳定化半隐格式［１３⁃１５］、指数时间差分格式［１６⁃１７］、保
持最大模上界原理的数值格式［１８⁃１９］、标量辅助变量格式［２０］、算子分裂方法［２１⁃２３］ 等．与经典 ＡＣ 方程相比，修
正 ＡＣ 方程（１）的数值研究仍较为有限： 如 Ｙａｎｇ 等［２４］ 提出的一阶算子分裂格式因显式处理扩散项需满足

ＣＦＬ 条件 τ ≤ ｃｈ２， 对于足够精细的离散来说限制太大，难以适应高分辨率计算需求；Ｃａｏ 等［２５］ 采用对称二

阶 Ｓｔｒａｎｇ 分裂与 Ｃｒａｎｋ⁃Ｎｉｃｏｌｓｏｎ 离散提升了精度，在对曲率驱动项的非线性处理时进行了物理假设，引入能

量守恒平衡条件将梯度模算子变换为解析函数形式．
在本文中，我们旨在使用对称二阶 Ｓｔｒａｎｇ 算子分裂方法［２１⁃２３，２６］设计有效求解修正 ＡＣ 方程（１）的数值方

法．算子分裂方法是一类求解复杂偏微分方程的有效数值方法，其核心思想是将原问题分解为若干物理性质

不同的简单子问题，进而分别采用最优离散策略．由于算子分裂方法具有较好的稳定性和较高计算效率，被
广泛应用于求解相场模型．崔晨等［２７］利用算子分裂方法求解守恒型非局部 ＡＣ 方程；Ｑｉａｏ 等［２８］ 提出了一种

基于 ＡＣ 方程的图像修复算子分裂方法；Ｗｅｎｇ 等［２９］基于算子分裂方法建立了一种求解非局部三元守恒 ＡＣ
模型的线性能量稳定方案；Ｚｈａｉ 等［３０］提出了一种求解非局部三元 ＡＣ 方程的算子分裂方案，该方案满足能

量耗散性质并保持最大界原理．
本文基于对称二阶 Ｓｔｒａｎｇ 算子分裂方法［２１⁃２３］，将方程（１）分解为非线性双阱势演化方程、曲率驱动源项

方程及热传导方程三个子问题： 非线性方程为关于时间的常微分方程可解析求解；曲率驱动源项方程采用

二阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法进行数值求解；热传导方程采用 Ｃｒａｎｋ⁃Ｎｉｃｏｌｓｏｎ 格式离散求解，同时进一步构造交替方

向隐式（ＡＤＩ）差分格式［３１］以提高计算效率．
本文主要结构如下： 第 １ 节给出了基于对称二阶 Ｓｔｒａｎｇ 算子分裂方法的快速有效数值格式；第 ２ 节给

出了该格式的收敛性分析；第 ３ 节通过数值算例验证了格式的收敛阶，探究了不同空间迁移率和曲率驱动参

数对数值结果的影响，对比了算子分裂格式、向后 Ｅｕｌｅｒ 隐式格式与整体 Ｃｒａｎｋ⁃Ｎｉｃｏｌｓｏｎ 格式，验证了算子分

裂格式的稳定性；第 ４ 节总结并得到了本研究的主要结论．

１　 数 值 格 式

本节考虑齐次 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件下具有空间依赖迁移率和平均曲率驱动源项的修正 ＡＣ 方程，提出了

一种基于对称二阶 Ｓｔｒａｎｇ 算子分裂方法的高效数值格式．
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考虑二维区域 Ω ＝ ［Ｌ，Ｒ］ ２， 空间步长取 ｈ ＝ （Ｒ － Ｌ） ／ Ｎ， 时间步长取 τ ＝ Ｔ ／ Ｋ，Ｎ 和 Ｋ 分别为空间与时间

剖分．定义空间网格点集如下：
　 　 Ωｈ ＝ { （ｘｉ，ｙ ｊ） ＝ （Ｌ ＋ ｉｈ，Ｌ ＋ ｊｈ）， ０ ≤ ｉ， ｊ ≤ Ｎ } ，

时间节点为 ｔｋ ＝ ｋτ，ｋ ＝ ０，１，…，Ｋ ．设 ｕｋ
ｉ，ｊ 和 ｕ（ｘｉ，ｙ ｊ，ｔｋ） 分别表示 （ｘ，ｙ，ｔ） ＝ （ｘｉ，ｙ ｊ，ｔｋ） 处的数值解和精确解，

Ｍｉ，ｊ 为节点 （ｘｉ，ｙ ｊ） 处的迁移率值．定义离散函数空间为 Ｋｈ， 即 Ｋｈ ＝ {Φ ｜ Φ ＝ { ｕｉ，ｊ ｜ ０ ≤ ｉ， ｊ ≤ Ｎ } } ．
采用算子分裂方法求解问题，其基本思想是将原问题分解为若干简单子问题，简化求解难度．基于对称

二阶 Ｓｔｒａｎｇ 算子分裂方法［２１］，我们将原方程（１）分解为如下三个物理特性不同的子系统：

　 　
ｕｔ ＝ － Ｍ（ｘ） Ｆ′（ｕ）

ε ２ ，

ｕｔ ＝ － λＭ（ｘ） ｜ Ñｕ ｜ ，
ｕｔ ＝ Ｍ（ｘ）Δｕ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２）

则方程（１）在时间方向上可通过以下分裂流程对解进行演化逼近：

　 　 ｕ（ｘ，ｔ ＋ τ） ＝ ＳＡ
τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＳＢ

τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＳＣ（τ）ＳＢ

τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＳＡ

τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕ（ｘ，ｔ）， （３）

其中 ＳＡ，ＳＢ，ＳＣ 分别为算法（２）中三个子系统的解算子．
下面分别给出解算子 ＳＡ，ＳＢ 和 ＳＣ 的数值近似形式 Ｓτ，ｈ

Ａ ，Ｓτ，ｈ
Ｂ 和 Ｓτ，ｈ

Ｃ ．
步骤 １　 ＳＡ → Ｓτ，ｈ

Ａ 对应于算法（２）中的第一个子问题，考虑该非线性方程在固定空间节点后为关于时

间变量 ｔ 的常微分方程，在单个时间步长上可得解析解：

　 　 ｕｋ＋１，１
ｉ，ｊ ＝

ｕｋ
ｉ，ｊ

（１ － ｅ －２τＭｉ，ｊ ／ ε２）（ｕｋ
ｉ，ｊ） ２ ＋ ｅ －２τＭｉ，ｊ ／ ε２

． （４）

步骤 ２　 ＳＢ → Ｓτ，ｈ
Ｂ 对应于算法（２）中的第二个子问题，对曲率驱动源项 － λＭ（ｘ） ｜ Ñｕ ｜ 采用二阶

Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法做离散，其中梯度项采用中心差分格式进行空间离散，定义梯度差分算子如下：

　 　 Ñｘｕｉ，ｊ ＝

０， ｉ ＝ ０，
ｕｉ ＋１，ｊ － ｕｉ －１，ｊ

２ｈ
， １ ≤ ｉ ≤ Ｎ － １，

０， ｉ ＝ Ｎ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

　 　 Ñｙｕｉ，ｊ ＝

０， ｊ ＝ ０，
ｕｉ，ｊ ＋１ － ｕｉ，ｊ －１

２ｈ
， １ ≤ ｊ ≤ Ｎ － １，

０， ｊ ＝ Ｎ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

则有 ｜ Ñｈｕｉ，ｊ ｜ ＝ （Ñｘｕｉ，ｊ） ２ ＋ （Ñｙｕｉ，ｊ） ２ ．取 ρ（ｕｉ，ｊ） ＝ － λＭｉ，ｊ ｜ Ñｈｕｉ，ｊ ｜ ， 在单个时间步长上显式求解：

　 　
ｕｋ＋１，∗
ｉ，ｊ ＝ ｕｋ＋１，１

ｉ，ｊ ＋ τρ（ｕｋ＋１，１
ｉ，ｊ ），

ｕｋ＋１，２
ｉ，ｊ ＝ １

２
ｕｋ＋１，１
ｉ，ｊ ＋ １

２
ｕｋ＋１，∗
ｉ，ｊ ＋ τ

２
ρ（ｕｋ＋１，∗

ｉ，ｊ ） ．

ì

î

í

ïï

ïï

（５）

步骤 ３　 ＳＣ → Ｓτ，ｈ
Ｃ 对应于算法（２）中的第三个子问题，采用 Ｃｒａｎｋ⁃Ｎｉｃｏｌｓｏｎ 格式离散，在单个时间步长

上求解，在空间方向上定义如下中心差分算子：

　 　 Ｌｘｕｉ，ｊ ＝

－ ２ｕ０，ｊ ＋ ２ｕ１，ｊ

ｈ２ ， ｉ ＝ ０，

ｕｉ －１，ｊ － ２ｕｉ，ｊ ＋ ｕｉ ＋１，ｊ

ｈ２ ， １ ≤ ｉ ≤ Ｎ － １，

２ｕＮ－１，ｊ － ２ｕＮ，ｊ

ｈ２ ， ｉ ＝ Ｎ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
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　 　 Ｌｙｕｉ，ｊ ＝

－ ２ｕｉ，０ ＋ ２ｕｉ，１

ｈ２ ， ｊ ＝ ０，

ｕｉ，ｊ －１ － ２ｕｉ，ｊ ＋ ｕｉ，ｊ ＋１

ｈ２ ， １ ≤ ｊ ≤ Ｎ － １，

２ｕｉ，Ｎ－１ － ２ｕｉ，Ｎ

ｈ２ ， ｊ ＝ Ｎ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

引入高阶扰动项
（τＭｉ，ｊ） ２

４
Ｌｘ Ｌｙ（ｕｋ＋１，３

ｉ，ｊ － ｕｋ＋１，２
ｉ，ｊ ） 整理后得到如下 ＡＤＩ 格式［３２］：

　 　 １ － τ
２

Ｍｉ，ｊＬｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ １ － τ

２
Ｍｉ，ｊＬｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕｋ＋１，３

ｉ，ｊ ＝ １ ＋ τ
２

Ｍｉ，ｊＬｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ １ ＋ τ

２
Ｍｉ，ｊＬｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕｋ＋１，２

ｉ，ｊ ． （６）

结合算子分裂格式（３）及各子问题的全离散格式（４）—（６），得到求解方程（１）的如下时空二阶 Ｓｔｒａｎｇ 算子

分裂格式：

　 　

ｕｋ＋１，１
ｉ，ｊ ＝

ｕｋ
ｉ，ｊ

（１ － α ｉ，ｊ）（ｕｋ
ｉ，ｊ） ２ ＋ α ｉ，ｊ

，

ｕｋ＋１，∗
ｉ，ｊ ＝ ｕｋ＋１，１

ｉ，ｊ ＋ τ
２

ρ（ｕｋ＋１，１
ｉ，ｊ ），

ｕｋ＋１，２
ｉ，ｊ ＝ １

２
ｕｋ＋１，１
ｉ，ｊ ＋ １

２
ｕｋ＋１，∗
ｉ，ｊ ＋ τ

４
ρ（ｕｋ＋１，∗

ｉ，ｊ ），

１ － τ
２

Ｍｉ，ｊＬｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ １ － τ

２
Ｍｉ，ｊＬｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕｋ＋１，３

ｉ，ｊ ＝ １ ＋ τ
２

Ｍｉ，ｊＬｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ １ ＋ τ

２
Ｍｉ，ｊＬｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕｋ＋１，２

ｉ，ｊ ，

ｕｋ＋１，∗∗
ｉ，ｊ ＝ ｕｋ＋１，３

ｉ，ｊ ＋ τ
２

ρ（ｕｋ＋１，３
ｉ，ｊ ），

ｕｋ＋１，４
ｉ，ｊ ＝ １

２
ｕｋ＋１，３
ｉ，ｊ ＋ １

２
ｕｋ＋１，∗∗
ｉ，ｊ ＋ τ

４
ρ（ｕｋ＋１，∗∗

ｉ，ｊ ），

ｕｉ，ｊ
ｋ＋１ ＝

ｕｋ＋１，４
ｉ，ｊ

（１ － α ｉ，ｊ）（ｕｋ＋１，４
ｉ，ｊ ） ２ ＋ α ｉ，ｊ

，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（７）

其中 ρ（ｕｉ，ｊ） ＝ － λＭｉ，ｊ ｜ Ñｈｕｉ，ｊ ｜ ，α ｉ，ｊ ＝ ｅ －τＭｉ，ｊ ／ ε２ ．

２　 收敛性分析

定义映射 Ｉｈ：Ｌ２（Ω） → Ｋｈ， 即 Ｉｈｕ：ｕ（ｘｉ，ｙ ｊ） → ｕｉ，ｊ， 其中 ｕ ∈ Ｌ２（Ω） 为满足齐次 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件的连

续函数．

引理 １　 设参数 ν ＞ ０， 对任意函数 ｕ，ｖ， 给定函数 ｇ（ｕ） ＝ ｕ

（１ － ｅ －ν）ｕ２ ＋ ｅ －ν
， 有

　 　 ｜ ｇ（ｕ） － ｇ（ｖ） ｜ ≤ ｅν ／ ２ ｜ ｕ － ｖ ｜ ．
证明　 当 ｕ ＝ ｖ 时，结论显然成立．下面给出 ｕ ≠ ｖ 的证明．令 ｈ（ｕ） ＝ （１ － ｅ －ν）ｕ２ ＋ ｅ －ν， 则有

　 　 ｇ（ｕ） － ｇ（ｖ）
ｕ － ｖ

＝

ｕ
ｈ（ｕ）

－ ｖ
ｈ（ｖ）

ｕ － ｖ
＝

ｕ
ｈ（ｕ）

－ ｖ
ｈ（ｕ）

＋ ｖ
ｈ（ｕ）

－ ｖ
ｈ（ｖ）

ｕ － ｖ
＝

　 　 　 　 １
ｈ（ｕ）

＋

ｖ（ ｈ（ｖ） － ｈ（ｕ） ）
ｈ（ｕ）ｈ（ｖ）
ｕ － ｖ

＝

　 　 　 　 １
ｈ（ｕ）

＋ ｖ（ｈ（ｖ） － ｈ（ｕ））
（ｕ － ｖ） ｈ（ｕ）ｈ（ｖ） （ ｈ（ｖ） ＋ ｈ（ｕ） ）

＝
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　 　 　 　 １
ｈ（ｕ）

－ ｖ（１ － ｅ －ν）（ｖ ＋ ｕ）
ｈ（ｕ）ｈ（ｖ） （ ｈ（ｖ） ＋ ｈ（ｕ） ）

＝

　 　 　 　 ｈ（ｖ） ＋ ｈ（ｖ）ｈ（ｕ） － ｖ（１ － ｅ －ν）（ｖ ＋ ｕ）
ｈ（ｕ）ｈ（ｖ） （ ｈ（ｖ） ＋ ｈ（ｕ） ）

＝

　 　 　 　 ｅ －ν － ｕｖ（１ － ｅ －ν） ＋ ｈ（ｖ）ｈ（ｕ）
ｈ（ｕ）ｈ（ｖ） （ ｈ（ｖ） ＋ ｈ（ｕ） ）

＝

　 　 　 　 ｅ －ν － ｕｖ（１ － ｅ －ν）
ｈ（ｕ）ｈ（ｖ） （ ｈ（ｖ） ＋ ｈ（ｕ） ）

＋ １
ｈ（ｖ） ＋ ｈ（ｕ）

． （８）

由于

　 　 ｜ ｅ －ν － ｕｖ（１ － ｅ －ν）
ｈ（ｕ）ｈ（ｖ）

｜ ≤ １， （９）

进一步结合 ｈ（ｕ） ≥ ｅ －ν，ｈ（ｖ） ≥ ｅ －ν， 可得

　 　 ｇ（ｕ） － ｇ（ｖ）
ｕ － ｖ

≤
ｅ －ν － ｕｖ（１ － ｅ －ν）

ｈ（ｕ）ｈ（ｖ） （ ｈ（ｖ） ＋ ｈ（ｕ） ）
＋ １

ｈ（ｖ） ＋ ｈ（ｕ）
≤

　 　 　 　 ２
ｈ（ｖ） ＋ ｈ（ｕ）

≤ ２

２ ｅ －ν
＝ ｅν ／ ２ ． （１０）

因此 ｜ ｇ（ｕ） － ｇ（ｖ） ｜ ≤ ｅν ／ ２ ｜ ｕ － ｖ ｜ ， 从而得出引理 １ 的结论． □
引理 ２　 对任意离散函数 Ｕ ＝ { ｕｉ，ｊ ｜ ０ ≤ ｉ，ｊ ≤ Ｎ } 和 Ｖ ＝ { ｖｉ，ｊ ｜ ０ ≤ ｉ，ｊ ≤ Ｎ } ， 有

　 　 ‖Ｓτ，ｈ
Ｂ （Ｕ） － Ｓτ，ｈ

Ｂ （Ｖ）‖ ≤ １ ＋ τＬ ＋ τ ２

２
Ｌ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖Ｕ － Ｖ‖，

其中 Ｌ 为 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 常数， Ｍｍａｘ ＝ ｍａｘ Ｍ（ｘ），‖·‖ 表示离散意义下的 Ｌ２ 范数．

证明　 令 Ｕ
－
＝ Ｓτ，ｈ

Ｂ （Ｕ）， 可知

　 　
Ｕ∗ ＝ Ｕ ＋ τρ（Ｕ），

Ｕ
－
＝ １

２
Ｕ∗ ＋ １

２
Ｕ ＋ τ

２
ρ（Ｕ∗） ．

ì

î

í
ïï

ïï
（１１）

因此有

　 　 Ｓτ，ｈ
Ｂ （Ｕ） － Ｓτ，ｈ

Ｂ （Ｖ） ＝ Ｕ
－
－ Ｖ

－
＝ １

２
（Ｕ∗ － Ｖ∗） ＋ １

２
（Ｕ － Ｖ） ＋ τ

２
（ρ（Ｕ∗） － ρ（Ｖ∗）） ＝

　 　 　 　 （Ｕ － Ｖ） ＋ τ
２
（ρ（Ｕ） － ρ（Ｖ）） ＋ τ

２
（ρ（Ｕ∗） － ρ（Ｖ∗）） ． （１２）

记 ρ（Ｕ） ＝ － λＭ（ｘ） ｜ ÑｈＵ ｜ ， 假设 ρ（Ｕ） 满足 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 条件，即 ‖ρ（Ｕ） － ρ（Ｖ）‖ ≤ Ｌ‖Ｕ － Ｖ‖， 则有

　 　 ‖Ｓτ，ｈ
Ｂ （Ｕ） － Ｓτ，ｈ

Ｂ （Ｖ）‖ ≤ ‖（Ｕ － Ｖ）‖ ＋ τ
２

Ｌ‖（Ｕ － Ｖ）‖ ＋ τ
２

Ｌ‖（Ｕ∗ － Ｖ∗）‖ ≤

　 　 　 　 ‖（Ｕ － Ｖ）‖ ＋ τ
２

Ｌ‖（Ｕ － Ｖ）‖ ＋ τ
２

Ｌ（‖（Ｕ － Ｖ）‖ ＋ τＬ‖（Ｕ － Ｖ）‖） ＝

　 　 　 　 １ ＋ τＬ ＋ τ ２

２
Ｌ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖Ｕ － Ｖ‖， （１３）

从而得出引理 ２ 的结论． □
引理 ３　 对任意离散函数 Ｕ ＝ { ｕｉ，ｊ ｜ ０ ≤ ｉ，ｊ ≤ Ｎ } ， 有

　 　 ‖Ｓτ，ｈ
Ｃ （Ｕ）‖ ≤ ｅＣ２τ‖Ｕ‖，

其中 Ｃ２ 为与迁移率 Ｍ（ｘ） 和差分算子谱半径有关的常数．
证明　 记 Ｓτ，ｈ

Ｃ （Ｕ） ＝ Ａ －１ＢＵ， 其中
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　 　 Ａ ＝ Ｉ － τ
２

Ｍｉ，ｊＬｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ － τ

２
Ｍｉ，ｊＬｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｂ ＝ Ｉ ＋ τ

２
Ｍｉ，ｊＬｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ ＋ τ

２
Ｍｉ，ｊＬｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

由于 Ｌｘ，Ｌｙ 为对称半负定差分算子， Ｍ（ｘ） ＝ ｄｉａｇ（Ｍｉ，ｊ） 为正定对角阵，因此矩阵 Ａ 可逆．当时间步长 τ 足够

小时，可得算子范数估计：
　 　 ‖Ｓτ，ｈ

Ｃ （Ｕ）‖ ＝ ‖Ａ －１ ＢＵ‖ ≤ ‖Ａ －１ Ｂ‖·‖Ｕ‖ ≤ （１ ＋ Ｃ２ τ）‖Ｕ‖ ≤ ｅＣ２τ‖Ｕ‖，
其中常数 Ｃ２ 与 ‖Ｍ（ｘ）‖∞ 及差分算子的最大特征值有关，从而得出引理 ３ 的结论． □

引理 ４　 对于任意的函数 ｕ ∈Ｈ３（０，Ｔ；Ｈ２（Ω））， 有 ‖ＩｈＳＢ（τ）ｕ － Ｓτ，ｈ
Ｂ Ｉｈｕ‖≤ Ｃ３τ（τ ２ ＋ ｈ２）， 其中 Ｃ３ 是

与 τ 和 ｈ 无关的正常数．
证明　 由于式（４）是基于时间方向上的二阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法与空间方向上的二阶中心差分格式构造

而成．在时间方向的局部截断误差为 Ｏ（τ ３）， 空间方向由于对梯度项 ｜ Ñｕ ｜ 采用中心差分离散，误差为

Ｏ（ｈ２） ．因此，格式的局部截断误差为

　 　 ‖ＩｈＳＢ（τ）ｕ － Ｓτ，ｈ
Ｂ Ｉｈｕ‖ ≤ Ｃ３τ（τ ２ ＋ ｈ２），

从而得出引理 ４ 的结论． □
引理 ５　 对于任意的函数 ｕ ∈ Ｈ３（０，Ｔ；Ｌ２（Ω））， 有 ‖ＩｈＳＣ（τ）ｕ － Ｓτ，ｈ

Ｃ Ｉｈｕ‖≤ Ｃ４τ（τ ２ ＋ ｈ２）， 其中 Ｃ４ 是

与 τ 和 ｈ 无关的正常数．
证明　 由于式（６）是基于时间上的二阶 Ｃｒａｎｋ⁃Ｎｉｃｏｌｓｏｎ 格式和空间上的二阶中心差分公式得到的．因

此，可得引理 ５ 的结论． □
定义 ｕ（ｘ，ｙ，ｔ） ＝ ｕ（ｘ，ｙ，ｔ） 为方案（３）的精确解，由此，可建立如下收敛性结果．
定理 １　 设 ｕｋ 和 Ｕｋ 分别是方程（１）和算法（７）在 ｔｋ 处的解，取 η ＝ （τｍａｘ Ｍ（ｘ）） ／ ε ２ ≥ ０， 有

　 　 ‖Ｕｋ＋１ － Ｉｈｕｋ＋１‖ ≤ Ｃ（τ ２ ＋ ｈ２），
其中 Ｃ 是与 τ 和 ｈ 无关的正常数．

证明　 对于 ｋ ≥ ０， 有

　 　 ‖Ｕｋ＋１ － Ｉｈｕｋ＋１‖ ≤ ‖Ｕｋ＋１ － Ｉｈｕｋ＋１‖ ＋ ‖Ｉｈｕｋ＋１ － Ｉｈｕｋ＋１‖ ． （１４）
由文献［３２］可得

　 　 ‖Ｉｈｕｋ＋１ － Ｉｈｕｋ＋１‖ ≤ Ｃ５τ ２ ． （１５）
根据引理 １ 结合 Ｓτ ／ ２，ｈ

Ａ 为解析算子，可得

　 　 ‖Ｕｋ＋１ － Ｉｈｕｋ＋１‖ ＝

　 　 　 　 ‖Ｓτ ／ ２，ｈ
Ａ Ｓτ ／ ２，ｈ

Ｂ Ｓτ，ｈ
Ｃ Ｓτ ／ ２，ｈ

Ｂ Ｓτ ／ ２，ｈ
Ａ Ｕｋ － ＩｈＳＡ

τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＳＢ

τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＳＣ（τ）ＳＢ

τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＳＡ

τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕｋ‖ ≤

　 　 　 　 ‖Ｓτ ／ ２，ｈ
Ａ Ｓτ ／ ２，ｈ

Ｂ Ｓτ，ｈ
Ｃ Ｓτ ／ ２，ｈ

Ｂ Ｓτ ／ ２，ｈ
Ａ Ｕｋ － Ｓτ ／ ２，ｈ

Ａ ＩｈＳＢ
τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＳＣ（τ）ＳＢ

τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＳＡ

τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕｋ‖ ＋

　 　 　 　 ‖Ｓτ ／ ２，ｈ
Ａ ＩｈＳＢ

τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＳＣ（τ）ＳＢ

τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＳＡ

τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕｋ －

　 　 　 　 ＩｈＳＡ
τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＳＢ

τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＳＣ（τ）ＳＢ

τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＳＡ

τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕｋ‖ ≤

　 　 　 　 ｅη ／ ２‖Ｓτ ／ ２，ｈ
Ｂ Ｓτ，ｈ

Ｃ Ｓτ ／ ２，ｈ
Ｂ Ｓτ ／ ２，ｈ

Ａ Ｕｋ － ＩｈＳＢ
τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＳＣ（τ）ＳＢ

τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＳＡ

τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕｋ‖ ． （１６）

利用引理 ２ 和引理 ４，取 δ ＝ １ ＋ τＬ ＋ （τ ２ ／ ２）Ｌ２ 可得

　 　 ‖Ｓτ ／ ２，ｈ
Ｂ Ｓτ，ｈ

Ｃ Ｓτ ／ ２，ｈ
Ｂ Ｓτ ／ ２，ｈ

Ａ Ｕｋ － ＩｈＳＢ
τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＳＣ（τ）ＳＢ

τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＳＡ

τ
２

æ
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ø
÷ ｕｋ‖ ≤

　 　 　 　 ‖Ｓτ ／ ２，ｈ
Ｂ Ｓτ，ｈ

Ｃ Ｓτ ／ ２，ｈ
Ｂ Ｓτ ／ ２，ｈ

Ａ Ｕｋ － Ｓτ ／ ２，ｈ
Ｂ ＩｈＳＣ（τ）ＳＢ

τ
２
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ç

ö

ø
÷ ＳＡ

τ
２
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ø
÷ ｕｋ‖ ＋

　 　 　 　 ‖Ｓτ ／ ２，ｈ
Ｂ ＩｈＳτ，ｈ

Ｃ Ｓτ ／ ２，ｈ
Ｂ Ｓτ ／ ２，ｈ

Ａ ｕｋ － ＩｈＳＢ
τ
２

æ
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ç

ö

ø
÷ ＳＣ（τ）ＳＢ

τ
２
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÷ ＳＡ
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２
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ø
÷ ｕｋ‖ ≤
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　 　 　 　 δ‖Ｓτ，ｈ
Ｃ Ｓτ ／ ２，ｈ

Ｂ Ｓτ ／ ２，ｈ
Ａ Ｕｋ － ＩｈＳＣ（τ）ＳＢ

τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＳＡ

τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕｋ‖ ＋ Ｃ３ τ（τ ２ ＋ ｈ２） ． （１７）

进一步结合引理 ３ 和引理 ５，可得

　 　 ‖Ｓτ，ｈ
Ｃ Ｓτ ／ ２，ｈ

Ｂ Ｓτ ／ ２，ｈ
Ａ Ｕｋ － ＩｈＳＣ（τ）ＳＢ

τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＳＡ

τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕｋ‖ ≤

　 　 　 　 ‖Ｓτ，ｈ
Ｃ Ｓτ ／ ２，ｈ

Ｂ Ｓτ ／ ２，ｈ
Ａ Ｕｋ － Ｓτ，ｈ

Ｃ ＩｈＳＢ
τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＳＡ

τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕｋ‖ ＋

　 　 　 　 ‖Ｓτ，ｈ
Ｃ ＩｈＳＢ

τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＳＡ

τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕｋ － ＩｈＳＣ（τ）ＳＢ

τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＳＡ

τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕｋ‖ ≤

　 　 　 　 ｅＣ２τ‖Ｓτ ／ ２，ｈ
Ｂ Ｓτ ／ ２，ｈ

Ａ Ｕｋ － ＩｈＳＢ
τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＳＡ

τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕｋ‖ ＋ Ｃ４τ（τ ２ ＋ ｈ２） ． （１８）

再由引理 ２ 和引理 ４，可得

　 　 ‖Ｓτ ／ ２，ｈ
Ｂ Ｓτ ／ ２，ｈ

Ａ Ｕｋ － ＩｈＳＢ
τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＳＡ

τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕｋ‖ ≤

　 　 　 　 ‖Ｓτ ／ ２，ｈ
Ｂ Ｓτ ／ ２，ｈ

Ａ Ｕｋ － Ｓτ ／ ２，ｈ
Ｂ ＩｈＳＡ

τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕｋ‖ ＋

　 　 　 　 ‖Ｓτ ／ ２，ｈ
Ｂ ＩｈＳＡ

τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕｋ － ＩｈＳＢ

τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＳＡ

τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕｋ‖ ≤

　 　 　 　 δ‖Ｓτ ／ ２，ｈ
Ａ Ｕｋ － ＩｈＳＡ

τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕｋ‖ ＋ Ｃ３τ（τ ２ ＋ ｈ２） ． （１９）

最后再由引理 １，可得

　 　 ‖Ｓτ ／ ２，ｈ
Ａ Ｕｋ － ＩｈＳＡ

τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕｋ‖ ≤

　 　 　 　 ‖Ｓτ ／ ２，ｈ
Ａ Ｕｋ － Ｓτ ／ ２，ｈ

Ａ Ｉｈｕｋ‖ ＋ ‖Ｓτ ／ ２，ｈ
Ａ Ｉｈｕｋ － ＩｈＳＡ

τ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕｋ‖ ≤

　 　 　 　 ｅη ／ ２‖Ｕｋ － Ｉｈｕｋ‖ ． （２０）
结合式（１６）—（２０），可得

　 　 ‖Ｕｋ＋１ － Ｉｈｕｋ＋１‖ ≤ ｅν‖Ｕｋ － Ｉｈｕｋ‖ ＋ Ｃ６ τ（τ ２ ＋ ｈ２）， （２１）
其中 ν ＝ η ＋ Ｃ２τ ＋ ２ｌｎ δ， 常数 Ｃ６ ＝ ｅＣ２τδｅη ／ ２Ｃ３ ＋ δｅη ／ ２Ｃ４ ＋ ｅη ／ ２Ｃ３ ．

又由 ‖Ｕ０ － Ｉｈｕ０‖ ＝ ０， 故由 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式可得

　 　 ‖Ｕｋ＋１ － Ｉｈｕｋ＋１‖ ≤ Ｃ （τ ２ ＋ ｈ２）， （２２）
合并式（１４）、（１５）、（２２），有

　 　 ‖Ｕｋ＋１ － Ｉｈｕｋ＋１‖ ≤ Ｃ（τ ２ ＋ ｈ２） ．
即证． □

３　 数 值 实 验

本节通过三个算例验证数值格式的有效性：算例 １ 分析格式的收敛阶；算例 ２ 探究不同空间依赖迁移率

Ｍ（ｘ） 与曲率驱动参数 λ 对数值解的影响；算例 ３ 验证格式的长时间稳定性．数值实验均在计算域 Ω ＝ ［ － １，
１］ ２ 及齐次 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件下进行，初值均为

　 　 ｕ（ｘ，ｙ，０） ＝ ０．１［ｃｏｓ（πｘ）ｃｏｓ（πｙ） ＋ ｃｏｓ（２πｘ）ｃｏｓ（２πｙ）］ ． （２３）
３．１　 算例 １（收敛阶测试）

在本部分，由于方程（１）无精确解，为了验证数值解的精度，我们通过不同步长所得数值解之间的误差

来估算数值格式（７）的收敛阶．误差采用 Ｌ∞ 与 Ｌ２ 范数定义如下：

　 　 Ｅ∞
τ
２
，ｈæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｍａｘ

ｉ，ｊ
ｕＫ
ｉ，ｊ － ｕ２Ｋ

ｉ，ｊ
τ
２
，ｈæ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｅ２

τ
２
，ｈæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｈ２∑

ｉ，ｊ
ｕＫ
ｉ，ｊ － ｕ２Ｋ

ｉ，ｊ
τ
２
，ｈæ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

，
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　 　 Ｅ∞ τ， ｈ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｍａｘ

ｉ，ｊ
ｕＫ
ｉ，ｊ － ｕＫ

２ｉ，２ｊ τ， ｈ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｅ２ τ， ｈ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｈ２∑

ｉ，ｊ
ｕＫ
ｉ，ｊ － ｕＫ

２ｉ，２ｊ τ， ｈ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

，

其中， { ｕＫ
ｉ，ｊ（τ，ｈ） ｜ ０ ≤ ｉ，ｊ≤ Ｎ } 表示时间步长为 τ ＝ Ｔ ／ Ｋ 和空间步长为 ｈ ＝ （Ｒ － Ｌ） ／ Ｎ 时的数值解．在收敛

阶测试中，我们取如下参数：
　 　 Ｍ（ｘ） ≡ １， ε ＝ ０．２， Ｔ ＝ ０．５， λ ＝ ０．
首先，表 １ 给出了当时间剖分固定为 Ｋ ＝ １０４， 空间剖分分别为 Ｎ ＝ ４０，８０，１６０，３２０ 时的误差和收敛阶．

结果表明，随着网格剖分的细化，误差逐渐减小，并且空间收敛精度逐渐接近预期的二阶精度．
表 １　 空间误差和收敛阶

Ｔａｂｌｅ １　 Ｓｐａｔｉａｌ ｅｒｒｏｒｓ ａｎｄ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｒｄｅｒｓ

Ｎ Ｅ∞ Ｒｒａｔｅ Ｅ２ Ｒｒａｔｅ

４０ ５．０２Ｅ－５ － ４．５９Ｅ－５ －

８０ １．３２Ｅ－５ １．９３ １．２８Ｅ－５ １．８４

１６０ ３．３３Ｅ－６ １．９８ ３．２９Ｅ－６ １．９７

３２０ ８．３６Ｅ－７ ２．００ ８．２２Ｅ－７ ２．００

　 　 表 ２ 对比了采用算子分裂格式（７）、向后 Ｅｕｌｅｒ 全隐式格式以及整体 Ｃｒａｎｋ⁃Ｎｉｃｏｌｓｏｎ 隐格式的数值结果．
固定空间剖分 Ｎ ＝ ５００， 时间剖分为 Ｋ ＝ ２００，４００，８００，１ ６００ 时的 Ｌ２ 范数误差、收敛阶以及 ＣＰＵ 计算时间．从
表中数据可以观察到，算子分裂格式在时间方向上随着网格剖分的细化，误差逐渐减小，收敛精度逐渐接近

预期的二阶精度．相比全隐式格式，算子分裂格式在保证更高精度的同时具有更高的计算效率；与整体

Ｃｒａｎｋ⁃Ｎｉｃｏｌｓｏｎ 隐格式相比，算子分裂格式具有更高的计算效率优势．
表 ２　 时间方向 Ｌ２ 范数误差、收敛阶以及 ＣＰＵ 计算时间

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｅｍｐｏｒａｌ Ｌ２ ｎｏｒｍ ｅｒｒｏｒｓ， ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｒｄｅｒｓ ａｎｄ ＣＰＵ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ ｔｉｍｅｓ

Ｋ
ｏｐｅｒａｔｏｒ ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ ｓｃｈｅｍｅ

Ｅ２ Ｒｒａｔｅ ｔＣＰＵ ／ ｓ
ｂａｃｋｗａｒｄ Ｅｕｌｅｒ ｉｍｐｌｉｃｔ ｍｅｔｈｏｄ
Ｅ２ Ｒｒａｔｅ ｔＣＰＵ ／ ｓ

ｉｍｐｌｉｃｔ ｍｅｔｈｏｄ
Ｅ２ Ｒｒａｔｅ ｔＣＰＵ ／ ｓ

２００ ３．６３Ｅ－４ － ２．３５ ２．２５Ｅ－３ － ２５８．９３ ２．０１Ｅ－４ － ３５９．８２

４００ ９．３５Ｅ－５ １．９６ ４．６６ １．５９Ｅ－３ ０．５０ ４２９．２８ ５．０６Ｅ－５ １．９９ ６６７．９７

８００ ２．３６Ｅ－５ １．９９ ９．１６ ９．５６Ｅ－４ ０．７３ １ ４８２．４７ １．２７Ｅ－５ １．９９ １ １７０．６２

１ ６００ ５．９１Ｅ－６ ２．００ １８．６４ ５．２６Ｅ－４ ０．８６ ２ ７３８．５２ ３．１７Ｅ－６ ２．００ ２ １８２．１６

３．２　 算例 ２（不同空间迁移率及曲率驱动参数对数值结果的影响）
为探究空间依赖迁移率 Ｍ（ｘ） 与曲率驱动参数 λ 对数值解演化规律的影响，考虑如图 １ 所示的三组迁

移率函数．

（ａ） Ｍ１ （ｂ） Ｍ２ （ｃ） Ｍ３

图 １　 不同的空间迁移率

Ｆｉｇ． １　 Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｐａｔｉａｌｌｙ ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｍｏｂｉｌｉｔｉｅｓ

　 　 Ｍ１（ｘ，ｙ） ＝
０， ｜ ｘ ｜ ≤ １ － ２ｙ， １ ／ ２ ≤ ｙ ≤ １ ／ ２，
１， ｏｔｈｅｒｓ，{

　 　 Ｍ２（ｘ，ｙ） ＝
０， ｘ２ ＋ ｙ２ ≤ ０．６ １ ＋ ０．３ｓｉｎ ４ａｒｃｔａｎ

ｙ
ｘ ＋ １０ －１０

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

１， ｏｔｈｅｒｓ，

ì

î

í

ïï

ïï

　 　 Ｍ３（ｘ，ｙ） ＝ ０， ｘ２ ＋ ｙ２ ≤ ０．６（１ － ０．５ｃｏｓ（５ａｒｃｔａｎ（２（ｙ，ｘ）））），
１， ｏｔｈｅｒｓ，{
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其中 Ｍ１ 描述五棱星形空间迁移率， Ｍ２ 对应四叶形空间迁移率， Ｍ３ 描述三角形空间迁移率．
数值计算中固定空间步长 ｈ ＝ ０．０２， 时间步长 τ ＝ ０．００１， 选取参数 ε ＝ ０．０５， 分别采用不同空间依赖迁

移率 Ｍ（ｘ） 和曲率驱动参数 λ 进行求解的数值结果，分别如图 ２—４ 所示，包括当 λ ＝ ０ 时方程（１）简化为经

典的 ＡＣ 方程时的数值解图像．

（ａ） Ｍ１， Ｔ ＝ ０．２，１，５

（ｂ） Ｍ２， Ｔ ＝ ０．２，１，５

（ｃ） Ｍ３， Ｔ ＝ ０．２，１，５

图 ２　 λ ＝ ０ 时，不同时刻数值解和对应等高线图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｏｒ λ ＝ ０ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｃｏｎｔｏｕｒ ｐｌｏｔｓ

（ａ） Ｍ１， Ｔ ＝ ０．２，１，５

（ｂ） Ｍ２， Ｔ ＝ ０．２，１，５

（ｃ） Ｍ３， Ｔ ＝ ０．２，１，５

图 ３　 λ ＝ １ 时，不同时刻数值解和对应等高线图

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｏｒ λ ＝ １ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｃｏｎｔｏｕｒ ｐｌｏｔｓ

数值解图像表明修正 ＡＣ 方程（１）能够精确捕捉空间依赖迁移率 Ｍ（ｘ） 界面的几何特征．当曲率驱动参

２３９ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２６ 年　 第 ４７ 卷



数 λ ＞ ０ 时，相界面演化呈现界面迁移速率与 λ 呈线性正相关，迁移速率随 λ 增大而增强，能够更快地到达

稳态且获得更好的数值结果．

（ａ） Ｍ１， Ｔ ＝ ０．２，１，５

（ｂ） Ｍ２， Ｔ ＝ ０．２，１，５

（ｃ） Ｍ３， Ｔ ＝ ０．２，１，５

图 ４　 λ ＝ １．５ 时，不同时刻数值解和对应等高线图

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｏｒ λ ＝ １．５ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｃｏｎｔｏｕｒ ｐｌｏｔｓ

３．３　 算例 ３（算子分裂格式稳定性）
本算例旨在验证算子分裂格式（７）在不同时间步长下长时间演化过程中的稳定性表现．固定空间步长 ｈ

＝ ０．０２，λ ＝ ２０， 迁移率取算例 ２ 中的 Ｍ１（ｘ，ｙ）， 其他参数与算例 ２ 相同．为观察不同时间步长对界面变化结

果的影响，分别取 τ ＝ ０．０１，τ ＝ ０．１，τ ＝ １ 演化至时刻 Ｔ ＝ １００．图 ５ 展示了在不同的时间步长 τ ＝ ０．０１，０．１，１
下算子分裂格式（７）演化至时刻 Ｔ ＝ １００ 的数值解．实验结果表明，算子分裂格式（７），即使时间步长 τ ＝ １ 时，
仍然可以保持良好的数值稳定性．

（ａ） τ ＝ ０．０１ （ｂ） τ ＝ ０．１ （ｃ） τ ＝ １

图 ５　 τ ＝ ０．０１，０．１，１ 时， Ｔ ＝ １００ 的数值解与等高线图

Ｆｉｇ． ５　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｃｏｎｔｏｕｒ ｐｌｏｔｓ ａｔ Ｔ ＝ １００ ｆｏｒ τ ＝ ０．０１，０．１，１

４　 结　 　 论

本文提出了一种求解二维修正 ＡＣ 模型的快速显式算子分裂格式．该格式在每一个时间步上，只需求解

两次解析解，两次 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 格式和两个一维线性系统．理论分析表明，所构造的格式在时间和空间方向上

均具有二阶收敛精度．数值结果不仅验证了该格式的有效性，也展示了当修正 ＡＣ 方程具有较大曲率驱动参

数 λ 时，能有效模拟曲率相关的界面运动．

３３９第 ７ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 曹子涵，等： 含平均曲率项的修正 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程的高效算子分裂方法
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