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摘要：　 海洋输送高温油气的管道受管内流体对流换热及内部热源的影响，其管体温度升高，热量也会从管壁面传

递到外部低温海水中，在管道径向及轴向形成温度梯度．本研究采用积分变换方法，对非齐次边界条件下且含热源

的轴对称单层管进行二维瞬态热传导分析．首先，将二维瞬态温度表示为含热源的轴对称一维稳态、滤波齐次二维

稳态及滤波均质二维瞬态温度的组合，并对其进行无量纲处理．其次，依据分离变量方法确定径向、轴向的积分变换

对，对热传导控制方程及边界条件、初始条件进行积分变换处理，分离瞬态温度的时间和空间依赖性，得到关于时

间的一阶线性常微分方程组．最后，通过积分变换对的逆变换确定二维瞬态温度分布的理论解，并将二维瞬态温度

分布与稳态温度分布结果对比验证．在此基础上，研究不同内外 Ｂｉｏｔ 数 （Ｂｉ） 组合、不同热源强度 Ｇ 对管道温度分

布的影响．结果表明：内外 Ｂｉｏｔ 数组合相同且热源强度大的，管道时空维度上的温度梯度及温度值均较大；热源强

度相同但内外 Ｂｉｏｔ 数组合不同时，时空维度上的温度梯度和整体温度分布存在差异；在径向方向和时间维度上，不
同内外 Ｂｉｏｔ 数组合的温度分布曲线存在交点，其温度梯度和温度值相对大小在该点发生变化，但在轴向方向上没

有出现该现象．
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０　 引　 　 言

海洋管道是连接海上油气田与陆上终端的重要纽带，承担着输送油气的重任．在低温高压的深海环境

中，管道内流体温度的降低，可能导致蜡结晶和水合物的生成，引发管道堵塞影响油气的正常输送．空心圆柱

体形式是管道常用工程结构，其热传导问题涉及多个物理机制，包括热传导、热对流以及内部热源的影响．在
实际工程应用中，管道内部可能受到外部热源的加热和冷却作用，同时管道内部也可能存在均匀或非均匀的

热源．此外，管道的几何结构、材料属性以及边界条件的复杂性进一步增加了问题的求解难度．研究空心圆柱

体径向、轴向的二维瞬态热传导问题，准确预测分析管道的温度分布，有助于优化管道的保温设计和热管理

措施，减少热损失或避免热量积聚，提高能源利用效率，并为多层复合管道传热分析提供一定的指导和参考．
在热传导研究领域，国内外学者在管道的传热分析方面取得了一定的研究成果．Ａｚａｄｉ 等［１］ 采用 Ｈｅｒｍｉ⁃

ｔｉａｎ 超有限元方法对具有温度依赖性材料的厚壁功能梯度（ＦＧＭ）圆柱体进行了非线性瞬态传热和热弹性应

力分析．Ｄａｉ 等［２］对具有热障涂层的双层圆筒在径向对称力学和热载荷作用下的热黏弹性动力学行为进行了

研究，并采用有限差分法（ＦＤＭ）、Ｎｅｗｍａｒｋ 法（ＮＭ）和迭代法求解瞬态传热问题．张进等［３］ 采用传热理论与

有限元仿真分析相结合的方法，研究了停输状态下深水相变材料夹层管道的传热特性．吴峰［４］采用有限体积

法对周期性地表温度边界条件下埋地管道传热规律进行了数值模拟，对比分析了有、无保温层，对埋地管道

传热规律的影响．闫思江等［５］利用 ＡＮＳＹＳ 有限元分析软件对供热管道和保温层进行了热损失分析，并结合

热传导的基本理论，比较了二维有限元分析结果、理论值二者之间的差异．许丹等［６］ 针对埋地热油管道停输

过程进行研究，结合有限差分法和有限体积法建立埋地热油管道正常运行及停输过程的非稳态传热模型，考
虑了停输过程原油凝固潜热对温降的影响，数值模拟了埋地热油管道停输温降过程．刘学治［７］对海底输油管

道的稳态及非稳态传热问题及海底输油管道稳定运行时周围海泥温度场进行了模拟计算，在不同工况与环

境的条件下，当某些参数发生变化的时候，模拟出管道周围海泥温度场的分布情况．刘金梅等［８］ 针对高温输

６４０１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２６ 年　 第 ４７ 卷



气管道的结构特点和输送的介质特征，考虑到静压和温度的耦合作用，根据有限元理论，构建了基于稳态热

传导的输气管道热⁃结构耦合模型，分析并揭示了内外管壁温度不同条件下结构性能的变化规律．潘红良［９］

采用有限元分析方法对伴热管道的伴热效果进行了研究，得到了伴热管道的温度分布．崔晓龙等［１０］ 根据热

平衡原理和半无限大区域温度分布公式，利用有限差分法探讨了在外界非稳态环境影响下埋地管道温度场

的变化规律，给出了埋地管道温度场分布．上述学者们采用数值模拟方法分析了空心圆柱体结构在不同环境

下的温度分布，为管道热传导分析研究提供了思路．
在管道热传导的研究中，积分变换技术被广泛应用于处理各种复杂的边界条件和非稳态问题． Ｚａｒｅ

等［１１］利用分离变量法，得到了基于 Ｂｅｓｓｅｌ 函数的新级数并展开热源函数，解决了具有一般热源且处于两个

表面的非均匀混合边界条件下的无限长空心圆柱瞬态传导传热问题．Ｎａｐａｒ’ ｉｎ［１２］ 采用 Ｆｏｕｒｉｅｒ 和 Ｈａｎｋｅｌ 变
换，解决了在第二类边界条件下，产热源沿着外表面的螺旋线运动而引起的空心圆柱内的温度分布问题．Ｙｕ
等［１３］通过引入一定的人工附加热源函数，定义了相应的拟稳态解，将温度场表示为一致收敛的级数解形式，
采用积分变换技术，得到了有限长空心圆柱体在时变体积热源和边界指定热流影响下的非稳态温度分布．
Ｏｚｉｓｉｋ［１４］采用积分变换技术处理均值边界条件下的，考虑径向、轴向耦合下的固体圆柱体的瞬态热传导问

题，得到了瞬态温度分布的解析解．Ｌｉ 和 Ｌａｉ［１５］运用 Ｌａｐｌａｃｅ 变换方法，推导出一般边界条件下的双层复合空

心圆柱热传导的经典解析解，并与 Ｊａｅｇｅｒ 的恒温边界条件解对比，验证了解法的正确性．Ｎｅｋｏｏ［１６］ 针对有限

长空心圆柱扇形区域的热传导问题，应用广义有限 Ｈａｎｋｅｌ 变换、周期 Ｆｏｕｒｉｅｒ、Ｆｏｕｒｉｅｒ 和 Ｌａｐｌａｃｅ 变换方法处

理带有非齐次边界条件的温度控制的非齐次偏微分方程．Ｃａｎ 和 Ｋｅｌｅｓ［１７］考虑了一种实用的空心圆柱和球形

功能梯度材料（ＦＧＭ）的联合方法，采用非 Ｆｏｕｒｉｅｒ 双曲热传导方法，将问题转化为 Ｌａｐｌａｃｅ 域形式及互补函数

法（ＣＦＭ）进行求解，并通过 Ｌａｐｌａｃｅ 逆变换，得到了温度和热通量的瞬态动力学响应．Ａｂｏｕｅｌｒｅｇａｌ［１８］基于分数

阶热传导方程广义热弹性理论的数学模型，通过 Ｌａｐｌａｃｅ 变换方法处理了内表面无牵引力且受到热和机械

冲击的受到恒定热流无限长空心圆柱，并利用 Ｆｏｕｒｉｅｒ 展开技术进行数值反演变换，得到温度分布的解析解．
Ｓｕ 和 ｄｅ Ｃａｓｔｒｏ［１９］采用改进的集总差分模型和广义积分变换技术，对圆管内层流的共轭热传递问题进行了

精确求解，得到温度分布的解析解．学者们采用积分变换技术，研究了空心圆柱体的导热问题，并给出温度分

布的解析解．除此之外，积分变换技术在处理振动问题时，也有其独特的优势，Ａｎ 和 Ｓｕ［ ２０⁃２１］ 利用广义积分变

换技术（ＧＩＴＴ）消除了不同边界条件下梁受迫振动方程的空间变量，得到关于时间的二阶常微分方程组．
尽管有限元法在处理复杂结构和材料中具有优势，但依赖软件模拟的研究对计算资源和效率要求较高，

尤其是在处理二维瞬态问题时．相比之下，理论解不仅能够提供精确的解析表达式，揭示物理过程的关键机

制，还可以作为数值模拟的验证基准．现有研究多集中在简化模型或特定边界条件下的解析方法，而对于包

含非均质边界条件和内部热源的复杂情况，理论解的研究尚需补充．本文旨在针对单层管道的二维瞬态热传

导问题，提出一种系统的理论解法．通过将二维瞬态温度解滤波为一维稳态、二维稳态及二维瞬态的组合，实
现复杂热传导问题的简化．基于经典热传导理论，采用积分变换处理滤波后的二维稳态、瞬态热传导问题，实
现空间与时间变量的解耦，将复杂问题逐步简化为可求解的形式，最终确定管道径向 ／轴向温度分布，并通过

与简化模型（一维稳态、二维稳态）的温度分布对比，验证二维瞬态理论解的准确性．

１　 数 学 模 型

考虑含热源轴对称单层管瞬态二维传热问题，单层管长为 Ｌ，内半径为 ｒｉ 和外半径为 ｒｏ ．在圆柱坐标系

中，含热源单层管的二维瞬态导热控制方程为

　 　 １
ｒ

∂
∂ｒ

ｒ ∂Ｔ
∂ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ∂２Ｔ

∂ｚ２
＋ ｇ

ｋ
＝ １

α
∂Ｔ
∂ｔ

，　 　 ｒｉ ＜ ｒ ＜ ｒｏ， ０ ＜ ｚ ＜ Ｌ， ｔ ＞ ０， （１）

其中，温度场 Ｔ（ ｒ，ｚ，ｔ） 为空间 ｒ，ｚ 和时间 ｔ 的函数；α ＝ ｋ ／ （ρｃ） 为热扩散率， ρ 为管材密度， ｃ 为比热容； ｋ 为

导热系数； ｇ 为内部体积热源．
管道内外表面均有对流传热，管左端侧温度恒定，右端侧绝热，边界条件为

　 　 － ｋ ∂Ｔ
∂ｒ

＝ ｈｆ（Ｔｆ － Ｔ），　 　 ｒ ＝ ｒｉ， （２）

７４０１第 ８ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 朱晓青，等： 基于积分变换方法的含热源海底单层管瞬态导热研究



　 　 － ｋ ∂Ｔ
∂ｒ

＝ ｈ∞（Ｔ － Ｔ∞ ），　 　 ｒ ＝ ｒｏ， （３）

　 　 Ｔ ＝ Ｔ０，　 　 ｚ ＝ ０， （４）

　 　 ∂Ｔ
∂ｚ

＝ ０，　 　 ｚ ＝ Ｌ ． （５）

初始温度条件为

　 　 Ｔ（ ｒ，ｚ，０） ＝ Ｔｉ（ ｒ，ｚ），　 　 ｔ ＝ ０， （６）
其中， ｈｆ，ｈ∞ 分别为内外表面的对流传热系数； Ｔ０ 为单层管左侧的恒定温度； Ｔｆ，Ｔ∞ 分别为管内流体和管道

外流体的温度．
为获取单层管瞬态温度场的解，将瞬态温度场分为含热源的二维稳态解 Ｔｓ（ ｒ，ｚ） 和滤波二维瞬态解

Ｔ∗（ ｒ，ｚ，ｔ） 的组合：
　 　 Ｔ（ ｒ，ｚ，ｔ） ＝ Ｔ∗（ ｒ，ｚ，ｔ） ＋ Ｔｓ（ ｒ，ｚ）， （７）

其中， Ｔｓ（ ｒ，ｚ） ＝ Ｔｓ１（ ｒ） ＋ Ｔｓ２（ ｒ，ｚ），Ｔｓ１（ ｒ） 表示含热源的一维稳态解，Ｔｓ２（ ｒ，ｚ） 表示不含热源的滤波二维稳态

解．图 １ 为含内部热源且内外表面存在对流的单层管．

图 １　 含内部热源且内外表面存在对流的单层管

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｓｉｎｇｌｅ⁃ｌａｙｅｒ ｐｉｐｅ ｗｉｔｈ ｉｎｔｅｒｎａｌ ｈｅａｔ ｓｏｕｒｃｅ ａｎｄ ｓｕｂｊｅｃｔｅｄ ｔｏ ｃｏｎｖｅｃｔｉｏｎ ａｔ ｂｏｔｈ ｓｕｒｆａｃｅｓ

１．１　 无量纲二维瞬态控制方程

引入无量纲变量和参数：

　 　 θ ＝
Ｔ － Ｔ∞

Ｔｆ － Ｔ∞
， η ＝ ｒ

ｒｉ
， ξ ＝ ｚ

Ｌ
， Γ ＝ Ｌ

ｒｉ
， γ ＝

ｒｏ
ｒｉ
， τ ＝ ｔα

ｒ２ｉ
， Ｂｉ１ ＝

ｈｆｒｉ
ｋ

， Ｂｉ２ ＝
ｈ∞ ｒｉ
ｋ

， （８）

其中， θ 为无量纲温度；η 为无量纲半径；ξ 为无量纲轴向坐标；Γ 为管长与管道内半径之比；γ 为单层管外半

径与内半径之比；τ 为无量纲时间项；Ｂｉ１，Ｂｉ２ 分别为单层管内外层的 Ｂｉｏｔ 数，其反映了流体和管壁之间的对

流换热强度相对管壁内部热传导的大小，直接影响管道内部的温度分布和热传导效率．无量纲二维瞬态热传

导控制方程为

　 　 １
η

∂
∂η

η ∂θ
∂η

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

Γ２

∂２θ
∂ξ２

＋ Ｇ ＝ ∂θ
∂τ

，　 　 １ ＜ η ＜ γ ． （９）

无量纲边界条件为

　 　 － ∂θ
∂η

＝ Ｂｉ１（１ － θ），　 　 η ＝ １， （１０）

　 　 － ∂θ
∂η

＝ Ｂｉ２θ，　 　 η ＝ γ， （１１）

　 　 θ ＝ θ０，　 　 ξ ＝ ０， （１２）

　 　 ∂θ
∂ξ

＝ ０，　 　 ξ ＝ １． （１３）
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无量纲初始条件为

　 　 θ（η，ξ，τ） ＝ θｉ（η，ξ），　 　 τ ＝ ０， （１４）
其中， θ（η，ξ，τ） 为无量纲瞬态温度；θ０ ＝ （Ｔ０ － Ｔ∞ ） ／ （Ｔｆ － Ｔ∞ ） 为管左端侧的无量纲温度；θｉ ＝ （Ｔｉ － Ｔ∞ ） ／ （Ｔｆ

－ Ｔ∞ ） 为初始无量纲温度；Ｇ ＝ ｇｒ２ｉ ／ （ｋ（Ｔｆ － Ｔ∞ ）） 为产热项．无量纲二维瞬态温度 θ（η，ξ，τ） 为无量纲二维稳

态温度 θｓ（η，ξ） 和无量纲滤波二维瞬态温度 θ∗（η，ξ，τ） 的组合，对应的二维稳态温度 θｓ（η，ξ） 可进一步表示

为 θｓ１（η） 和 θｓ２（η，ξ） 的组合，则无量纲二维瞬态温度为

　 　 θ（η，ξ，τ） ＝ θｓ１（η） ＋ θｓ２（η，ξ） ＋ θ∗（η，ξ，τ） ． （１５）
① 含热源的无量纲一维稳态温度 θｓ１（η） 的控制方程为

　 　 １
η

ｄ
ｄη η

ｄθｓ１（η）
ｄη

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｇ ＝ ０，　 　 １ ＜ η ＜ γ ． （１６）

无量纲边界条件为

　 　 －
ｄθｓ１（η）

ｄη
＝ Ｂｉ１（１ － θｓ１（η）），　 　 η ＝ １， （１７）

　 　 －
ｄθｓ１（η）

ｄη
＝ Ｂｉ２θｓ１（η），　 　 η ＝ γ ． （１８）

② 滤波后的无量纲二维稳态温度 θｓ２（η，ξ） 控制方程为

　 　 １
η

∂
∂η η

∂θｓ２

∂η
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

Γ２

∂２θｓ２

∂ξ２
＝ ０，　 　 １ ＜ η ＜ γ， ０ ＜ ξ ＜ １． （１９）

边界条件为

　 　 －
∂θｓ２

∂η
＝ － Ｂｉ１θｓ２，　 　 η ＝ １， （２０）

　 　 －
∂θｓ２

∂η
＝ Ｂｉ２θｓ２，　 　 η ＝ γ， （２１）

　 　 θｓ２（η，０） ＝ θ０ － θｓ１（η），　 　 ξ ＝ ０， （２２）

　 　
∂θｓ２（η，ξ）

∂ξ
＝ ０，　 　 ξ ＝ １． （２３）

③ 无量纲滤波二维瞬态温度 θ∗（η，ξ，τ） 控制方程为

　 　 １
η

∂
∂η

η ∂θ∗

∂η
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

Γ２

∂２θ∗

∂ξ２
＝ ∂θ∗

∂τ
，　 　 １ ＜ η ＜ γ， ０ ＜ ξ ＜ １，τ ＞ ０． （２４）

边界条件为

　 　 － ∂θ∗

∂η
＝ － Ｂｉ１θ∗，　 　 η ＝ １， （２５）

　 　 － ∂θ∗

∂η
＝ Ｂｉ２θ∗，　 　 η ＝ γ， （２６）

　 　 θ∗ ＝ ０，　 　 ξ ＝ ０， （２７）

　 　 ∂θ∗

∂ξ
＝ ０，　 　 ξ ＝ １． （２８）

初始条件为

　 　 θ∗（η，ξ，τ） ＝ θｉ（η，ξ） － θｓ（η，ξ），　 　 τ ＝ ０． （２９）
１．２　 径向 η 与轴向 ξ 积分变换对

在处理非稳态、具有复杂边界条件和初始条件的热传导问题时，采用积分变换方法对空间变量进行积分

变换，去除径向、轴向的影响，将原偏微分方程转化为关于时间的常微分方程组．
① 径向 η 积分变换对
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为实现径向 η 方向上的积分变换，径向 η 的特征值问题描述为

　 　 １
η

ｄ
ｄη η

ｄψｉ（η）
ｄη

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ μ２

ｉ ψｉ（η） ＝ ０，　 　 ａ ＜ η ＜ ｂ， （３０）

　 　 ψ′ｉ（η） ＝ Ｂｉ１ψｉ（η），　 　 η ＝ ａ ＝ １， （３１）
　 　 － ψ′ｉ（η） ＝ Ｂｉ２ψｉ（η），　 　 η ＝ ｂ ＝ γ ． （３２）
与特征值 μｉ 相对应的特征函数 ψｉ（η） 为

　 　 ψｉ（η） ＝ Ｊ０（ημｉ） －
Ｂｉ１Ｊ０（ａμｉ） ＋ μＪ１（ａμｉ）
Ｂｉ１Ｙ０（ａμｉ） ＋ μＹ１（ａμｉ）

Ｙ０（ημｉ），　 　 ｉ ＝ １，２，３，…， （３３）

其中，Ｊ０ 和 Ｙ０ 分别为第一类和第二类 Ｂｅｓｓｅｌ 函数；特征值 μｉ 为

　 　 μｉＪ１（ｂμｉ） －
μ２

ｉ Ｊ１（ａμｉ） ＋ Ｂｉ１μｉＪ０（ａμｉ）
Ｂｉ１Ｙ０（ａμｉ） ＋ μｉＹ１（ａμｉ）

Ｙ１（ｂμｉ） ＝

　 　 　 　 Ｂｉ２ Ｊ０（ｂμｉ） －
Ｂｉ１Ｊ０（ａμｉ） ＋ μｉＪ１（ａμｉ）
Ｂｉ１Ｙ０（ａμｉ） ＋ μｉＹ１（ａμｉ）

Ｙ０（ｂμｉ）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （３４）

特征函数值满足以下正交条件：

　 　 ∫γ
１
ηψｉ（η）ψ ｊ（η）ｄη ＝ δｉｊＮｉ， （３５）

这里， δｉｊ 为 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ ｄｅｌｔａ 符号，当 ｉ ≠ ｊ 时，δｉｊ ＝ ０；当 ｉ ＝ ｊ 时，δｉｊ ＝ １．由正交关系式，可得到模 Ｎｉ 的值为

　 　 Ｎｉ ＝ ∫γ
１
ηψ２

ｉ（η）ｄη，　 　 ｉ ＝ １，２，３，… ． （３６）

正交模化特征函数可以定义为

　 　 ψｉ（η） ＝
ψｉ（η）

Ｎｉ

． （３７）

径向 η 的积分变换对为：
正变换

　 　 θ
－

ｉ（ξ） ＝ ∫γ
１
ηψｉ（η）θ（η，ξ）ｄη； （３８）

逆变换

　 　 θｉ（η，ξ） ＝ ∑
∞

ｉ ＝ １
ψｉ（η）θ

－
（ξ） ． （３９）

② 轴向 ξ 积分变换对

轴向 ξ 的特征值问题为

　 　
ｄ２ϕ ｊ（ξ）

ｄξ２
＋ λ２

ｊ ϕ ｊ（ξ） ＝ ０，　 　 ０ ＜ ξ ＜ １， （４０）

　 　 ϕ ｊ（ξ） ＝ ０，　 　 ξ ＝ ０， （４１）

　 　
ｄϕ ｊ（ξ）

ｄξ
＝ ０，　 　 ξ ＝ １． （４２）

与特征值 λ ｊ 相对应的特征函数 ϕ ｊ（ξ） 为

　 　 ϕ ｊ（ξ） ＝ ２ ｓｉｎ（λ ｊξ），　 　 ｊ ＝ １，２，３，…， （４３）
特征值 λ ｊ 为

　 　 λ ｊ ＝ π ｊ － １
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 ｊ ＝ １，２，３，… ． （４４）

同理，满足正交模化条件 ∫１
０
ϕｉ（ξ）ϕ ｊ（ξ）ｄξ ＝ δｉｊ， 积分变换对为：

正变换
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　 　 θ
－

ｉｊ（τ） ＝ ∫１
０
ϕ ｊ（ξ）θ

－

ｉ（ξ，τ）ｄξ； （４５）

逆变换

　 　 θ
－

ｉ（ξ，τ） ＝ ∑
∞

ｊ ＝ １
ϕ ｊ（ξ）θ

－

ｉｊ（τ） ． （４６）

１．３　 无量纲二维瞬态温度场的解析解

① 含热源的无量纲一维稳态解

无量纲一维稳态温度 θｓ１（η） 仅为径向 η 的函数，可直接由式（１６）积分，得到对应解析解为

　 　 θｓ１（η） ＝ ｆ１η２ ＋ ｆ２ ｌｎ（η） ＋ ｆ３， （４７）
其中，系数 ｆ１， ｆ２， ｆ３ 分别为

　 　 ｆ１ ＝ － ａ０Ｇ（γＢｉ２ ＋ Ｂｉ１ ＋ γＢｉ１Ｂｉ２ ｌｎ（γ））， （４８）
　 　 ｆ２ ＝ ａ０γ {Ｂｉ２Ｇ［（γ２ － １）Ｂｉ１ ＋ ２］ ＋ ２γＢｉ１Ｇ － ４Ｂｉ１Ｂｉ２ } ， （４９）
　 　 ｆ３ ＝ ａ０ {Ｇ［γ３Ｂｉ２ ＋ ２（γ２ － １）］ ＋ γＢｉ２ ｌｎ（γ）（Ｂｉ１Ｇ ＋ ４Ｂｉ１ － ２Ｇ） ＋ Ｂｉ１（Ｇ ＋ ４） } ， （５０）

且

　 　 ａ０ ＝ １
４（γＢｉ１Ｂｉ２ ｌｎ（γ） ＋ γＢｉ２ ＋ Ｂｉ１）

． （５１）

② 滤波后无量纲二维稳态解

为获得滤波后的无量纲二维稳态温度解，采用 ∫γ
１
－ηψｉ（η）ｄη 算子对方程（１９）两边进行变换，考虑径向

特征关系得到简化后的方程为

　 　 － μ２
ｉ θ
－

ｉ（ξ） ＋ １
Γ２

ｄ２θ
－

ｉ（ξ）
ｄξ２

＝ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，３，… ． （５２）

方程（５２）的解为

　 　 θ
－

ｉ（ξ） ＝ ｃ１ｅΓμｉξ ＋ ｃ２ｅ
－Γμｉξ ． （５３）

方程（５２）的未知系数由采用 ∫γ
１
－ηψｉ（η）ｄη 算子处理后的边界条件（２２）、（２３）确定，则系数 ｃ１ 和 ｃ２ 分

别为

　 　 ｃ１ ＝
ｅ －Γμｉ∫γ

１
ηψｉ（η）（θ０ － θｓ１（η））ｄη

ｅΓμｉ ＋ ｅ －Γμｉ
， ｃ２ ＝

ｅΓμｉ∫γ
１
ηψｉ（η）（θ０ － θｓ１（η））ｄη

ｅΓμｉ ＋ ｅ －Γμｉ
． （５４）

通过径向 η 积分变换对的逆变换，得到滤波后的二维稳态解：

　 　 θｓ２（η，ξ） ＝ ∑
∞

ｉ ＝ １
ψｉ（η）θ

－

ｉ（ξ） ＝ ∑
∞

ｉ ＝ １
ψｉ（η）（ｃ１ｅΓμｉξ ＋ ｃ２ｅ

－Γμｉξ）， （５５）

可得无量纲稳态温度 θｓ（η，ξ） 解为

　 　 θｓ（η，ξ） ＝ ｆ１η２ ＋ ｆ２ ｌｎ（η） ＋ ｆ３ ＋ ∑
∞

ｉ ＝ １
ψｉ（η）（ｃ１ｅΓμｉξ ＋ ｃ２ｅ

－Γμｉξ） ． （５６）

③ 滤波后无量纲二维瞬态解

为消除滤波无量纲二维瞬态控制方程中的径向项，采用 ∫γ
１
－ηψｉ（η）ｄη 算子分别对式（２４）、（２５）、（２６）

进行变换，并考虑径向的特征关系得到

　 　 － μ２
ｉ θ
－

ｉ（ξ，τ） ＋ １
Γ２

∂２θ
－

ｉ（ξ，τ）
∂ξ２

＝
∂θ

－

ｉ（ξ，τ）
∂τ

，　 　 ｉ ＝ １，２，３，… ． （５７）

变换后的边界条件为

　 　 θ
－

ｉ（０，τ） ＝ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，…，∞ ， （５８）
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∂θ

－

ｉ（１，τ）
∂ξ

＝ ０，　 　 ｉ ＝ １，２，…，∞ ． （５９）

变换后的初始条件为

　 　 θ
－

ｉ（ξ，τ） ＝ ∫γ
１
ηψｉ（η）（θｉ － θｓ（η，ξ））ｄη，　 　 τ ＝ ０． （６０）

同理，采用 ∫１
０
－ϕ ｊ（ξ）ｄξ 算子对方程（５７）进行变换，消除方程中轴向 ξ 项，并将式（４１）、（４２）、（５８）、

（５９）代入，得到时间的一阶常系数线性齐次微分方程：

　 　 － μ２
ｉ ＋ １

Γ２ λ
２
ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ θ

－

ｉｊ（τ） ＝
ｄθ

－

ｉｊ（τ）
ｄτ

． （６１）

变换后的初始条件为

　 　 θ
－

ｉｊ（０） ＝ ∫γ
１
ηψｉ（η） ∫１

０
ϕ ｊ（ξ）（θｉ（η，ξ） － θｓ（η，ξ））ｄξ( ) ｄη ＝ Ｆ ｉｊ，　 　 ｉ，ｊ ＝ １，２，３，… ． （６２）

经常数变易法确定的常系数线性齐次微分方程（６１）的解为

　 　 θ
－

ｉｊ（τ） ＝ Ｃ ｉｊｅ
－（μ２ｉ ＋λ２ｊ ／ Γ２）τ， （６３）

系数 Ｃ ｉｊ 可由 τ ＝ ０ 的初始条件确定，并满足 Ｃ ｉｊ ＝ Ｆ ｉｊ 条件．通过径向和轴向积分变换对的逆变换，反演得到滤

波后的瞬态温度场的解：

　 　 θ∗（η，ξ，τ） ＝ ∑
∞

ｉ ＝ １
∑
∞

ｊ ＝ １
ψｉ（η）ϕ ｊ（ξ）θ

－

ｉｊ（τ） ． （６４）

④ 轴对称管道的二维瞬态温度解

依据式（１５）的滤波解的组合，无量纲二维瞬态温度分布 θ（η，ξ，τ） 为二维稳态温度解（５６）与滤波后的

二维瞬态温度式（６４）的叠加：
　 　 θ（η，ξ，τ） ＝ θｓ（η，ξ） ＋ θ∗（η，ξ，τ） ＝

　 　 　 　 ｆ１η２ ＋ ｆ２ ｌｎ（η） ＋ ｆ３ ＋ ∑
∞

ｉ ＝ １
ψｉ（η）（ｃ１ｅΓμｉξ ＋ ｃ２ｅ

－Γμｉξ） ＋

　 　 　 　 ∑
∞

ｉ ＝ １
∑
∞

ｊ ＝ １
ψｉ（η）ϕ ｊ（ξ）（Ｆ ｉｊｅ

－（μ２ｉ ＋λ２ｊ ／ Γ２）τ） ． （６５）

结合温度的无量纲变化，可将无量纲的轴对称二维瞬态温度转换为带量纲的温度 Ｔ（ ｒ，ｚ，ｔ）， 含有稳定

热源的二维瞬态温度分布为

　 　 Ｔ（ ｒ，ｚ，ｔ） ＝ θ
ｒ
ｒｉ
， ｚ
Ｌ
，ｔα
ｒ２ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ （Ｔｆ － Ｔ∞ ） ＋ Ｔ∞ ， （６６）

其中，含热源径向一维稳态控制方程，可直接调用 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ 软件中的 ＤＳｏｌｖｅ 函数进行解析求解．对于二维

稳态热传导问题，先对控制方程进行径向积分变换，将其降维为轴向常微分方程，再调用 ＤＳｏｌｖｅ 求出变换域

解，最后通过径向逆变换重构二维稳态温度场解析解．针对滤波后的二维瞬态控制方程，则依次进行径向积

分变换、轴向积分变换，将原偏微分方程化为时间域的常微分方程；结合初始条件后，再利用 ＤＳｏｌｖｅ 求解，最
终经轴向、径向双重逆变获得二维瞬态温度场完备解析解．

２　 结果与讨论

针对上述非齐次边界条件下含热源单层管的二维瞬态热传导问题， 基于积分变换方法得到管体二维瞬

态温度的解析表达式，可分析管体的径向、轴向与瞬态温度分布．为验证该解析模型的计算精度，给出一组管

道的参数开展算例验证，其中管道内半径为 ｒｉ ＝ ０．０５ ｍ，外半径为 ｒ０ ＝ ０．１ ｍ，密度 ρ ＝ ９５０ ｋｇ ／ ｍ３，比热容 ｃ ＝
２ ２２０ Ｊ ／ （ｋｇ·Ｋ）．热导率 ｋ ＝ ０．２７ Ｗ ／ （ｍ·Ｋ）， 内部热源泉 Ｇ ＝ ４１８ Ｗ ／ ｍ３，管道左端温度恒度 Ｔ０ ＝ ９５ ℃，管内

外壁与流体的对流换热系数分别为 ｈｆ ＝ ５．４ Ｗ ／ （ｍ２·Ｋ）， ｈ∞ ＝ ５４ Ｗ ／ （ｍ２·Ｋ）．管体初始温度与海水温度近似

相同，海水温度恒定为 Ｔ∞ ＝ ４ ℃ ．假设原油开始输送 ｔ ＝ ０ 时，内部流体温度瞬间升高至恒温 Ｔｆ ＝ １３０ ℃，且随

着时间的推移，管体温度逐渐升高并达到稳定温度分布．
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２．１　 准确性分析

在管道的热传导中，稳态温度表征系统达到热平衡后的最终状态，稳态温度代表了系统在长时间后的稳

定状态，而瞬态温度分布则描述系统随时间演化的动态过程．根据热传导理论，当时间趋于无穷大时，二维瞬

态温度分布将渐近收敛至稳态温度分布．图 ２ 给出无量纲温度 θ沿径向⁃轴向位置的空间分布演化、径向位置

固定时随时间的变化及轴向位置固定时温度⁃时间响应特性，共同揭示管道内部瞬态热传导的多维动力学行

为．无量纲温度分布是在内部热源 Ｇ ＝ ０．０３０ ７， 内外 Ｂｉｏｔ 数组合 （Ｂｉ１ ＝ １，Ｂｉ２ ＝ １０）， 管道左端无量纲温度 θ０

＝ ０．７２２ ２，内部流体无量纲温度 θｆ ＝ １，管道外径径向比率 ｂ ＝ ２ 和积分变换截断阶数 Ｎ ＝ ２０ 状态下的结果．
图 ２（ａ）、２（ｂ）、２（ｃ）分别给出 τ ＝ １０４ 时温度沿厚度方向（径向）和轴向的分布特征； τ ＝ ０ ～ ２００ 期间管道厚

度方向的瞬态温度演化过程及 τ ＝ ０ ～ ５ 期间管道轴向瞬态温度响应，其中图 ２（ｃ）采用精细化时间跨度凸显

轴向温升细节．
将二维瞬态无量纲温度分布与相同边界条件下求得的一维稳态和二维稳态温度分布进行对比，验证其

准确性．在二维瞬态温度分布验证过程中，首先求解相同边界条件下的一维径向热传导的稳态解，并将其与

二维瞬态解在相同边界条件下的结果进行对比，验证轴对称二维瞬态解在厚度方向（径向）的准确性．同理，
以同边界条件下的二维稳态解（径向⁃轴向联合分布）为基准场，验证二维瞬态温度在两个空间坐标上的整

体准确性．如图 ３（ａ）、３（ｂ）所示，在相同边界条件下，一维稳态、二维稳态及二维瞬态沿厚度方向的温度分布

相同，二维稳态、二维瞬态沿轴向的温度分布也相同，验证了积分变换方法在处理含热源的轴对称单层管二

维瞬态热传导中的准确性．

（ａ） τ ＝ １０４ 时的管体沿厚度及轴向温度分布

（ａ） Ｔｈｅ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｔｈｒｏｕｇｈ ｔｈｅ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ａｎｄ ｉｎ ｔｈｅ ａｘｉａｌ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｐｉｐｅ ｆｏｒ τ ＝ １０４

（ｂ） ξ ＝ ０．５ 时的管体随时间及厚度温度分布

（ｂ） Ｔｈｅ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｖｅｒ ｔｉｍｅ ａｎｄ ｔｈｒｏｕｇｈ ｔｈｅ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｆｏｒ ξ ＝ ０．５
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（ｃ） η ＝ １．５ 时的管体随时间及轴向温度分布

（ｃ） Ｔｈｅ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｖｅｒ ｔｉｍｅ ａｎｄ ｉｎ ｔｈｅ ａｘｉａｌ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｆｏｒ η ＝ １．５
图 ２　 单层管二维瞬态无量纲温度的空间和时间分布

Ｆｉｇ． ２　 Ｓｐａｔｉｏｔｅｍｐｏｒａｌ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ２Ｄ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｔｒａｎｓｉｅｎｔ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｓ ｉｎ ａ ｓｉｎｇｌｅ⁃ｌａｙｅｒ ｐｉｐｅ

（ａ） 径向温度分布 （ｂ） 轴向温度分布

（ａ） Ｒａｄｉａｌ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ （ｂ） Ａｘｉａｌ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ
图 ３　 无量纲瞬态温度与稳态温度分布对比

Ｆｉｇ． ３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｔｒａｎｓｉｅｎｔ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｓ ａｎｄ ｓｔｅａｄｙ⁃ｓｔａｔｅ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ

２．２　 收敛性分析

考虑内部热源 Ｇ ＝ ０．０３０ ７， Ｂｉｏｔ 数组合 （Ｂｉ１ ＝ １，Ｂｉ２ ＝ １０）， 内部流体无量纲温度 θｆ ＝ １，管道左端的无

量纲温度 θ０ ＝ ０．７２２ ２，管道外径径向比率 ｂ ＝ ２ 等条件下，给出不同截断阶数 Ｎ ＝ ２０，２５，３０，３５，４０ 时， 厚度

位置 η ＝ １．２，１．５，１．６，１．８，２．０、 轴向位置 ξ ＝ ０．００１，０．００２，０．００５，０．０１，０．１在五个无量纲时间 τ ＝ ０．１，０．３，０．５，
０．７，０．９ 上的温度变化，如表 １、表 ２ 和表 ３ 所示．表 １ 中，随着截断项阶数的增加，无量纲温度逐渐趋于稳定，
在 τ ＝ １０４、轴向位置 ξ ＝ ０．００１、截断阶数 Ｎ ＝ ４０ 时，位置 η ＝ １．２ 处温度收敛至小数点后三位； 位置 η ＝ １．５，
η ＝ １．６处的温度均收敛至四位小数；位置η ＝ １．８，η ＝ ２．０处的温度分别收敛至两位小数、一位小数．在相同无

量纲时间、 轴向位置 ξ ＝ ０．００２ 处， 厚度位置 η ＝ １．２，１．５，１．６，１．８ 在截断阶数 Ｎ ＝ ３０ 时的温度均已收敛至四

位小数， 但在位置 η ＝ ２．０处， 对应Ｎ ＝ ４０的截断阶数温度仅收敛至三位小数．在相同无量纲时间、 轴向位置

ξ ＝ ０．００５，０．０１，０．１ 时，五个径向位置处的温度均在截断项阶数 Ｎ ＝ ２０ 时收敛至四位小数．由表 ２ 可知，在 τ ＝
０．１、位置 ξ ＝ ０．５ 处， 考虑 η ＝ １．２，１．５，１．６，１．８ 四个位置， 其在截断阶数 Ｎ ＝ ４０ 的无量纲温度均收敛至三位

小数， 在 η ＝ ２．０处则收敛至四位小数．在 τ ＝ ０．３和 τ ＝ ０．５时， 分析点位的温度在截断项阶数 Ｎ ＝ ２５时已收

敛至四位小数．当 τ ＞ ０．５ 时， 空间位置处温度在截断阶数 Ｎ ＝ ２０ 时已收敛至四位小数．表 ３ 中，在 τ ＝ ０．１、η
＝ １．５ 处，轴向位置 ξ ＝ ０．００１ 的温度在截断阶数 Ｎ ＝ ４０ 时收敛至三位小数，在 ξ ＝ ０．００５ 和 ξ ＝ ０．０１ 时收敛至

４５０１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２６ 年　 第 ４７ 卷



两位小数，而在 ξ ＝ ０．００２ 和 ξ ＝ ０．１ 时收敛至一位小数．在 τ ＝ ０．３，０．５，０．７，０．９、η ＝ １．５ 处，温度在 Ｎ ＝ ３５ 时

均收敛至四位小数，且随着 ξ 的增大，在小截断阶数下的温度即可收敛至三位小数乃至四位小数．通过对不

同截断阶数、不同空间位置处温度的收敛性分析，近端面及内外表面的收敛性相对其他位置的收敛性较差，
Ｎ ＝ ３５ 的无量纲温度均已收敛，以截断阶数 Ｎ ＝ ３５ 进行后续参数分析．

表 １　 不同截断项阶数和 τ ＝ １０４ 时，管道不同位置处的无量纲温度 θ（η，ξ，τ）

Ｔａｂｌｅ １　 Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｓ θ（η，ξ，τ） ａｔ ｓｐａｔｉａｌ ｌｏｃａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｉｐｅ ｆｏｒ ｖａｒｙｉｎｇ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ ｏｒｄｅｒｓ ａｔ ｆｉｘｅｄ ｔｉｍｅ τ ＝ １０４

η １．２ １．５ １．６ １．８ ２．０

ξ ＝ ０．００１

Ｎ ＝ ２０ ０．７１３ ８ ０．７０６ ０ ０．７０２ １ ０．６８６ ８ ０．５１３ ２

Ｎ ＝ ２５ ０．７１４ ２ ０．７０６ ９ ０．７０２ ５ ０．６８８ ４ ０．５１７ ０

Ｎ ＝ ３０ ０．７１４ ４ ０．７０６ ８ ０．７０２ ７ ０．６８７ ６ ０．５１８ ８

Ｎ ＝ ３５ ０．７１４ ４ ０．７０６ ６ ０．７０２ ８ ０．６８８ ０ ０．５１９ ８

Ｎ ＝ ４０ ０．７１４ ５ ０．７０６ ６ ０．７０２ ８ ０．６８７ ８ ０．５２０ ３

ξ ＝ ０．００２

Ｎ ＝ ２０ ０．７０６ ６ ０．６９１ ０ ０．６８３ ４ ０．６５３ ６ ０．４２５ １

Ｎ ＝ ２５ ０．７０６ ７ ０．６９１ ２ ０．６８３ ５ ０．６５４ ０ ０．４２６ １

Ｎ ＝ ３０ ０．７０６ ８ ０．６９１ ２ ０．６８３ ６ ０．６５３ ９ ０．４２６ ４

Ｎ ＝ ３５ ０．７０６ ８ ０．６９１ ２ ０．６８３ ６ ０．６５３ ９ ０．４２６ ５

Ｎ ＝ ４０ ０．７０６ ８ ０．６９１ ２ ０．６８３ ６ ０．６５３ ９ ０．４２６ ６

ξ ＝ ０．００５

Ｎ ＝ ２０ ０．６８３ ４ ０．６４５ ２ ０．６２６ ９ ０．５５８ ２ ０．２８０ ６

Ｎ ＝ ２５ ０．６８３ ４ ０．６４５ ２ ０．６２６ ９ ０．５５８ ２ ０．２８０ ６

Ｎ ＝ ３０ ０．６８３ ４ ０．６４５ ２ ０．６２６ ９ ０．５５８ ２ ０．２８０ ６

Ｎ ＝ ３５ ０．６８３ ４ ０．６４５ ２ ０．６２６ ９ ０．５５８ ２ ０．２８０ ６

Ｎ ＝ ４０ ０．６８３ ４ ０．６４５ ２ ０．６２６ ９ ０．５５８ ２ ０．２８０ ６

ξ ＝ ０．０１

Ｎ ＝ ２０ ０．６４３ ８ ０．５７２ ８ ０．５３９ ７ ０．４３０ ０ ０．１７７ ０

Ｎ ＝ ２５ ０．６４３ ８ ０．５７２ ８ ０．５３９ ７ ０．４３０ ０ ０．１７７ ０

Ｎ ＝ ３０ ０．６４３ ８ ０．５７２ ８ ０．５３９ ７ ０．４３０ ０ ０．１７７ ０

Ｎ ＝ ３５ ０．６４３ ８ ０．５７２ ８ ０．５３９ ７ ０．４３０ ０ ０．１７７ ０

Ｎ ＝ ４０ ０．６４３ ８ ０．５７２ ８ ０．５３９ ７ ０．４３０ ０ ０．１７７ ０

ξ ＝ ０．１

Ｎ ＝ ２０ ０．３４２ ９ ０．２１２ ４ ０．１７３ ２ ０．１００ ０ ０．０３２ ５

Ｎ ＝ ２５ ０．３４２ ９ ０．２１２ ４ ０．１７３ ２ ０．１００ ０ ０．０３２ ５

Ｎ ＝ ３０ ０．３４２ ９ ０．２１２ ４ ０．１７３ ２ ０．１００ ０ ０．０３２ ５

Ｎ ＝ ３５ ０．３４２ ９ ０．２１２ ４ ０．１７３ ２ ０．１００ ０ ０．０３２ ５

Ｎ ＝ ４０ ０．３４２ ９ ０．２１２ ４ ０．１７３ ２ ０．１００ ０ ０．０３２ ５

表 ２　 不同截断项阶数和 ξ ＝ ０．５ 时，管道不同时间无量纲径向温度 θ（η，ξ，τ）

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｒａｄｉａｌ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｓ θ（η，ξ，τ） ａｔ ａｘｉａｌ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ξ ＝ ０．５ ｆｏｒ ｖａｒｙｉｎｇ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ ｏｒｄｅｒｓ ａｎｄ ｔｉｍｅｓ

η １．２ １．５ １．６ １．８ ２．０

τ ＝ ０．１

Ｎ ＝ ２０ ０．１３５ ３ ０．０４３ ９ ０．０２８ ９ ０．０１１ ８ ０．００３ ３

Ｎ ＝ ２５ ０．１３１ ４ ０．０４０ ５ ０．０２６ ０ ０．００９ ９ ０．００２ ７

Ｎ ＝ ３０ ０．１３０ ４ ０．０３９ ６ ０．０２５ ２ ０．００９ ４ ０．００２ ５

Ｎ ＝ ３５ ０．１３１ ２ ０．０４０ ３ ０．０２５ ８ ０．００９ ８ ０．００２ ７

Ｎ ＝ ４０ ０．１３１ ４ ０．０４０ ４ ０．０２５ ９ ０．００９ ９ ０．００２ ７

τ ＝ ０．３

Ｎ ＝ ２０ ０．２４２ ９ ０．１２６ ７ ０．０９８ ４ ０．０５２ ６ ０．０１６ ５

Ｎ ＝ ２５ ０．２４２ ７ ０．１２６ ５ ０．０９８ ２ ０．０５２ ５ ０．０１６ ５

Ｎ ＝ ３０ ０．２４２ ７ ０．１２６ ５ ０．０９８ ２ ０．０５２ ５ ０．０１６ ５

Ｎ ＝ ３５ ０．２４２ ７ ０．１２６ ５ ０．０９８ ２ ０．０５２ ５ ０．０１６ ５

Ｎ ＝ ４０ ０．２４２ ７ ０．１２６ ５ ０．０９８ ２ ０．０５２ ５ ０．０１６ ５

接续表　
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续表　

η １．２ １．５ １．６ １．８ ２．０

τ ＝ ０．５

Ｎ ＝ ２０ ０．２９０ ６ ０．１６７ ５ ０．１３４ ０ ０．０７５ １ ０．０２４ １

Ｎ ＝ ２５ ０．２９０ ６ ０．１６７ ４ ０．１３３ ９ ０．０７５ １ ０．０２４ １

Ｎ ＝ ３０ ０．２９０ ６ ０．１６７ ４ ０．１３３ ９ ０．０７５ １ ０．０２４ １

Ｎ ＝ ３５ ０．２９０ ６ ０．１６７ ４ ０．１３３ ９ ０．０７５ １ ０．０２４ １

Ｎ ＝ ４０ ０．２９０ ６ ０．１６７ ４ ０．１３３ ９ ０．０７５ １ ０．０２４ １

τ ＝ ０．７

Ｎ ＝ ２０ ０．３１２ ５ ０．１８６ ３ ０．１５０ ４ ０．０８５ ５ ０．０２７ ６

Ｎ ＝ ２５ ０．３１２ ５ ０．１８６ ３ ０．１５０ ４ ０．０８５ ５ ０．０２７ ６

Ｎ ＝ ３０ ０．３１２ ５ ０．１８６ ３ ０．１５０ ４ ０．０８５ ５ ０．０２７ ６

Ｎ ＝ ３５ ０．３１２ ５ ０．１８６ ３ ０．１５０ ４ ０．０８５ ５ ０．０２７ ６

Ｎ ＝ ４０ ０．３１２ ５ ０．１８６ ３ ０．１５０ ４ ０．０８５ ５ ０．０２７ ６

τ ＝ ０．９

Ｎ ＝ ２０ ０．３２２ ６ ０．１９４ ９ ０．１５７ ９ ０．０９０ ３ ０．０２９ ２

Ｎ ＝ ２５ ０．３２２ ６ ０．１９４ ９ ０．１５７ ９ ０．０９０ ３ ０．０２９ ２

Ｎ ＝ ３０ ０．３２２ ６ ０．１９４ ９ ０．１５７ ９ ０．０９０ ３ ０．０２９ ２

Ｎ ＝ ３５ ０．３２２ ６ ０．１９４ ９ ０．１５７ ９ ０．０９０ ３ ０．０２９ ２

Ｎ ＝ ４０ ０．３２２ ６ ０．１９４ ９ ０．１５７ ９ ０．０９０ ３ ０．０２９ ２

表 ３　 不同截断项阶数和 η ＝ １．５ 时，管道不同时间无量纲轴向温度 θ（η，ξ，τ）

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ａｘｉａｌ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｓ θ（η，ξ，τ） ａｔ ｒａｄｉａｌ ｐｏｓｉｔｉｏｎ η ＝ １．５ ｆｏｒ ｖａｒｙｉｎｇ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ ｏｒｄｅｒｓ ａｎｄ ｔｉｍｅｓ

ξ ０．００１ ０．００２ ０．００５ ０．０１ ０．１

τ ＝ ０．１

Ｎ ＝ ２０ ０．６９７ ８ ０．６７４ ７ ０．６０４ ７ ０．４９３ １ ０．０５４ ２

Ｎ ＝ ２５ ０．６９７ ５ ０．６７２ ４ ０．５９８ ５ ０．４８１ ５ ０．０４３ ７

Ｎ ＝ ３０ ０．６９６ ７ ０．６７１ ０ ０．５９５ ０ ０．４７５ １ ０．０３７ ７

Ｎ ＝ ３５ ０．６９６ １ ０．６７０ ２ ０．５９３ ３ ０．４７２ １ ０．０３９ ７

Ｎ ＝ ４０ ０．６９６ ０ ０．６６９ ９ ０．５９２ ５ ０．４７０ ８ ０．０４０ ７

τ ＝ ０．３

Ｎ ＝ ２０ ０．７０３ ７ ０．６８６ ５ ０．６３４ ０ ０．５５０ ７ ０．１２９ ７

Ｎ ＝ ２５ ０．７０４ ６ ０．６８６ ６ ０．６３３ ８ ０．５５０ ２ ０．１２９ ３

Ｎ ＝ ３０ ０．７０４ ５ ０．６８６ ６ ０．６３３ ７ ０．５５０ １ ０．１２９ ３

Ｎ ＝ ３５ ０．７０４ ３ ０．６８６ ５ ０．６３３ ７ ０．５５０ １ ０．１２９ ３

Ｎ ＝ ４０ ０．７０４ ３ ０．６８６ ５ ０．６３３ ７ ０．５５０ １ ０．１２９ ３

τ ＝ ０．５

Ｎ ＝ ２０ ０．７０５ ２ ０．６８９ ５ ０．６４１ ５ ０．５６５ ４ ０．１７５ ０

Ｎ ＝ ２５ ０．７０６ ２ ０．６８９ ７ ０．６４１ ５ ０．５６５ ４ ０．１７５ ０

Ｎ ＝ ３０ ０．７０６ １ ０．６８９ ７ ０．６４１ ５ ０．５６５ ４ ０．１７５ ０

Ｎ ＝ ３５ ０．７０５ ９ ０．６８９ ７ ０．６４１ ５ ０．５６５ ４ ０．１７５ ０

Ｎ ＝ ４０ ０．７０５ ９ ０．６８９ ７ ０．６４１ ５ ０．５６５ ４ ０．１７５ ０

τ ＝ ０．７

Ｎ ＝ ２０ ０．７０５ ７ ０．６９０ ４ ０．６４３ ８ ０．５７０ １ ０．１９６ ０

Ｎ ＝ ２５ ０．７０６ ７ ０．６９０ ７ ０．６４３ ８ ０．５７０ １ ０．１９６ ０

Ｎ ＝ ３０ ０．７０６ ６ ０．６９０ ６ ０．６４３ ８ ０．５７０ １ ０．１９６ ０

Ｎ ＝ ３５ ０．７０６ ４ ０．６９０ ６ ０．６４３ ８ ０．５７０ １ ０．１９６ ０

Ｎ ＝ ４０ ０．７０６ ４ ０．６９０ ６ ０．６４３ ８ ０．５７０ １ ０．１９６ ０

τ ＝ ０．９

Ｎ ＝ ２０ ０．７０５ ９ ０．６９０ ７ ０．６４４ ７ ０．５７１ ７ ０．２０５ ３

Ｎ ＝ ２５ ０．７０６ ８ ０．６９１ ０ ０．６４４ ７ ０．５７１ ７ ０．２０５ ３

Ｎ ＝ ３０ ０．７０６ ７ ０．６９１ ０ ０．６４４ ７ ０．５７１ ７ ０．２０５ ３

Ｎ ＝ ３５ ０．７０６ ５ ０．６９０ ９ ０．６４４ ７ ０．５７１ ７ ０．２０５ ３

Ｎ ＝ ４０ ０．７０６ ５ ０．６９０ ９ ０．６４４ ７ ０．５７１ ７ ０．２０５ ３

２．３　 参数分析

内部热源是影响管道温度分布的主要影响因素，热源的强度、位置和分布形式会直接影响管道的温度分
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布，导致管道局部或者整体的温度升高，形成非均匀的温度场．假定热源均匀且稳定，仅考虑热源强度对管道

温度分布的影响，从空间和时间维度讨论热源强度 Ｇ ＝ ０，１ 时管道温度分布．在管道内外对流同时存在的情况

下，内外 Ｂｉｏｔ 数共同影响管道的传热过程，当 Ｂｉ１ 和Ｂｉ２ 都较大时，管道内外的对流换热都很强，热量能够快速地

从管道内部传递到外部环境，或从环境传递到管道内部，此时管道的传热效率较高．相反，当 Ｂｉ１ 和 Ｂｉ２ 都较小

时，则热量传递过程中的热阻主要集中在对流换热环节，管道的传热效率较低，管壁内外侧的温度差异较小．若
内 Ｂｉｏｔ 数 Ｂｉ１ 较大，说明流体与管壁的对流换热较强，流体的热量更容易传递到管壁内部，管壁内侧的温度会更

接近流体的温度．同理，当 Ｂｉ２ 较大时，环境对管壁的冷却或加热作用更强，管壁外侧的温度会更接近环境温度．
据此，讨论不同内外 Ｂｉｏｔ 数组合，管道在径向、轴向空间及时间维度上的温度分布，给出了六种不同 Ｂｉｏｔ 数
组合，分别为 （Ｂｉ１ ＝ ０．４，Ｂｉ２ ＝ ４）（Ｂｉ１ ＝ ４，Ｂｉ２ ＝ ４）（Ｂｉ１ ＝ １，Ｂｉ２ ＝ １０）（Ｂｉ１ ＝ ２，Ｂｉ２ ＝ ２０）（Ｂｉ１ ＝ ６，Ｂｉ２ ＝
６０）（Ｂｉ１ ＝ １０，Ｂｉ２ ＝ １０） ．两种热源强度及六组 Ｂｉｏｔ 数组合空间及时间维度的温度分布，如图 ４ 所示．

图 ４（ａ）、４（ｂ）分别展示了热源强度 Ｇ ＝ ０ 和 Ｇ ＝ １ 的径向温度分布．在相同 Ｂｉｏｔ 数组合条件下，热源强度

Ｇ ＝ １ 对应的厚度方向温度分布曲线均位于热源强度 Ｇ ＝ ０ 的曲线上方，表明热源强度的增加导致管体沿径向

的温度整体升高．热源强度相同时，管道径向温度分布因 Ｂｉｏｔ 数组合的不同存在差异．外部 Ｂｉｏｔ 数固定，增大内

部 Ｂｉｏｔ 数将导致近内壁区域的径向温度梯度增大．当 Ｂｉ２ ／ Ｂｉ１ ＝ １０ 时，Ｂｉｏｔ 数值较大的组合在 η ＜ １．５２５ 位置

处表现出更高的温度值及温度梯度，但在 η ＞ １．５２５ 沿径向的温度变化率随 Ｂｉｏｔ 数的增加而减小；当 Ｂｉ２ ／ Ｂｉ１
＝ １ 且内外 Ｂｉｏｔ 数绝对数值较大时，小于临界半径 η ＝ １．４ 的温度梯度及温度值均较大，大于临界半径的二者

均减小．图 ４（ｃ）、４（ｄ）表明，相同 Ｂｉｏｔ 数组合下，轴向温度演化趋势与径向分布具有相似性，热源强度大的提

升轴向整体温度．当热源强度 Ｇ 及外部 Ｂｉｏｔ 数 Ｂｉ２ 相同，内部 Ｂｉｏｔ 数 Ｂｉ１ 增大，轴向温度梯度减小，但稳定温度

值升高，且其与相同条件下的径向温度响应趋势相反；当 Ｂｉ２ ／ Ｂｉ１ ＝ １ 且数值较大时，热源强度 Ｇ ＝ ０ 的温度梯

度小但稳定温度值高，但在热源 Ｇ ＝ １ 时，温度梯度大且稳态温度低，表明热源存在性反转了温度分布特性．

（ａ） τ ＝ １０４， ξ ＝ ０．００５， Ｇ ＝ ０ （ｂ） τ ＝ １０４， ξ ＝ ０．００５， Ｇ ＝ １

（ｃ） τ ＝ １０４， η ＝ １．５， Ｇ ＝ ０ （ｄ） τ ＝ １０４， η ＝ １．５， Ｇ ＝ １

７５０１第 ８ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 朱晓青，等： 基于积分变换方法的含热源海底单层管瞬态导热研究



（ｅ） η ＝ １．５， ξ ＝ ０．００５， Ｇ ＝ ０ （ｆ） η ＝ １．５， ξ ＝ ０．００５， Ｇ ＝ １
图 ４　 不同 Ｂｉｏｔ 数组合和热源强度下的时空维度温度分布

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｉｎ ｓｐａｔｉａｌ ａｎｄ ｔｅｍｐｏｒａｌ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎｓ
ｏｆ Ｂｉｏｔ ｎｕｍｂｅｒｓ ａｎｄ ｈｅａｔ ｓｏｕｒｃｅ ｉｎｔｅｎｓｉｔｉｅｓ

图 ４（ｅ）、４（ｆ）给出位置 （η ＝ １．５，ξ ＝ ０．００５） 在无量纲时间域 τ ＝ ０ ～ １．８ 的温度演化过程，管道预热初

期出现明显的时间温度梯度，随后温度渐近趋近稳态．在相同 Ｂｉｏｔ 数组合下，热源强度增大会同时提高升温

速率与稳定温度值．固定热源强度与外部 Ｂｉｏｔ 数 Ｂｉ２ 时，增大 Ｂｉｏｔ 数会导致预热阶段时间维度梯度增大，且
全过程温度值升高．当 Ｂｉ２ ／ Ｂｉ１ ＝ １０ 且数值较大的，温度变化趋势与外部 Ｂｉｏｔ 数相同且内部 Ｂｉｏｔ 数大的工况

呈现相同的特征．当热源强度 Ｇ ＝ ０ 时， Ｂｉ２ ／ Ｂｉ１ ＝ １ 的大 Ｂｉｏｔ 数组合在 τ ＜ ０．３１ 时，温度梯度提升，但在 τ ＞
０．３１ 时，温度变化逐渐平缓，且稳定温度高于其他组合．当热源强度 Ｇ ＝ １ 时，在相同 Ｂｉｏｔ 数条件下，温度梯度

及稳定温度变化与 Ｇ ＝ ０ 的变化趋势相同，转折点 τ ≈ ０．２．

３　 结　 　 论

本文针对含热源的非齐次边界条件下轴对称管道的二维瞬态传热问题，通过将二维瞬态温度滤波为含

热源一维稳态、二维稳态与二维瞬态解的组合，实现非齐次问题向齐次问题的转化，采用积分变换方法依次

处理滤波后的二维稳态及二维瞬态问题，最终给出含热源的轴对称空心圆柱体二维瞬态温度分布解析解．具
体而言，含热源的一维稳态温度可直接解析求解；二维稳态温度场先经径向积分变换，将控制方程简化为轴

向的常微分方程，再通过逆变换得到滤波后的稳态温度；滤波后的二维瞬态温度则依次进行径向和轴向双重

积分变换，简化为仅含时间的常微分方程后直接求解，最后经双重逆变换得到其解析表达式．将二维瞬态温

度与一维稳态、二维稳态温度进行对比，其温度分布相同，验证了二维瞬态温度解的准确性．随着截断项阶数

的增加， 由积分变换得到的瞬态解逐步收敛； 在远离管内外表面和端面区域， 温度分布收敛速度快、 效果

较好．相同内外 Ｂｉｏｔ 数组合下，热源强度越大，升温速率越快，整体温度也越高．不同 Ｂｉｏｔ 数组合下，轴向、径
向及随时间变化的温度分布呈现显著差异，Ｂｉｏｔ 数对升温速率和整体温度水平的影响在轴向与径向并不相

同．综合考虑热源强度与内外 Ｂｉｏｔ 数对管道时空温度分布的作用，对于热管理系统设计、材料选型和流动保

障具有重要意义．
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