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摘要：　 含参双重连续介质模型在地下地层相关的多种应用建模中具有重要的理论意义与实际价值．该模型能够有

效描述地质体中高度非均质性、强对比度的多尺度结构特征，并体现出显著的不确定性．针对此类复杂模型的数值

求解，采用合适的降阶方法已成为提升计算效率与保持求解精度的关键手段．本文针对含参双重连续介质模型，提
出了一种基于广义多尺度有限元方法的迭代求解策略．该方法首先将原始的参数依赖型双重介质模型重新表述为

一个包含多尺度扩散系数和转移函数（均与参数无关）以及参数相关右端项的新模型．在此基础上，所提出的迭代

方法划分为离线与在线两个阶段．在离线阶段，本文在每个粗网格区域内，根据确定性多尺度参数构造多尺度基函

数，并生成相应的降阶空间；在在线阶段，利用构建好的降阶空间，通过迭代方法对模型进行高效求解．该方法的显

著优势在于，离线阶段构造完成后，在线阶段每次迭代均可使用高效的直接求解器，并能重复利用矩阵逆，从而显

著降低计算成本．此外，本文还给出了该迭代方法的收敛性分析．最后，通过参数依赖的双重连续介质模型的数值算

例，验证了所提出方法的有效性与计算效率，并进一步验证了理论收敛结果的正确性．

关　 键　 词：　 双重连续介质模型；　 广义多尺度有限元方法；　 迭代方法；　 不确定性量化

中图分类号：　 Ｏ２４１．８２； Ｏ３３１； ＴＵ４５　 　 　 文献标志码：　 Ａ　 　 　 ＤＯＩ： １０．２１６５６ ／ １０００⁃０８８７．４６０１２１

Ａ Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ Ｍｕｌｔｉｓｃａｌｅ Ｉｔｅｒａｔｉｖｅ Ｆｉｎｉｔｅ Ｅｌｅｍｅｎｔ Ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ
Ｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚｅｄ Ｄｕａｌ⁃Ｃｏｎｔｉｎｕｕｍ Ｍｏｄｅｌｓ

Ｍａ Ｌｉｎｇｌｉｎｇ１，　 Ｓｏｎｇ Ｘｉａｏｙａｎ２

（１． Ｈｕｎａｎ Ｐｒｏｖｉｎｃｉａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ Ｋｅｙ Ｌａｂｏｒａｔｏｒｙ ｆｏｒ Ｂｉｇ Ｄａｔａ Ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ，
Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ， Ｈｕｎａｎ Ｆｉｒｓｔ Ｎｏｒｍａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，

Ｃｈａｎｇｓｈａ ４１０２０５， Ｐ．Ｒ． Ｃｈｉｎａ；
２． Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ， Ｈｕｎａｎ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ ａｎｄ Ｂｕｓｉｎｅｓｓ，

Ｃｈａｎｇｓｈａ ４１０２０５， Ｐ．Ｒ． Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚｅｄ ｄｕａｌ⁃ｃｏｎｔｉｎｕｕｍ ｍｏｄｅｌ ｐｌａｙｓ ａ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ａｎｄ ｐｒａｃｔｉｃａｌ ｒｏｌｅ ｉｎ ｖａｒｉｏｕｓ
ｓｕｂｓｕｒｆａｃｅ ｇｅｏｌｏｇｉｃａｌ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ． Ｔｈｉｓ ｍｏｄｅｌ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙ ｃａｐｔｕｒｅｓ ｔｈｅ ｈｉｇｈｌｙ ｈｅｔｅｒｏｇｅｎｅｏｕｓ， ｈｉｇｈ⁃

６３９

应用数学和力学
４７卷 ７期　 ２０２６年 ７月　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ　 　 　 　 　 Ｖｏｌ．４７，Ｎｏ．７，Ｊｕｌ．，２０２６

∗ 收稿日期：　 ２０２５⁃０６⁃１１； 修订日期：　 ２０２６⁃０６⁃１１
基金项目：　 国家自然科学基金（１２１０１２１７；１２３０１５５１；１２３３１０１１）；湖南省自然科学基金（２０２２ＪＪ４０１１３；２０２２ＪＪ４０１２５）；

湖南省教育厅科学研究（２２Ｂ０６３５）
作者简介：　 马玲玲（１９９０—），女，讲师，博士（Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｈｕｄａｌｉｎｇｌｉｎｇ＠ １２６．ｃｏｍ）；

宋晓燕（１９９２—），女，讲师，博士（通信作者． Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｘｙｓｏｎｇｈｎｕ＠ １６３．ｃｏｍ）．
引用格式：　 马玲玲， 宋晓燕． 含参双重连续介质模型的广义多尺度有限元迭代方法［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０２６， ４７

（７）： ９３６⁃９５８．



ｃｏｎｔｒａｓｔ， ａｎｄ ｍｕｌｔｉｓｃａｌｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｆｅａｔｕｒｅｓ ｏｆ ｇｅｏｌｏｇｉｃａｌ ｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ， ｗｈｉｌｅ ａｌｓｏ ｅｘｈｉｂｉｔｉｎｇ ｃｏｎｓｉｄｅｒａｂｌｅ ｕｎｃｅｒ⁃
ｔａｉｎｔｙ． Ｔｏ ａｄｄｒｅｓｓ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｃｈａｌｌｅｎｇｅｓ ｐｏｓｅｄ ｂｙ ｓｕｃｈ ｃｏｍｐｌｅｘ ｍｏｄｅｌｓ， ａｄｏｐｔｉｎｇ ａｐｐｒｏｐｒｉａｔｅ ｍｏｄｅｌ ｒｅｄｕｃ⁃
ｔｉｏｎ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓ ｈａｓ ｂｅｃｏｍｅ ａ ｋｅｙ ａｐｐｒｏａｃｈ ｔｏ ｉｍｐｒｏｖｉｎｇ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｗｈｉｌｅ ｍａｉｎｔａｉｎｉｎｇ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｃ⁃
ｃｕｒａｃｙ． Ｈｅｒｅｉｎ ａｎ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｓｔｒａｔｅｇｙ ｗａｓ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｕｎｃｏｕｐｌｅｄ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｍｕｌｔｉｓｃａｌｅ ｆｉｎｉｔｅ
ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ （ＧＭｓＦＥＭ） ｆｏｒ ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚｅｄ ｄｕａｌ⁃ｃｏｎｔｉｎｕｕｍ ｍｏｄｅｌ． Ｔｈｅ ｏｒｉｇｉｎａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒ⁃ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ
ｍｏｄｅｌ ｗａｓ ｒｅｆｏｒｍｕｌａｔｅｄ ａｓ ａ ｎｅｗ ｏｎｅ ｃｏｎｓｉｓｔｉｎｇ ｏｆ ｍｕｌｔｉｓｃａｌｅ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ａｎｄ ｔｒａｎｓｆｅｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ （ｂｏｔｈ
ｐａｒａｍｅｔｅｒ⁃ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ）， ａｌｏｎｇ ｗｉｔｈ ａ ｐａｒａｍｅｔｅｒ⁃ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｓｏｕｒｃｅ ｔｅｒｍ． Ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｍｅｔｈｏｄ ｗａｓ
ｄｉｖｉｄｅｄ ｉｎｔｏ ｏｆｆｌｉｎｅ ａｎｄ ｏｎｌｉｎｅ ｓｔａｇｅｓ． Ｉｎ ｔｈｅ ｏｆｆｌｉｎｅ ｓｔａｇｅ， ｍｕｌｔｉｓｃａｌｅ ｂａｓｉｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｗｅｒｅ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ ｉｎ ｅａｃｈ
ｃｏａｒｓｅ ｇｒｉｄ ｂｌｏｃｋ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｓｔｉｃ ｍｕｌｔｉｓｃａｌｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｔｏ ｇｅｎｅｒａｔｅ ａ ｒｅｄｕｃｅｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｓｐａｃｅ． Ｉｎ ｔｈｅ ｏｎｌｉｎｅ
ｓｔａｇｅ， ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｗａｓ ｓｏｌｖｅｄ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙ ｗｉｔｈｉｎ ｔｈｅ ｒｅｄｕｃｅｄ ｓｐａｃｅ ｗｉｔｈ ａｎ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｓｃｈｅｍｅ． Ａ ｍａｊｏｒ ａｄｖａｎｔａｇｅ ｏｆ
ｔｈｉｓ ｍｅｔｈｏｄ ｌｉｅｓ ｉｎ ｔｈｅ ｆａｃｔ ｔｈａｔ， ｏｎｃｅ ｔｈｅ ｍｕｌｔｉｓｃａｌｅ ｂａｓｉｓ ｓｐａｃｅ ｉｓ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ ｏｆｆｌｉｎｅ， ｅａｃｈ ｏｎｌｉｎｅ ｉｔｅｒａｔｉｏｎ ｃａｎ
ｌｅｖｅｒａｇｅ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｄｉｒｅｃｔ ｓｏｌｖｅｒｓ ａｎｄ ｒｅｕｓｅ ｍａｔｒｉｘ ｉｎｖｅｒｓｅｓ， ｔｈｕｓ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔｌｙ ｒｅｄｕｃｉｎｇ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｃｏｓｔｓ． Ｆｕｒ⁃
ｔｈｅｒｍｏｒｅ， ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｍｅｔｈｏｄ ｗａｓ ａｎａｌｙｚｅｄ． Ｆｉｎａｌｌｙ， ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ ｏｎ
ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚｅｄ ｄｕａｌ⁃ｃｏｎｔｉｎｕｕｍ ｍｏｄｅｌ ｗｅｒｅ ｃｏｎｄｕｃｔｅｄ ｔｏ ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓ ａｎｄ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ｏｆ ｔｈｅ
ｍｕｌｔｉｓｃａｌｅ⁃ｂａｓｅｄ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ａｐｐｒｏａｃｈ， ａｎｄ ｖａｌｉｄａｔｅ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｒｅｓｕｌｔｓ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｄｕａｌ ｃｏｎｔｉｎｕｕｍ ｍｏｄｅｌ； ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｍｕｌｔｉｓｃａｌｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ； ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｍｅｔｈｏｄ； ｕｎｃｅｒｔａｉｎ⁃
ｔｙ ｑｕａｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ

０　 引　 　 言

在许多科学与工程领域，如油气藏开发［１］、多孔介质流动［２⁃５］、 复合材料力学［６⁃７］、 生物组织建模及社会

经济系统分析等，研究对象由多个相互作用的连续介质组成．传统的单连续介质模型（ｓｉｎｇｌｅ⁃ｃｏｎｔｉｎｕｕｍ ｍｏｄ⁃
ｅｌ，ＳＣＭ）通常假设系统为均匀介质，难以准确刻画多组分、多尺度、多物理场耦合所呈现的复杂行为．为此，多
连续介质模型（ｍｕｌｔｉ⁃ｃｏｎｔｉｎｕｕｍ ｍｏｄｅｌ， ＭＣＭ） 应运而生．该模型通过引入多个相互作用的连续介质，从宏观

与微观层面更精确地描述系统的耦合特性，从而更有效地模拟真实世界中的复杂现象．然而，这类模型往往

更加复杂，主要体现在以下几个方面：首先，裂缝网络与背景介质在物理属性上往往存在显著差异；其次，背
景介质本身通常表现出高度非均质性和强对比性特征；再次，由于自然系统的复杂性、人类认知的局限性以

及测量误差等因素，模型参数往往伴随着显著的不确定性．这些不确定性因素极大地增加了问题的计算复杂

度．因此，针对上述挑战，亟需一种既能有效降低计算成本，又能准确捕捉多尺度信息的建模方法．本文将针

对稳态条件下的双重连续介质模型，旨在构建一种约化模型框架，以提升建模效率和数值稳定性．
目前，针对双重连续介质模型的数值模拟，已发展出多种方法，包括有限元法［８⁃９］、 有限体积法［１０⁃１１］以及

有限元⁃有限体积混合法［１２⁃１３］ ．考虑到裂隙介质中多尺度与高对比度的特性，Ｂａｒｅｎｂｌａｔｔ等［１４］提出的双重连续

介质模型已成为模拟这类物理过程的标准方法．该模型的核心思想是将流动场视为两个不同尺度连续体的

平行交互系统，其中高渗透率、小体积的裂隙连续体与低渗透率、大体积的基质连续体通过传输函数实现质

量交换耦合．在过去几十年中，双重连续介质模型得到了显著的发展和拓展．Ｗｕ 和 Ｐｒｕｅｓｓ［１５］于 １９８８ 年引入

了多重交互连续体的概念，用以描述具有瞬态特征的流动过程．随后，Ｙａｎ等［１６］进一步推广该方法，并提出了

可处理任意数量连续体并支持任意连接方式的多重连续体模型．针对该类问题所固有的多尺度特性，研究者

提出了多种多尺度方法，用于耦合多连续体模型方程 ［１７⁃２３］ ．其中，广义多尺度有限元法（ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｍｕｌｔｉｓｃａｌｅ
ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ， ＧＭｓＦＥＭ） ［２４⁃２５］和约束能量最小化广义多尺度有限元法（ＣＥＭ⁃ＧＭｓＦＥＭ） ［２６］是当前应

用最广泛的多尺度计算方法之一，具有良好的精度和计算效率．ＧＭｓＦＥＭ作为多尺度有限元法（ＭｓＦＥＭ）的重

要拓展，其核心思想在于通过构造局部快照空间并求解特征值问题，从而系统地选取主导模态以有效捕捉高

对比度介质中的关键流动通道和重要区域．这一方法在理论框架上与多连续体多尺度方法具有内在的相似

性［１９］ ．值得注意的是，利用谱问题构造局部基函数的技术手段同样可见于多种域分解方法［２７⁃２８］ ．理论分析表

明，ＧＭｓＦＥＭ的数值收敛性主要取决于两个关键因素，一是局部谱问题特征值的衰减速率，二是粗网格尺寸

的选取［２９］ ．
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双重连续介质模型在描述裂缝⁃基质系统等多尺度耦合问题时，不仅需要处理介质固有的跨尺度特征，
其含不确定参数情形下的高效高精度数值求解更构成了当前计算数学与工程应用领域的重大挑战．这类问

题通常通过随机变量刻画关键参数（如渗透率、交换系数等），最终归结为含参数的参数化偏微分方程（ｐａ⁃
ｒａｍｅｔｅｒｉｚｅｄ ｐａｒｔｉａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ， ＰＰＤＥｓ）的求解问题［３０］ ．针对此类复杂方程的数值求解，近年来已发

展出若干具有代表性的方法体系： ① 模型降阶法（ｍｏｄｅｌ ｏｒｄｅｒ ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ， ＭＯＲ）通过构建低维子空间来近似

高维解空间，显著提升计算效率．典型方法包括基于本征正交分解（ＰＯＤ）的投影法［３１］、具备后验误差估计的

降基方法［３２］，以及针对参数化问题的降阶建模框架［３３⁃３４］ ．② 集合方法（ｅｎｓｅｍｂｌｅ ｍｅｔｈｏｄｓ）采用统一计算框架

处理参数样本集合，通过共享基函数或预处理子实现资源复用与效率优化．该方法在随机偏微分方程求解中

展现出独特优势［３５］，其后发展出的多级集合算法［３６］和高效采样策略［３７］进一步提升了计算效率．③ 多模态

法（ｍｕｌｔｉｍｏｄｅ ｍｅｔｈｏｄｓ）通过解耦参数依赖性与空间变异性，适应多尺度、多物理场耦合特征的高效数值框

架．Ｆｅｎｇ等［３８⁃３９］提出的一系列算法有效解决了高维参数空间中的模态选择问题，近期发展的多模态自适应

策略［４０］进一步强化了方法的鲁棒性．④ 迭代求解法（ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｍｅｔｈｏｄｓ）通过重构问题形式实现计算简化．
Ｆｅｎｇ等［４１］于 ２０２２年提出的迭代方法通过将参数相关问题重构为具有确定性系数与参数相关右端项的新形

式，并采用定点迭代算法进行求解，从而有效降低了计算成本．
受 ＧＭｓＦＥＭ与迭代方法的启发，本文旨在提出一种高效的基于 ＧＭｓＦＥＭ的迭代算法（Ｇｍｓ⁃Ｉｔｅｒ），用于求

解参数依赖的双重连续介质模型．该方法的核心思想在于将原始问题重构为具有确定性多尺度渗透率与参

数相关源项的形式，并通过定点迭代算法实现求解．该重构策略有效实现了扩散系数与参数及迭代过程的解

耦，同时保留右端项对参数的依赖性，从而使得可利用高效的直接求解器来处理具有多个右端向量的线性系

统．此外，本文还将建立所提 Ｉｔｅｒ⁃ＧＭｓＦＥＭ的收敛性理论，证明其收敛速率线性依赖于局部谱问题的特征值

衰减、网格尺寸与迭代步数，并且独立于介质的对比度．
本文的主要结构安排如下：第 １节将简要介绍研究所需的预备知识、记号体系以及若干基础方法．第 ２

节将详细阐述所提出的基于 ＧＭｓＦＥＭ的迭代算法的具体实现过程．第 ３ 节将给出 Ｇｍｓ⁃Ｉｔｅｒ 方法的收敛性理

论分析，并讨论其与相关参数的关系．在第 ４ 节中，本文将通过两个具体的数值算例对 Ｇｍｓ⁃Ｉｔｅｒ 方法的有效

性进行验证，并进一步通过数值结果支持其中的收敛性理论结论．最后，在第 ５节中，将给出总结和展望．

１　 预 备 知 识

为了行文方便，我们在本节中简单地介绍一下本文所需的一些基本知识、记号和基本方法．
１．１　 基本知识

设 Ω⊂ ＲＲ ２ 是一个多边形光滑有界区域．定义 Ｓｏｂｏｌｅｖ空间 Ｖ Ｈ１０（Ω） ＝ Ｗ１，２０ （Ω），其对应的对偶空间记

为 Ｖ∗ Ｈ －１（Ω），即 Ｖ 上所有有界线性泛函构成的空间．对于任意泛函 ｆ∈Ｈ －１（Ω） 和函数 ｖ∈Ｈ１０（Ω），其对

偶作用用内积 〈 ｆ， ｖ〉 表示．Ｓｏｂｏｌｅｖ空间‖·‖Ｗ１，２０ （Ω） 的范数定义为

　 　 ‖ｖ‖Ｗ１，２０ （Ω）
＝ （‖ｖ‖２

Ｌ２（Ω） ＋ ‖Ñｖ‖２
Ｌ２（Ω）） １ ／ ２，

其中，对于标量值函数 ｖ∈ Ｗ１，２０ （Ω），其梯度 Ñｖ 的 Ｌ２（Ω） 范数为

　 　 ‖Ñｖ‖Ｌ２（Ω） ∫
Ω
｜ Ñｖ ｜ ２ｄｘ( )

１ ／ ２
，

这里， ｜ Ñｖ ｜ 表示 Ñｖ 的 Ｅｕｃｌｉｄ范数．对于二维向量值函数 ｖ ＝ （ｖ１， ｖ２），其梯度 Ñｖ 的 Ｌ２（Ω） 范数为

　 　 ‖Ñｖ‖Ｌ２（Ω） ∑
２

ｉ ＝ １
‖Ñｖｉ‖Ｌ２（Ω） ＝ ∑

２

ｉ ＝ １
∫
Ω
｜ Ñｖｉ ｜ ２ｄｘ( )

１ ／ ２
．

令 （Ｄ，Ｆ，Ｐ） 是一个完备的概率空间．其中，Ｄ 是所有可能结果的集合， Ｆ 是所有事件构成的 σ 代数， Ｐ：
Ｆ→［０，１］ 是一个概率测度．本文定义 ｖ：Ω × Ｄ→ＲＲ表示实值随机场（函数）．为了方便计算，本文采用有限个

随机变量对随机场进行参数化，即用

　 　 ξ（ω） ＝ { ξ １（ω），ξ ２（ω），…，ξｍ（ω） } ， ｉ．ｅ．， ξ（ω）：Ｄ→ Γ∈ ＲＲ ｍ（ｍ≥ １）
来刻画随机场的随机性．将 ξ（ω） 的联合密度函数记为 ρ ．为了简单起见，将在下文中用 ξ 代替随机变量
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ξ（ω） ．用 Ｌ２Ｐ（Γ） 表示定义在随机空间 Γ 上的所有平方可积的函数组成的函数空间，记作

　 　 Ｌ２Ｐ（Γ） ＝ { ｖ：Ω × Γ→ Ｒ；∫
Γ
ｖ（·；ξ） ２Ｐｄξ ∈ Ｌ２（Ω） } ．

为了简化符号，本文将 ｕ（·，ξ） ＝ （ｕ１（·，ξ），ｕ２（·，ξ）） 的空间表示为 Ｖ ＝ Ｖ × Ｖ ＝ Ｈ１０（Ω） × Ｈ１０（Ω） ．在稳

态条件下，参数依赖的双重连续介质模型可定义为

　 　
－ ｄｉｖ（κ １（ｘ，ξ） Ñｕ１（ｘ，ξ）） ＋ σ（ｘ）（ｕ１（ｘ，ξ） － ｕ２（ｘ，ξ）） ＝ ｆ１（ｘ，ξ），
－ ｄｉｖ（κ ２（ｘ，ξ） Ñｕ２（ｘ，ξ）） － σ（ｘ）（ｕ１（ｘ，ξ） － ｕ２（ｘ，ξ）） ＝ ｆ２（ｘ，ξ），

{ （１）

其中 ｘ∈ Ω，ξ ∈ Ｄ 为随机参数． 边界条件满足 ｕｉ（·，ξ） ＝ ０，其中 ｘ∈ ∂Ω ．在上述双重连续介质模型中， ｕｉ 表

示第 ｉ个连续体的压力场， κ ｉ 表示第 ｉ个连续体的随机渗透率张量， ｆｉ 表示第 ｉ个连续体的随机源项， ｉ ＝ １，２．特
别地，两个连续体通过质量交换相互耦合，其中 σ 表示连续体间质量转移的强度．需要特别指出的是，压力场

ｕｉ、渗透率张量 κ ｉ 以及源项 ｆｉ 均为参数变量 ξ 的依赖量，而质量转移强度系数 σ 则与 ξ 无关．
对于任意的随机变量 ξ ∈ Ｄ，问题（１）的弱形式为寻找 ｕ（·，ξ） ＝ （ｕ１（·，ξ），ｕ２（·，ξ）） ∈ Ｖ，满足

　 　 ａ（ｕ， ｖ；ξ） ＋ ｑ（ｕ，ｖ） ＝ ｂ（ｖ；ξ），　 　 ∀ｖ∈ Ｖ， （２）
其中 ｂ（ｖ；ξ） ∈ Ｖ∗，ａ（ｕ，ｖ；ξ）：Ｖ × Ｖ→ＲＲ依赖于参数 ξ，而 ｑ（ｕ， ｖ）： Ｖ × Ｖ→ＲＲ与参数 ξ 无关．此外，右端

线性形式的定义为

　 　 ｂ（ｖ；ξ） ＝∑
ｉ
∫
Ω
ｆｉ（ｘ，ξ）ｖｉ（ｘ）ｄｘ；

双线性形式被定义为

　 　

ａｉ（ｕｉ，ｖｉ；ξ） ＝ ∫
Ｄｉ
ｍ

κｍｉ （ｘ，ξ） Ñｕｉ（ｘ，ξ）·Ñｖｉ（ｘ）ｄｘ ＋∑
ｌ
∫
Ｄｉ
ｆ，ｌ

κ ｆｌ，ｉ（ｘ，ξ） Ñｕｉ（ｘ，ξ）·Ñｖｉ（ｘ）ｄｘ ＝

　 　 ∫
Ω
κ ｉ（ｘ，ξ） Ñｕｉ（ｘ，ξ）·Ñｖｉ（ｘ）ｄｘ，

ａ（ｕ，ｖ；ξ） ＝∑
ｉ
ａｉ（ｕｉ，ｖｉ；ξ），

ｑ（ｕ，ｖ） ＝∑
ｉ
∑

ｌ
∫
Ω
σ（ｘ）（ｕｉ（ｘ，ξ） － ｕｌ（ｘ，ξ））ｖｉ（ｘ）ｄｘ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

对于任意给定参数 ξ，本文在空间 Ｖ 上定义 ａＱ 范数：
　 　 ‖ｖ‖２

ａＱ ａＱ（ｖ，ｖ；ξ） ＝ ａ（ｖ，ｖ；ξ） ＋ ｑ（ｖ，ｖ），
以及 ａ 范数

　 　 ‖ｖ‖２
ａ ａ（ｖ，ｖ；ξ） ＝ ａ（ｖ，ｖ；ξ） ．

为保证双连续模型解的适定性，本文假设双线性泛函 ａＱ（·，·；ξ） 满足如下假设．
假设 １
① 双线性： ａＱ（ｖ，ｖ；ξ） 是 ｖ × ｖ 上的双线性映射．

② 有界性：对于 ｉ ＝ １，２，假设存在常数 κ－ ，κ
－
及 σ－ 使得

　 　 κ－ ≤ κ ｉ（ｘ，ξ） ≤ κ－ ， ｜ σ（ｘ） ｜≤ σ－

成立，则存在一个与 ξ 无关的常数 Ｄ１ 满足

　 　 ａＱ（ｖ，ｗ；ξ） ≤ Ｄ１‖ｖ‖ａＱ‖ｗ‖ａＱ，　 　 ∀ｖ，ｗ∈ ｖ ．
③ 存在一个与 ξ 无关的常数 Ｄ２ 使得

　 　 ａ（ｖ，ｖ；ξ） ≥ Ｄ２‖ｖ‖ａＱ，　 　 ∀ｖ∈ ｖ ．
１．２　 随机椭圆问题的迭代方法

考虑具有如下弱形式的随机椭圆问题：给定 ξ ∈ Ｄ，找到 ｕ∈ Ｖ，满足

　 　 Ａ（ｕ，ｖ；ξ） ＝ Ｆ（ｖ；ξ），　 　 ∀ｖ∈ Ｖ， （３）
其中 Ｆ（·；ξ） ∈ Ｖ∗ ．

假设 ２　 双线性泛函 Ａ（·，·；ξ）：Ｖ × Ｖ→ ＲＲ依赖于参数变量 ξ，并满足如下性质：
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① 双线性： Ａ 是 Ｖ × Ｖ 上的双线性映射．
② 有界性：存在一个与 ξ 无关的常数 Λ ＞ ０，使得

　 　 ｜ Ａ（ｖ，ｗ；ξ） ｜≤ Λ‖ｖ‖Ｖ‖ｗ‖Ｖ，　 　 ∀ｖ，ｗ∈ Ｖ ．
③ 强制性：存在一个与 ξ 无关的常数 λ ＞ ０，使得

　 　 Ａ（ｖ，ｖ；ω） ≥ λ‖ｖ‖２
Ｖ，　 　 ∀ｖ∈ Ｖ ．

设 Ａ０（·，·）： Ｖ × Ｖ→ ＲＲ为与 ξ 无关的双线性形式，并定义 Ａ１ ＝ Ａ － Ａ０ ．显然，本文有

　 　 Ａ（·，·；ξ） ＝ Ａ０（·，·） ＋ Ａ１（·，·；ξ），
也是 Ｖ × Ｖ 上的一个双线性形式．方程（３）可以重写为

　 　 Ａ０（ｕ，ｖ） ＝ Ｆ（ｖ；ξ） － Ａ１（ｕ，ｖ；ξ） ． （４）
对于式（３），本文可以运用迭代算法求解问题．具体见算法 １．

算法 １　 求解椭圆方程（３）的迭代算法

ｓｔｅｐ １： 通过解以下问题寻找 Ｕ０ ∈ Ｖ
　 　 Ａ０（Ｕ０，ｖ） ＝ Ｆ（ｖ；ξ），　 　 ∀ｖ∈ Ｖ ． （５）
ｓｔｅｐ ２： 对于每个 ξ ∈ Ｄ，通过递归方法求解以下方程找到一系列解 {Ｕｎ ＝ Ｕｎ（ξ） } ｎ≥１ ⊂ Ｖ
　 　 Ａ０（Ｕｎ，ｖ） ＝ Ｆ（ｖ；ξ） － Ａ１（Ｕｎ－１，ｖ；ξ），　 　 ∀ｖ∈ Ｖ ． （６）
算法 １的主要优势在于方程（５）和（６）中左侧的双线性形式相同且都与参数 ξ 无关，这使得能够设计快

速求解器来计算算法 １中的两个步骤的解．文献［４１］给出了两种简单的构造 Ａ０的方法．参数依赖问题的主导

项系数是 ａ（ｘ，ξ ｊ），其中样本集为 Ｗ ＝ { ξ ｊ }
Ｊ
ｊ ＝ １ ．对于系数 ａ０，有两种选择，分别为

　 　 ａ０（ｘ） ＝
１
Ｊ∑

Ｊ

ｊ ＝ １
ａ（ｘ，ξ ｊ） ｏｒ ａ０（ｘ） ＝ ｍａｘ１≤ｊ≤Ｊ

ａ（ｘ，ξ ｊ），　 　 ∀ξ ｊ ∈ Ｗ ．

样本集Ｗ可以通过Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ方法等多种方式构造．上述 ａ０的两种构造方法都满足下列假设 ３中的所

有条件．根据假设􀃠—􀃢，本文知道以下 Ｌａｘ⁃Ｍｉｌｇｒａｍ定理成立［２２］ ．
定理 １　 在上述假设条件下，对于每个 ξ∈Ｄ，问题（３）都存在唯一解 ｕ（ξ） ∈ Ｖ ． 此外，有以下关系成立：

　 　 ‖ｕ（ξ）‖Ｖ ≤
‖Ｆ（ξ）‖Ｖ∗

λ
，　 　 ∀ξ ∈ Ｄ ．

假设 ３　 类似于假设 ２， Ａ０ 满足如下性质：
① 根据双线性泛函 Ａ，Ａ０ 也必须满足双线性、有界性和强制性．即
􀃠 双线性： Ａ０ 是 Ｖ × Ｖ 上的双线性映射．
􀃡 有界性：存在一个与 ξ 无关的常数 Λ０ ＞ ０，使得

　 　 ｜ Ａ０（ｖ，ｗ；ξ） ｜≤ Λ０‖ｖ‖Ｖ‖ｗ‖Ｖ，　 　 ∀ｖ，ｗ∈ Ｖ ．
􀃢 强制性：存在一个与 ξ 无关的常数 λ ＞ ０，使得

　 　 Ａ（ｖ，ｖ；ω） ≥ λ ０‖ｖ‖２
Ｖ，　 　 ∀ｖ∈ Ｖ ．

② 存在 ρ ∈ （０，１） 使得

　 　
‖Ａ１（ξ）‖Ｌ（Ｖ ×Ｖ ，ＲＲｍ）

λ ０
＜ ρ，　 　 ∀ξ ∈ Ｄ ．

在 Ａ０ 和 Ａ１ 满足上述假设，可以由下面定理给出迭代方法的收敛性结果．
定理 ２　 ｕ（ξ） 是方程（３）的解，而 {Ｕｎ（ξ） } ｎ≥０ 是由算法 １ 生成的序列．假设上述假设 ３ 的条件成立，

那么存在一个与 ξ 无关的常数 Ｃ ＞ ０，使得对于所有 ξ ∈ Ｄ，满足

　 　 ‖ｕ（ξ） － Ｕｎ（ξ）‖Ｖ ≤ Ｃρ ｎ＋１ ．
因此，当 ｎ→∞ 时，对于每个 ξ ∈ Ｄ，Ｕｎ（ξ） 在 Ｖ 中强收敛到 ｕ（ξ） ．
１．３　 非耦合 ＧＭｓＦＥＭ

作为一种局部模型约化方法，ＧＭｓＦＥＭ是一种有效的计算方法，特别是处理含有多尺度信息的偏微分方

程．在本小节中，本文将详细介绍一下非耦合 ＧＭｓＦＥＭ ．对于 ＧＭｓＦＥＭ提出的背景以及动机，读者可以查看文
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献［２５］及其中列出的参考文献．
本文首先假设物理区域 Ω 可以一致剖分为网格尺寸分别为 Ｈ 和 ｈ 的两种网格：粗网格 ＴＨ 和细网格 Ｔｈ ．

并且，细网格 Ｔｈ 是在粗网格 ＴＨ 的进一步剖分下得到的．本文令 Ｖｈ（Ω） 为定义在细网格 Ｔｈ 上的有限元空间，
并用 Ｖｈ

０（Ω） ⊂ Ｖｈ（Ω） 表示 Ｖｈ（Ω） 中迹为 ０的函数构成的子空间．Ｎｈ 表示细网格 Ｔｈ 上的结点个数， Ｎｅ 表示细

网格 Ｔｈ 上的单元个数以及 Ｎ 表示有限元空间的维数．将粗网格的结点集合记为 { ｘｉ } Ｎｃ
ｉ ＝ １，其中 Ｎｃ 表示结点

个数．以结点 ｘｉ 为共同点的所有粗网格单元，本文称之为结点 ｘｉ 的邻域 ω ｉ，其定义为

　 　 ω ｉ ＝∪ {Ｋｓ ∈ ＴＨ ｜ ｘｉ ∈ Ｋ
－

ｓ } ．
为了使得网格剖分更加具体化，在图 １给出网格剖分的图像．ω ｊ 表示粗网格结点 ｘ ｊ 的邻域，邻域 ω ｉ 上边

界点的集合为 Ｊｈ（ω ｊ） ．

图 １　 网格剖分

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｇｒｉｄ ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

以一个简单椭圆方程为例，下文将简单介绍一下非耦合 ＧＭｓＦＥＭ ．
　 　 － ｄｉｖ（κ（ｘ） Ñｕ） ＝ ｆ，　 　 ｉｎ Ω， （７）

满足某种边界条件．这里的扩散系数 κ（ｘ） ∈ Ｌ∞（Ω） 是一致有界的．方程（７）对应的变分形式是对于空间 Ｖ
中的任意测试函数 ｖ，寻找 ｕ∈ Ｈ１（Ω） 满足

　 　 ａ（ｕ，ｖ） ＝ （ ｆ，ｖ），　 　 ∀ｖ∈ Ｖ，
其中，双线性泛函和线性泛函的定义如下：

　 　 ａ（ｕ，ｖ） ＝ （κ（ｘ） Ñｕ，Ñｖ），
　 　 （ ｆ，ｖ） ＝ （ ｆ，ｖ） ．
进一步，我们可知方程（７）对应的 Ｇａｌｅｒｋｉｎ形式是寻找 ｕｈ ∈ Ｖｈ（Ω） 满足

　 　 ａ（ｕｈ，ｖ） ＝ （ ｆ，ｖ），　 　 ∀ｖ∈ Ｖｈ
０（Ω） ．

为了构建多尺度降基空间，我们需要在每个粗网格节点的区域 ω ｉ 上求解局部特征值问题：

　 　 － ｄｉｖ（κ（ｘ） Ñϕｉ，ℓ） ＝ λ ｉ，ℓ κ（ｘ） ϕｉ，ℓ， ｉｎ ω ｉ，
κ（ｘ）·Ñϕｉ，ℓ·ｎ ＝ ０， ｏｎ ∂ω ｉ，

{ （８）

其中， κ（ｘ） ＝ κ（ｘ）∑Ｎｃ

ｉ ＝ １
Ｈ２ ｜ Ñ χ

ｉ ｜ ２， { χ ｉ } Ｎｃ
ｉ ＝ １ 是一些单位分解函数．

接下来，我们假设定义在细网格结点上的基函数为 {ψｍ } Ｎｈ
ｍ ＝ １ ．经有限元方法离散，我们可得到特征问题

（８）的矩阵形式：
　 　 Ａϕｉ，ℓ ＝ λＳϕｉ，ℓ， （９）
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其中， Ａ 和 Ｓ 的定义如下：

　 　 （Ａ）ｍ，ｎ ＝ （κ（ｘ） Ñψｍ，Ñψ ｎ） Ｌ２（ω ｉ）， （Ｓ）ｍ，ｎ ＝ （κ（ｘ） ψｍ，ψ ｎ） Ｌ２（ω ｉ） ．
通过对特征问题（９）的求解，我们可以得到一系列特征值 { λω ｉ

ℓ } Ｎｈ
ｉ ＝ １ 和 {ψω ｉ

ℓ } Ｎｈ
ｉ ＝ １ ．然后选取其中 Ｍｉ 个较小特

征值及其对应的特征函数，从而可得到局部的样本空间：
　 　 Ｖｓｎａｐ（ω ｉ） {ψω ｉ

ℓ ， １ ≤ ℓ≤ Ｍｉ } ．
通过将样本空间中的函数延拓至整个空间，我们可进一步得到全局样本空间，即多尺度降基空间，

　 　 Ｖｍｓ ｓｐａｎ {ψ ｋ： １ ≤ ｋ≤ Ｍ } ＝ ｓｐａｎ {ψ ｉ，ℓ： ψ ｉ，ℓ ＝ χ
ｉ ψω ｉ

ℓ ， １ ≤ ｉ≤ Ｎｃ， １ ≤ ℓ≤ Ｍｉ } ．

这里， Ｍ ＝∑Ｎｃ

ｉ ＝ １
Ｍｉ 表示所有的样本数．若将这些多尺度基函数表示成细网格基函数的系数并存储在矩阵

中，我们则可以得到降基矩阵：
　 　 ＲＴｒｅ ＝ ［ψ １， ψ ２，…， ψＭ］ ． （１０）

２　 基于 ＧＭｓＦＥＭ的迭代方法

本节将详细阐述基于非耦合 ＧＭｓＦＥＭ的迭代算法（Ｇｍｓ⁃Ｉｔｅｒ）的实现过程．为提高计算效率，本文采用分

阶段计算策略，将 Ｇｍｓ⁃Ｉｔｅｒ方法划分为离线和在线两个计算阶段．离线阶段中，本文主要完成了多尺度基函

数的构建、降维空间的生成，以及关键计算参数的预处理，为在线阶段的高效求解奠定基础．这种计算策略设

计不仅显著降低了在线阶段的实时计算负荷，同时保证了算法的整体计算效率．在线阶段则充分利用离线阶段

构建的计算框架，实现快速求解．下文将详细阐述该算法的具体实现流程、计算细节以及各阶段的优化策略．
首先，假设随机渗透率张量 κ ｉ（ｘ，ξ）（ ｉ ＝ １，２） 可以分解为以下两部分：
　 　 κ ｉ（ｘ，ξ） κ ０ｉ（ｘ） ＋ κ １ｉ（ｘ，ξ）， （１１）

其中， κ ０ｉ（ｘ） 是具有显著多尺度特征的确定性分量，而 κ １ｉ（ｘ，ξ） 则是表征随机波动的随机分量．
２．１　 含参双重连续介质模型的迭代方法

根据随机渗透率 κ ｉ 的假设形式（１１），重新定义问题（２）的双线性形式 ａ（ｕ，ｖ；ξ） 如下：
　 　 ａ（ｕ，ｖ；ξ） ＝ ａ０（ｕ，ｖ） ＋ ａ１（ｕ，ｖ；ξ）， （１２）

其中

　 　 ａ０ｉ（ｕｉ，ｖｉ；ξ） ＝ ∫
Ω
κ ０ｉ（ｘ） Ñｕｉ（ｘ，ξ）·Ñｖｉ（ｘ）ｄｘ，

　 　 ａ０（ｕ，ｖ） ＝∑
ｉ
ａ０ｉ（ｕｉ，ｖｉ），

　 　 ａ１ｉ（ｕｉ，ｖｉ；ξ） ＝ ∫
Ω
κ １ｉ（ｘ，ξ） Ñｕｉ（ｘ，ξ）·Ñｖｉ（ｘ）ｄｘ，

　 　 ａ１（ｕ，ｖ；ξ） ＝∑
ｉ
ａ１ｉ（ｕｉ，ｖｉ；ξ） ．

这里， ａ０（·，·）：Ｖ × Ｖ →ＲＲ是一个与参数变量 ξ 无关的双线性形式，而 ａ１（·，·；ξ）：Ｖ × Ｖ→ＲＲ是一个与参

数变量 ξ 有关的双线性形式．弱形式（２）可以重写为

　 　 ａ０（ｕ，ｖ） ＋ ｑ（ｕ，ｖ） ＝ ｂ（ｖ；ξ） ＋ ａ１（ｕ， ｖ；ξ） ． （１３）
算法 ２给出了求解双重连续介质模型（１）的迭代算法．具体如下：

算法 ２　 含参双重连续介质模型的迭代算法

ｓｔｅｐ １： 对于每个 ξ ∈ Ｄ，通过解以下问题找到 Ｕ０ Ｕ０（ξ） ∈ Ｖ：
　 　 ａ０（Ｕ０， ｖ） ＋ ｑ（Ｕ０，ｖ） ＝ ｂ（ｖ；ξ），　 　 ∀ｖ∈ Ｖ ． （１４）
ｓｔｅｐ ２： 对于每个 ξ ∈ Ｄ，通过解以下问题递归确定 {Ｕｎ Ｕｎ（ξ） } ｎ≥１ ⊂ Ｖ：
　 　 ａ０（Ｕｎ， ｖ） ＋ ｑ（Ｕｎ，ｖ） ＝ ｂ（ｖ；ξ） － ａ１（Ｕｎ－１， ｖ；ξ），　 　 ∀ｖ∈ Ｖ ． （１５）
为了确保算法的收敛性和高效计算，本文必须确保 κ ０ｉ（ｘ，ξ） 和 κ １ｉ（ｘ，ξ） 之间的比例关系满足特定条

件，这样才能保证算法的收敛性．这个条件对于特定问题具有显著的依赖性，详细条件如下：
　 　 κ－

０ － ２σ－ Ｃｐ ≥ κ－ １， （１６）
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其中

　 　 κ－
０ ≤ κ ０ｉ（ｘ）， κ

－ １ ≥ κ １ｉ（ｘ，ξ），　 　 ∀ｘ∈ Ω， ∀ξ ∈ Ｄ， ｉ ＝ １，２．

注 １　 算法 ２的核心优势在于其弱形式中左侧项的一致性：无论是在方程（１４）还是方程（１５）中，弱形式的左侧均保持相

同，且与参数 ξ 无关，仅右侧项依赖于参数 ξ ．这一特性为算法的高效实现提供了重要基础．具体而言，当需要求解大量不同参

数的问题时，可以利用左侧项的一致性设计快速求解器，从而显著提升算法 ２中两个步骤的计算效率．这种设计不仅有效避免

了重复计算的计算量，还为处理高维参数空间问题提供了可行的计算框架．

根据双线性泛函的定义（１２），问题（１）的有限元离散格式可以被重新定义为

　 　 ａ０（ｕｈ，ｖｈ） ＋ ｑ（ｕｈ，ｖｈ） ＝ ｂ（ｖｈ；ξ） － ａ１（ｕｈ， ｖｈ；ξ） ． （１７）
本文进一步可推导出算法 ２的有限元离散形式．具体而言，通过对弱形式进行空间离散化，并利用有限元基

函数的性质，算法 ２可以自然地转化为一个线性代数系统．这种离散形式不仅保留了原算法的核心特性，还
为数值实现提供了清晰的数学框架．具体见算法 ３．

算法 ３　 双重连续介质模型 ＦＥＭ逼近格式下的迭代算法

ｓｔｅｐ １： 对于每个 ξ ∈ Ｄ，通过解以下问题找到 Ｕｈ
０（ξ） ∈ Ｖｈ

０

　 　 ａ０（Ｕｈ
０， ｖｈ） ＋ ｑ（Ｕｈ

０，ｖｈ） ＝ ｂ（ｖｈ；ξ），　 　 ∀ｖ∈ Ｖｈ
０ ． （１８）

ｓｔｅｐ ２： 对于每个 ξ ∈ Ｄ，通过解以下问题递归确定 {Ｕｈ
ｎ Ｕｈ

ｎ（ξ） } ｎ≥１ ⊂ Ｖｈ
０

　 　 ａ０（Ｕｈ
ｎ， ｖｈ） ＋ ｑ（Ｕｈ

ｎ，ｖｈ） ＝ ｂ（ｖｈ；ξ） － ａ１（Ｕｎ－１
ｈ，ｖｈ；ξ），　 　 ∀ｖ∈ Ｖｈ

０ ． （１９）
２．２　 含参双重连续介质模型的 ＧＭｓＦＥＭ 格式

对于含参双重连续介质模型，利用非耦合 ＧＭｓＦＥＭ 构建多尺度降基空间时，每个连续体上的多尺度基

函数是独立构造的，此时仅考虑了渗透率 κ ｉ（ｘ；ξ） 而忽略了交互项 σ（ｘ） 的作用．
为了构建第 ｉ 个连续体在子区域 ω ｉ 上的局部多尺度基函数，本文求解下列局部特征值问题：

　 　 － ｄｉｖ（κ ｉ（ｘ） Ñψ （ ｊ）ℓ，ｉ ） ＝ λ ｉ，ℓκ（ｘ） ψ （ ｊ）ℓ，ｉ ，　 　 ｉｎ ω ｊ，

κ ｉ（ｘ）·Ñψ （ ｊ）ℓ，ｉ·ｎ ＝ ０， ｏｎ ∂ω ｊ，
{ （２０）

其中， κ ｉ（ｘ） ＝ κ ｉ（ｘ）∑Ｎｃ

ｉ ＝ １
Ｈ２ ｜ Ñ χ

ｊ，ｉ ｜ ２ ． { χ ｊ，ｉ } Ｎｃ
ｉ ＝ １ 表示的定义为第 ｉ 个连续体在局部支撑域 ω ｊ 上的一组单位

分解函数，定义如下：

　 　
－ ｄｉｖ（κ ｉ（ｘ） Ñ χ

ｊ，ｉ） ＝ ０， ∀Ｋ ｉｎ ω ｊ，
χ
ｊ，ｉ ＝ χ ０

ｊ，ｉ， ｏｎ ∂Ｋ，{
这里， χ ０ｊ，ｉ 表示标准的线性单位分解函数，且 χ ０

ｊ，ｉ 在局部支撑域 ω ｊ 上是非零．
接下来，本文假设定义在细网格结点上基函数为 {ϕ ｊ，ｍ } Ｎｈ

ｍ ＝ １ ．经有限元离散，本文得到特征问题（２０）的
矩阵形式为

　 　 Ａψ （ ｊ）ℓ，ｉ ＝ λ （ ｊ）ℓ，ｉ Ｓψ （ ｊ）ℓ，ｉ ， （２１）
其中， Ａ 和 Ｓ 的定义如下：

　 　 （Ａ）ｍ，ｎ ＝ （κ ｉ（ｘ） Ñϕ ｊ，ｍ，Ñϕ ｊ，ｎ） Ｌ２（ω ｊ）， （Ｓ）ｍ，ｎ ＝ （κ ｉ（ｘ） ϕ ｊ，ｍ，ϕ ｊ，ｎ） Ｌ２（ω ｊ） ．
通过对特征问题（２０）的求解，可以得到一系列特征值 { λ （ ｊ）ℓ，ｉ } Ｎｈ

ｉ ＝ １ 和 {ψ （ ｊ）ℓ，ｉ } Ｎｈ
ｉ ＝ １ ．然后选取其中 Ｍｉ 个较小

特征值及其对应的特征函数，从而可得到局部多尺度降基空间：
　 　 Ｖｉ

ｍｓ（ω ｊ） ｓｐａｎ {ψ （ ｊ）ℓ，ｉ ， １ ≤ ℓ≤ Ｍ ｊ } ．
进一步，本文可以得到全局多尺度降基空间：

　 　 Ｖｉ
ｍｓ（Ω） ∑

Ｎｃ

ｊ ＝ １
Ｖｉ
ｍｓ（ω ｊ） ＝ ｓｐａｎ {ψ （ ｊ），ｍｓℓ，ｉ ： ψ （ ｊ），ｍｓℓ，ｉ ＝ χ

ｊ，ｉ ψ （ ｊ）ℓ，ｉ ， １ ≤ ｊ≤ Ｎｃ， １ ≤ ℓ≤ Ｍｉ } ．

最后，多尺度降基空间 Ｖｍｓ（Ω） ＝ Ｖ１ｍｓ（Ω） × Ｖ２ｍｓ（Ω） ．将这些样本函数用细网格上基函数表示的系数存储在一

个矩阵中，即得到第 ｉ 个连续体对应的全局降基矩阵：
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　 　 Ｒｉ
ｒｅ ＝ ［ψ （１），ｍｓ１，ｉ ，…，ψ （１），ｍｓＭｉ，ｉ ，…，ψ

（Ｎｃ），ｍｓ
１，ｉ ，…，ψ （Ｎｃ），ｍｓＭｉ，ｉ ］ ．

进一步，构造适用于整个耦合连续介质模型的全局降基矩阵

　 　 Ｒｒｅ ＝ ［Ｒ１ｒｅ，Ｒ２ｒｅ］ ．

注 ２　 在线过程中，多尺度基函数可以重复利用．相比在细网格上直接求解，ＧＭｓＦＥＭ可以大大提高计算效率．

在得到多尺度基有限元空间 Ｖｍｓ（Ω） 后，本文则可以将原问题（１）在多尺度降基空间求解，即找到

ｕｍｓ（ｘ） ＝ （ｕｍｓ１ （ｘ），ｕｍｓ２ （ｘ） ∈ Ｖｍｓ（Ω），对于任意的 ｖｍｓ ＝ （ｖｍｓ１ ，ｖｍｓ２ ） ∈ Ｖｍｓ（Ω），满足

　 　 ａ（ｕｍｓ， ｖｍｓ） ＋ ｑ（ｕｍｓ，ｖｍｓ） ＝ ｂ（ｖｍｓ） ． （２２）
２．３　 含参双重连续介质模型的 Ｇｍｓ⁃Ｉｔｅｒ 方法及其矩阵形式

在算法 ３中，迭代函数列 {Ｕｎ } ｎ≥０ 具有多尺度特征，如何有效地在多尺度物理空间中计算迭代函数列

是另一个巨大的挑战．本文选择第 ２．２小节描述的非耦合 ＧＭｓＦＥＭ，并结合迭代方法，给出含参双重连续介质

模型的 Ｇｍｓ⁃Ｉｔｅｒ方法．
对于任意的随机变量 ξ∈Ｄ，本文将含参双重连续介质模型投影至多尺度降基空间 Ｖｍｓ（Ω） ＝ Ｖ１ｍｓ（Ω） ×

Ｖ２ｍｓ（Ω） 中进行求解．具体过程见算法 ４．
算法 ４　 含参双重连续介质模型的 Ｇｍｓ⁃Ｉｔｅｒ算法

ｓｔｅｐ １： 对于每个 ξ ∈ Ｄ，通过解以下问题找到 Ｕｍｓ０ ＝ Ｕｍｓ０ （ξ） ∈ Ｖｍｓ（Ω）：
　 　 ａ０（Ｕｍｓ０ ，ｖｍｓ） ＋ σ（Ｕｍｓ０ ，ｖｍｓ） ＝ ｂ（ｖｍｓ；ξ），　 　 ∀ｖｍｓ ∈ Ｖｍｓ（Ω）， （２３）
ｓｔｅｐ ２： 对于每个 ξ ∈ Ｄ，通过解以下问题递归确定 {Ｕｍｓｎ ＝ Ｕｍｓｎ （ξ） } ｎ≥１ ⊂ Ｖｍｓ（Ω）：
　 　 ａ０（Ｕｍｓｎ ，ｖｍｓ） ＋ σ（Ｕｍｓｎ ，ｖｍｓ） ＝ ｂ（ｖｍｓ；ξ） － ａ１（Ｕｍｓｎ－１，ｖｍｓ；ξ）， ∀ｖｍｓ ∈ Ｖｍｓ（Ω） ． （２４）
接下来，本小节将采用矩阵形式来描述基于 Ｇｍｓ⁃Ｉｔｅｒ方法．矩阵表示不仅为数值实现提供了必要的数学

工具，还能够更清晰地展示迭代方法的计算优势．在前一小节中，本文已经详细介绍了多尺度基函数及其对

应的离线空间 Ｖｍｓ（Ω） 的构造过程．基于这些多尺度基函数， 本文进一步将其组装为一个代数系统， 从而为

后续的数值计算奠定基础．这种矩阵化的表达方式不仅简化了计算流程， 还为高效求解多尺度问题提供了

理论支持．
在有限元离散框架下，方程（１８）、方程（１９）可以转化为如下矩阵形式：

　 　
Ａ０Ｕｎ，ｈ（ξ） ＋ ＢＵｎ，ｈ（ξ） ＝ ｂ， ｎ ＝ ０，
Ａ０Ｕｎ，ｈ（ξ） ＋ ＢＵｎ，ｈ（ξ） ＝ ｂ － Ａ１Ｕｎ－１，ｈ（ξ）， ｎ≥ １ ．{ （２５）

这里的刚度矩阵 Ａ０ 和 Ａ１ 分别为

　 　 Ａ０ ＝
Ａ０，１

Ａ０，２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， Ａ１ ＝

Ａ１，１
Ａ１，２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

其中

　 　 （Ａ０，ｉ１） ｉｊ ＝ ａ０（ψ ｈ
ｉ，ｉ１，ψ

ｈ
ｊ，ｉ１）， （Ａ１，ｉ１） ｉｊ ＝ ａ１（ψ ｈ

ｉ，ｉ１，ψ
ｈ
ｊ，ｉ１），

类似地，解函数序列 {Ｕｍｓｎ } ｎ≥０ 的 ＧＭｓＦＥＭ近似形式可以表示为

　 　 Ｕｍｓｎ （ｘ，ξ） ＝∑
ℓ
ｃℓ（ξ）ψℓ

Ｔ（ｘ），　 　 ψℓ（ｘ） ∈ Ｖｍｓ，

其中 ｃℓ（ξ） ＝ （ｃℓ，１（ξ），ｃℓ，２（ξ）） ．接下来，本文可以将方程（２３）、方程（２４）重新表述为以下矩阵形式：

　 　
Ａｍｓ０ Ｃｍｓｎ （ξ） ＋ ＢｍｓＣｍｓｎ （ξ） ＝ ｂｍｓ， ｎ ＝ ０，

Ａｍｓ０ Ｃｍｓｎ （ξ） ＋ ＢｍｓＣｍｓｎ （ξ） ＝ ｂｍｓ － Ａｍｓ１ Ｃｍｓｎ－１， ｎ≥ １，{ （２６）

其中，压力场的系数存储在向量 Ｃｍｓｎ ＝ （ｃ１，１， ｃ２，１，…， ｃＭ，１， ｃ１，２， ｃ２，２，…， ｃＭ，２） Ｔ 中．通过引入约化矩阵 ＲＴｒｅ，降
基后的刚度矩阵、质量矩阵和负载向量，分别为 Ａｍｓ０ ，Ａｍｓ１ ，Ｂｍｓ 以及 ｂｍｓ，其具体形式如下：

　 　 Ａｍｓ０ ＝ ＲｒｅＡ０ＲＴｒｅ， Ａｍｓ１ ＝ ＲｒｅＡ１ＲＴｒｅ，
　 　 Ｂｍｓ ＝ ＲｒｅＢＲＴｒｅ， ｂｍｓ ＝ Ｒｒｅｂ ．
对于每一个参数 ξ，令 􀆠ｎ 为相邻两次迭代解之间的误差，
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　 　 􀆠ｎ ＝ ‖Ｕｍｓｎ （ｘ，ξ） － Ｕｍｓｎ－１（ｘ，ξ）‖Ｌ２（Ω），　 　 ｎ≥ １．
本文在算法 ５中描述 Ｇｍｓ⁃Ｉｔｅｒ方法求解含参双重连续介质模型的具体过程．

算法 ５　 Ｇｍｓ⁃Ｉｔｅｒ方法求解含参双重连续介质模型的具体过程

输入： 样本集 Ｗ∈ Ｄ，样本数 Ｎ，源项 ｆ，转移函数 σ，κ １，κ ０，最大迭代次数 Ｎｉｔｅｒ，终止条件 􀆠 ．

输出： 所有样本下的均值 ＥＥ （Ｕｍｓ） ＝ （１ ／ Ｎ）∑Ｎ

ｊ ＝ １
Ｕｍｓｎ （ｘ，ξ ｊ）

离线阶段：
① 通过 ＧＭｓＦＥＭ生成多尺度有限元空间 Ｖｍｓ（Ω） 和降阶矩阵 Ｒｒｅ；
② 生成刚度矩阵 Ａｍｓ０ 和质量矩阵 Ｂ 在 Ｖｍｓ（Ω） × Ｖｍｓ（Ω） 上；
③ 计算并存储 Ａ′ ＝ （Ａｍｓ０ ＋ Ｂｍｓ） －１；
在线阶段：
初始化： ＥＥ （Ｕｍｓ） ＝ ０；
　 ｆｏｒ ｊ ＝ １ ｔｏ Ｎ
ｎ ← ０；
在方程（２６）中，通过 Ａ′ 计算 Ｃｍｓ０ （ξ ｊ）；

ＥＥ （Ｕｍｓ） ← ＥＥ （Ｕｍｓ） ＋ １
Ｎ

Ｃｍｓ０ （ξ ｊ）；

ｗｈｉｌｅ ｎ≤ Ｎｉｔｅｒ ａｎｄ 􀆠ｎ ≥ 􀆠
ｎ ← ｎ ＋ １；
在方程（２６）中，通过 Ａ′ 计算 Ｃｍｓｎ （ξ ｊ）；

ＥＥ （Ｕｍｓ） ← ＥＥ （Ｕｍｓ） ＋ １
Ｎ

Ｃｍｓｎ （ξ ｊ）；

求解 􀆠ｎ；
ｅｎｄ ｗｈｉｌｅ
ｅｎｄ ｆｏｒ ．
线性方程组的求解方法通常分为直接求解法和迭代求解法两类，其中直接求解法以其计算速度快、精度

高的特点而著称．在本研究中，本文通过 ＧＭｓＦＥＭ对原问题进行了降维处理，使得系数矩阵 Ａ′ 的维数显著降

低．基于这一特点，本文选择了直接求解法作为主要的数值求解策略．总体而言，算法 ５ 具有以下显著的计算

优势：
高效的单次访问：仅需对 Ａ′ 进行一次访问即可解决所有相关问题；当 Ａ′ 的访问或生成成为线性求解器

的主要计算瓶颈时，这一特性能够显著提升计算效率．
因子分解的复用性：若对 Ａ′ 进行了因子分解，则只需在初始阶段完成一次分解操作，后续所有问题的求

解均可直接复用该分解结果，从而进一步降低计算成本．
这些优势使得算法 ５在处理高维或多尺度问题时表现出卓越的计算性能．

３　 收敛性分析

在本节中，结合 ＧＭｓＦＥＭ的收敛性分析以及迭代方法的收敛性理论，对 Ｇｍｓ⁃Ｉｔｅｒ 方法的收敛性进行详

细研究．
首先，函数 ｖ 的能量范数定义如下：

　 　 ‖ｖ‖ａ ＝∑
２

ｉ ＝ １
∫
Ω
κ ０ｉ（ｘ） ｜ Ñｖｉ ｜ ２ｄｘ ．

接下来，本文将对解析解与 ＧＭｓＦＥＭ解之间的误差进行定量估计．在展开具体的误差分析之前，需要建立相

应的理论框架并引入必要的预备性结果．具体而言，本文将首先给出若干关键定义和辅助引理，为后续的误

差估计奠定严格的数学基础．
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定义 １（插值函数）　 假设 Ｉ０ｕ 表示函数 ｕ 由前 Ｌｉ 个特征函数 ψ ｉ 定义的局部插值函数，即

　 　 Ｉ０ｕ ＝∑
Ｌｉ

ｉ ＝ １
ｕｉψ ｉ，

其中 {ψ ｉ } 是特征问题（２１）求解的特征函数．
引理 １　 令函数 { χ ｉ } Ｎｃ

ｉ ＝ １ 是下列方程的解

　 　
－ ｄｉｖ（κ（ｘ） Ñ χ

ｉ） ＝ ０， ∀Ｋ ｉｎ ω ｉ，
χ
ｉ ＝ Ｌｉ， ｏｎ ∂Ｋ ．{

定义 ｇ 表示残差函数，且满足下列方程

　 　 － ｄｉｖ（κ（ｘ） Ñ（ｕ － Ｉ０ｕ）） ＝ ｇ ．
若定义

　 　 Λ ＝∑
Ｎｃ

ｉ ＝ １
∫
ωｉ
κ（ｘ） ｜ Ñ χ

ｉ ｜ ２ ｜ ｕ － Ｉ０ｕ ｜ ２ｄｘ，

　 　 Υ ＝∑
Ｎｃ

ｉ ＝ １
∫
ωｉ
κ（ｘ） ｜ χ

ｉ ｜ ２ ｜ Ñ（ｕ － Ｉ０ｕ） ｜ ２ｄｘ，

　 　 Π ＝∑
Ｎｃ

ｉ ＝ １
∫
ωｉ
ｇχ ２ｉ（ｕ － Ｉ０ｕ）ｄｘ，

可得到如下估计：
　 　 Υ≤ Ｃ１Λ ＋ Ｃ２Π ．

引理 ２　 Π１， Λ１ 如引理 １中定义， Γ１ ＝ ∫
ωｉ
（κ（ｘ） ｜ Ñ χ

ｉ ｜ ２）
－１ｇ２，则存在常数 Ｃ ＞ ０满足

　 　 Π１ ≤ ＣΓ１ ＋ ＣΛ１ ．
引理 ３　 Λ，Υ，Γ，Π 如引理 １和引理 ２中所定义， 本文可以得到

　 　 Υ≤ Ｃ１Λ ＋ Ｃ２ Γ ．
引理 ４　 Ｉ０ｕ 为定义 １中所定义的插值函数，本文有

　 　 ∫
ωｉ
∑

ｊ
κ（ｘ）·｜ Ñ χ

ｊ ｜ ２ ｜ ｕ － Ｉ０ｕ ｜ ２ｄｘ≤ １
λω ｉ

Ｌｉ＋１
∫
ωｉ
κ（ｘ）·｜ Ñ（ｕ － Ｉ０ｕ） ｜ ２ｄｘ ．

引理 ５　 本文首先定义 αω ｉ
Ｌｉ＋１

＝
∫
ωｉ
κ（ｘ）（Ñ（ｕ － Ｉ０ｕ）） ２ｄｘ

∫
ωｉ
κ（ｘ）χ ２ｉ ｜ Ñ（ｕ － Ｉ０ｕ） ｜ ２ｄｘ

及 Λ∗ ＝ｍｉｎ
λω ｉ

Ｌｉ＋１

αω ｉ
Ｌｉ＋１

，Λ 如引理 １中所定义．则存

在常数 Ｃ１ ＞ ０和 Ｃ２ ＞ ０，本文有

　 　 Λ≤ Ｃ１
１
Λ∗

Λ ＋ Ｃ２
１
Λ∗

Π ．

注 ３　 根据引理 ２，将上述命题结果进一步放大可得

　 　 Λ≤ （Ｃ１ ＋ ＣＣ２）
１
Λ∗

Λ ＋ ＣＣ２
１
Λ∗

Γ ．

取 Ｃ′ ＝ ｍａｘ{ Ｃ１ ＋ ＣＣ２，ＣＣ２ } ，则有

　 　 Λ≤ Ｃ′ １
Λ∗

Λ ＋ Ｃ′ １
Λ∗

Γ ．

对该不等式进行 ｎ 次递推，可得

　 　 Λ≤ Ｃ′ １
Λ∗

Ｃ′ １
Λ∗

Λ ＋ Ｃ′ １
Λ∗

Γ( ) ＋ Ｃ′ １
Λ∗

Γ ＝

　 　 　 　 Ｃ′２ １
Λ２∗

Λ ＋ Ｃ′２ １
Λ２∗

Γ ＋ Ｃ′ １
Λ∗

Γ…≤

　 　 　 　 Ｃ′ｎ １
Λｎ
∗

Λ ＋ Ｃ′ｎ １
Λｎ
∗

＋ Ｃ′ｎ－１ １
Λｎ－１
∗

＋ … ＋ Ｃ′ １
Λ∗

æ
è
ç

ö
ø
÷ Γ ≤

Ｃ′≥１
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　 　 　 　 Ｃ′ｎ １
Λｎ
∗

Λ ＋ １
Λｎ
∗

＋ １
Λｎ－１
∗

＋ … ＋ １
Λ∗

æ
è
ç

ö
ø
÷ Ｃ′ｎΓ ．

令 Ｃ″ ＝ （Ｃ′） ｎ 并应用等比数列求和公式

　 　 Λ≤ Ｃ″ １
Λｎ
∗

Λ ＋
１ － Λ －ｎ

∗

Λ∗ － １
æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｃ″Γ ．

引理 ６　 Ｉ０ｕ 表示 ｕ 的插值函数，本文有

　 　 ∫
ωｉ
κ（ｘ）（Ñ（ｕ － Ｉ０ｕ）） ２ｄｘ≤ Ｃ∫

ωｉ
κ（ｘ） ｜ Ñｕ ｜ ２ｄｘ ．

假设 ４　 本文假设 Γ 和 ∫
Ω
κ（ｘ） ｜ Ñｕ ｜ ２ 均是有界的，即

　 　 Γ１ ＝ ∫
ωｉ
（κ（ｘ） ｜ Ñ χ

ｉ ｜ ２）
－１ｇ２ｄｘ≤ ＣＨ２ ．

　 　 ∫
Ω
κ（ｘ） ｜ Ñｕ ｜ ２ｄｘ≤ Ｃ ．

定理 ３　 令 ｕ 表示双重连续介质模型（１）的解， ｕｍｓ 表示 ＧＭｓＦＥＭ解．在上述假设及引理下，本文有

　 　 ‖ｕ － ｕｍｓ‖２
ａ ≤ ＣＨΛ􀆠－１

∗ ‖ｕ‖２
Ｅ（Ω） ＋ ２ＣＨ２

Λ∗ － ＨΛ􀆠
∗

Λ∗ － １
．

证明

　 　 ‖ｕ － ｕｍｓ‖２
ａ ＝ ａ（ｕ － ｕｍｓ，ｕ － ｕｍｓ；ξ） ＝

　 　 　 　 ∑
２

ｉ ＝ １
∫
Ω
κ ｉ（ｘ） ｜ Ñ（ｕｉ － ｕｍｓｉ ） ｜ ２ｄｘ ． （２７）

接下来，本文首先给出 ∫
Ω
κ ｉ（ｘ） ｜ Ñ（ｕｉ － ｕｍｓｉ ） ｜ ２ｄｘ 的估计．

令 ｕｉ，Ｉ 为有限元空间 Ｖｈ（Ω） 中的任一函数， Ｉ０ｕｉ 为函数 ｕｉ 定义在局部区域 ω ｉ 上的局部插值函数．根据

Ｃｅａ引理，本文有

　 　 ∫
Ω
κ ｉ（ｘ） ｜ Ñ（ｕｉ － ｕｍｓｉ ） ｜ ２ｄｘ≤

　 　 　 　 ∫
Ω
κ ｉ（ｘ） ｜ Ñ（ｕｉ － ｕｉ，Ｉ） ｜ ２ｄｘ ＝

　 　 　 　 ∫
Ω
κ ｉ（ｘ） ｜ Ñ（∑

ｉ

χ
ｉ（ｕｉ － ｕｍｓｉ ）） ｜ ２ｄｘ≤

　 　 　 　 Ｓ１∑
Ｎｃ

ｉ ＝ １
∫
ωｉ
κ ｉ（ｘ） ｜ Ñ（χ ｉ（ｕｉ － Ｉ０ｕｉ）） ｜ ２ｄｘ ＝

　 　 　 　 Ｓ１∑
Ｎｃ

ｉ ＝ １
∫
ωｉ
κ（ｘ） ｜ Ñ χ

ｉ（ｕｉ － Ｉ０ｕｉ） ＋ χ
ｉ Ñ（ｕｉ － Ｉ０ｕｉ） ｜ ２ｄｘ≤

　 　 　 　 ２Ｓ１∑
Ｎｃ

ｉ ＝ １
∫
ωｉ
（κ（ｘ） ｜ Ñ χ

ｉ（ｕｉ － Ｉ０ｕｉ） ｜ ２ ＋ Ｋ ｜ χ
ｉ Ñ（ｕｉ － Ｉ０ｕｉ） ｜ ２）ｄｘ ＝

Ｓ２ ＝ ２Ｓ１

　 　 　 　 Ｓ２∑
Ｎｃ

ｉ ＝ １
∫
ωｉ
κ（ｘ） ｜ Ñ χ

ｉ ｜ ２ ｜ ｕｉ － Ｉ０ｕｉ ｜ ２ｄｘ ＋ Ｓ２∑
Ｎｃ

ｉ ＝ １
∫
ωｉ
κ（ｘ） ｜ χ

ｉ ｜ ２ ｜ Ñ（ｕｉ － Ｉ０ｕｉ） ｜ ２ｄｘ ＝

　 　 　 　 Ｓ２Λ ＋ Ｓ２Υ≤ Ｓ２Λ ＋ Ｓ２（Ｃ１Λ ＋ Ｃ２Γ） ＝
　 　 　 　 （Ｓ２ ＋ Ｃ１Ｓ２）Λ ＋ Ｓ２Ｃ２Γ ．
令 Ｃ３ ＝ Ｓ２ ＋ Ｃ１Ｓ２，Ｃ４ ＝ Ｓ２Ｃ２，上述不等式可以重写为

　 　 ∫
Ω
κ ｉ（ｘ） ｜ Ñ（ｕｉ － ｕｍｓｉ ） ｜ ２ｄｘ≤ Ｃ３Λ ＋ Ｃ４Γ ．

通过注 ３，则有

　 　 ∫
Ω
κ ｉ（ｘ） ｜ Ñ（ｕｉ － ｕｍｓｉ ） ｜ ２ｄｘ≤ Ｃ３ Ｃ″ １

Λｎ
∗

Λ ＋ Ｃ″
１ － Λ －ｎ

∗

Λ∗ － １
Γ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｃ４Γ ＝
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　 　 　 　 Ｃ３Ｃ″
１
Λｎ
∗

Λ ＋ Ｃ″
１ － Λ －ｎ

∗

Λ∗ － １
＋ Ｃ４

æ

è
ç

ö

ø
÷ Γ ．

取 Ｃ ＝ Ｃ３Ｃ″，可得

　 　 ∫
Ω
κ ｉ（ｘ） ｜ Ñ（ｕｉ － ｕｍｓｉ ） ｜ ２ｄｘ≤ Ｃ １

Λｎ
∗

Λ ＋ Ｃ″
１ － Λ －ｎ

∗

Λ∗ － １
＋ Ｃ４

æ

è
ç

ö

ø
÷ Γ ＝

　 　 　 　 Ｃ １
Λｎ
∗

Λ ＋ Ｃ″
１ － Λ －ｎ

∗

Λ∗ － １
＋ Ｃ４

æ

è
ç

ö

ø
÷ Γ ． （２８）

由引理 ４，可得

　 　 Λ ＝∑
ｉ
∫
ωｉ
κ ｉ（ｘ） ｜ Ñ χ

ｉ ｜ ２（ｕｉ － Ｉ０ｕｉ） ２ｄｘ≤

　 　 　 　 ∑
ｉ
∫
ωｉ
κ ｉ（ｘ）∑

ｊ
｜ Ñ χ

ｊ ｜ ２（ｕｉ － Ｉ０ｕｉ） ２ｄｘ≤

　 　 　 　 １
λω ｉ

Ｌｉ＋１
∑

ｉ
∫
ωｉ
κ ｉ（ｘ） ｜ Ñ（ｕｉ － Ｉ０ｕｉ） ｜ ２ｄｘ≤

　 　 　 　
αω ｉ

Ｌｉ＋１

λω ｉ
Ｌｉ＋１
∑

ｉ
∫
ωｉ
κ ｉ（ｘ） ｜ Ñ（ｕｉ － Ｉ０ｕｉ） ｜ ２ｄｘ≤

　 　 　 　 １
Λ∗
∑

ｉ
∫
ωｉ
κ ｉ（ｘ） ｜ Ñ（ｕｉ － Ｉ０ｕｉ） ｜ ２ｄｘ ． （２９）

将关于 Λ 的不等式（２９）代入不等式（２８）中，可得到

　 　 ∫
Ω
κ ｉ（ｘ） ｜ Ñ（ｕｉ － ｕｍｓｉ ） ｜ ２ｄｘ≤

　 　 　 　 Ｃ １
Λｎ＋１
∗
∑

ｉ
∫
ωｉ
κ ｉ（ｘ） ｜ Ñ（ｕｉ － Ｉ０ｕｉ） ｜ ２ｄｘ ＋ Ｃ″

１ － Λ －ｎ
∗

Λ∗ － １
＋ Ｃ４

æ

è
ç

ö

ø
÷ Γ ． （３０）

结合不等式（３０），可进一步得到

　 　 ∫
Ω
κ ｉ（ｘ） ｜ Ñ（ｕｉ － ｕｍｓｉ ） ｜ ２ｄｘ≤

　 　 　 　 Ｃ １
Λｎ＋１
∗
∫
Ω
κ ｉ（ｘ） ｜ Ñ（ｕｉ － Ｉ０ｕｉ） ｜ ２ｄｘ ＋ Ｃ″

１ － Λ －ｎ
∗

Λ∗ － １
＋ Ｃ４

æ

è
ç

ö

ø
÷ Γ≤

　 　 　 　 Ｃ １
Λｎ＋１
∗
∫
Ω
κ ｉ（ｘ） ｜ Ñｕｉ ｜ ２ｄｘ ＋ Ｃ″

１ － Λ －ｎ
∗

Λ∗ － １
＋ Ｃ４

æ

è
ç

ö

ø
÷ Γ ≤

Ｃ″ ＝ ｍａｘ{ Ｃ″，Ｃ４}

　 　 　 　 Ｃ １
Λｎ＋１
∗
∫
Ω
κ ｉ（ｘ） ｜ Ñｕｉ ｜ ２ｄｘ ＋ Ｃ″

１ － Λ －ｎ
∗

Λ∗ － １
＋ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ Γ ． （３１）

这里，本文取 ｎ ＝ － ｌｏｇ Ｈ
ｌｏｇ Λ∗

é

ë
êê

ù

û
úú ＝ － ｌｏｇ Ｈ

ｌｏｇ Λ∗
－ 􀆠（０ ＜ 􀆠 ＜ １），其中 ｌｏｇ Ｈ 与 ｌｏｇ Λ∗ 是同一个底数的对数，则可直

接得到

　 　

１
Λｎ＋１
∗

＝ ＨΛ􀆠－１
∗ ，

１ － Λ －ｎ
∗

Λ∗ － １
＋ １ ＝

Λ∗ － ＨΛ􀆠
∗

Λ∗ － １
．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

将 ｎ 代入不等式（３１）中，可得 ∫
Ω
κ ｉ（ｘ） ｜ Ñ（ｕｉ － ｕｍｓｉ ） ｜ ２ｄｘ 的估计

　 　 ∫
Ω
κ ｉ（ｘ） ｜ Ñ（ｕｉ － ｕｍｓｉ ） ｜ ２ｄｘ≤

　 　 　 　 ＣＨΛ􀆠－１
∗ ∫

Ω
κ ｉ（ｘ） ｜ Ñｕｉ ｜ ２ｄｘ ＋ ＣＨ２

Λ∗ － ＨΛ􀆠
∗

Λ∗ － １
≤

８４９ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２６ 年　 第 ４７ 卷



　 　 　 　 ＣＨΛ􀆠－１
∗ ‖ｕｉ‖２

ａ ＋ ＣＨ２
Λ∗ － ＨΛ􀆠

∗

Λ∗ － １
． （３２）

将上述估计结果（３２）代入式（２７），可得到最终的误差估计

　 　 ‖ｕ － ｕｍｓ‖２
ａ ＝∑

２

ｉ ＝ １
∫
Ω
κ ｉ（ｘ） ｜ Ñ（ｕｉ － ｕｍｓｉ ） ｜ ２ｄｘ≤

　 　 　 　 ＣＨΛ􀆠－１
∗ ‖ｕ‖２

ａ ＋ ２ＣＨ２
Λ∗ － ＨΛ􀆠

∗

Λ∗ － １
． （３３）

证毕． □
在给出 Ｇｍｓ⁃Ｉｔｅｒ 与参考解之间的误差结果之前， 本文先证明了 ‖Ñｖ‖Ｌ２（Ω） 和 ‖ｖ‖ａ 之间的范数等价

关系．
引理 ７　 在假设 １下，存在常数 α０ ＞ ０和 β ０ ＞ ０，对于任意 ｖ∈ Ｖ，满足以下不等式：
　 　 α０‖Ñｖ‖Ｌ２（Ω） ≤‖ｖ‖ａ ≤ β ０‖Ñｖ‖Ｌ２（Ω） ．
证明　 根据 Ｐｏｉｎｃａｒé不等式，存在一个正常数 Ｃｐ，使得对于所有的 ｖｉ ∈ Ｈ１０（Ω），ｉ ＝ １，２，成立

　 　 ‖ｖｉ‖Ｌ２（Ω） ≤ Ｃｐ‖Ñｖｉ‖Ｌ２（Ω） ．
因此，本文得到

　 　 ‖ｖ‖ａＱ
２ ≥ κ－

０‖Ñｖ‖２
Ｌ２（Ω） － ２σ－‖ｖ‖２

Ｌ２（Ω） ≥

　 　 　 　 κ－
０‖Ñｖ‖２

Ｌ２（Ω） － ２σ－ Ｃｐ‖Ñｖ‖２
Ｌ２（Ω），

以及

　 　 ‖ｖ‖ａＱ
２ ≤ κ－ ０‖Ñｖ‖２

Ｌ２（Ω） ＋ ２σ－‖ｖ‖２
Ｌ２（Ω） ≤

　 　 　 　 κ－ ０‖Ñｖ‖２
Ｌ２（Ω） ＋ ２σ－ Ｃｐ‖Ñｖ‖２

Ｌ２（Ω），
其中

　 　 κ－ ０ ＝ ｍａｘ
ｘ∈Ω，ｉ ＝ １，２

κ ｉ（ｘ） ．

根据上述两个不等式和假设，可以推断出以下范数等价关系：
　 　 α０‖Ñｖ‖Ｌ２（Ω） ≤‖ｖ‖ａＱ ≤ β ０‖Ñｖ‖Ｌ２（Ω），

其中 α０ ＝ κ－
０ － ２σ－ Ｃｐ，β ０ ＝ κ－ ０ ＋ ２σ－ Ｃｐ ．

证毕． □
文献［２２］表明，在假设 １下，问题（２）存在唯一解．
定理 ４　 在假设 １下，问题（２）的解 ｕ（ξ） ∈ Ｖ 存在且唯一，并且满足

　 　 ‖ｕ（ξ）‖ａ ≤ Ｃ１‖ｆ‖Ｌ２（Ω），　 　 ∀ξ ∈ Ｄ，
其中， ｆ ＝ （ ｆ１，ｆ２），常数 Ｃ１ 与随机参数 ξ 无关．

基于上述引理，本文可以进一步推导由算法 ２生成的 { ｕｎ（ξ） } ｎ≥０ 的收敛性结果．
定理 ５　 假设 ｕ（ξ） 是方程（２）的解， { ｕｎ（ξ） } ｎ≥０ 是由算法 ２生成的迭代解．对于常数 ρ∈ （０，１） 满足

κ
－ １ ／ （α０） ２ ≤ ρ 的条件下，本文可以进一步得出

　 　 ‖ｕ（ξ） － ｕｎ（ξ）‖ａＱ ≤ Ｃ１ρ ｎ＋１‖ｆ‖Ｌ２（Ω），　 　 ∀ξ ∈ Ｄ，
其中，常数 Ｃ１ ＞ ０且与随机参数 ξ 无关．

证明　 对于任一随机参数 ξ ∈ Ｄ，当 ｎ ≥ ０时，令 ｒｎ ＝ ｒｎ（ξ） ＝ ｕ（ξ） － ｕｎ（ξ） ∈ Ｖ ．通过将方程（１３）减
去方程（１４），可以得到 ｎ ＝ ０时的残差方程，即

　 　 ａ０（ｒ０， ｖ） ＋ ｑ（ｒ０，ｖ） ＝ － ａ１（ｕ， ｖ；ξ），　 　 ∀ｖ∈ Ｖ ． （３４）
类似地，将方程（１３）减去方程（１５），可得到 ｎ ＞ ０时的残差方程

　 　 ａ０（ｒｎ， ｖ） ＋ ｑ（ｒｎ，ｖ） ＝ － ａ１（ｒｎ－１， ｖ；ξ），　 　 ∀ｖ∈ Ｖ ． （３５）
在残差方程（３４）中将测试函数 ｖ 选定为 ｒ０，得到

　 　 ａ０（ｒ０， ｒ０） ＋ ｑ（ｒ０，ｒ０） ＝ － ａ１（ｕ， ｒ０；ξ） ． （３６）

９４９第 ７ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 马玲玲，等： 含参双重连续介质模型的广义多尺度有限元迭代方法



上式的左端定义为

　 　 ‖ｒ０‖２
ａＱ

＝ ａ０（ｒ０， ｒ０） ＋ ｑ（ｒ０，ｒ０） ． （３７）
方程（３６）的右端通过 Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｓｃｈｗａｒｚ不等式和引理 ７，可得到

　 　 ｜ － ａ１（ｕ， ｒ０；ξ） ｜≤ κ－ １‖Ñｕ‖Ｌ２（Ω）‖Ñｒ０‖Ｌ２（Ω） ≤

　 　 　 　 κ－ １

（α０） ２
‖ｕ‖ａ‖ｒ０‖ａ ． （３８）

通过方程（３６）—（３８），可以得到

　 　 ‖ｒ０‖ａＱ ≤
κ－ １

（α０） ２
‖ｕ‖ａＱ ≤ ρ‖ｕ‖ａＱ ．

在残差方程（３５）中，选定 ｖ ＝ ｒｎ，可得到

　 　 ａ０（ｒｎ， ｒｎ） ＋ ｑ（ｒｎ，ｒｎ） ＝ － ａ１（ｒｎ－１， ｒｎ；ξ） ． （３９）
类似地，本文也可以得到

　 　 ‖ｒｎ‖ａＱ ≤
κ－ １

（α０） ２
‖ｒｎ－１‖ａＱ ≤ ρ‖ｒｎ－１‖ａＱ ．

通过归纳，本文有

　 　 ‖ｒｎ‖ａＱ ≤ ρ ｎ＋１‖ｕ‖ａＱ ≤ Ｃ１ρ ｎ＋１‖ｆ‖Ｌ２（Ω） ．
证毕． □

注 ４　 该定理从理论上保证了算法 ２生成的迭代逼近解序列 { ｕｎ（ξ） } ｎ≥０ 具有全局收敛性，即对于任意参数 ξ，该序列

都将收敛到弱形式问题（２）的精确解 ｕ（ξ） ．

定理 ６　 假设 ｕｍｓ（ξ） 是方程（２）的解， { ｕｍｓｎ （ξ） } ｎ≥０ 是由算法 ２生成的迭代解．类似于定理 ５，有
　 　 ‖ｕｍｓ（ξ） － ｕｍｓｎ （ξ）‖ａ ≤ Ｃ１ρ ｎ＋１‖ｆ‖Ｌ２（Ω），　 　 ∀ξ ∈ Ｄ，

其中，常数 Ｃ１ ＞ ０且与随机参数 ξ 无关．
上述定理的一个直接的推论是以下全局误差估计，它提供了基于 ＧＭｓＦＥＭ的迭代方法得到的解和问题

（２）解的误差估计．
定理 ７　 在假设 １和定理 ５条件下，设 ｕ（ξ） 是方程（２）的解， { ｕｍｓｎ （ξ） } ｎ≥０ 是由算法 ５ 生成的迭代约

化解，则

　 　 ‖ｕ － ｕｍｓｎ ‖ａ ≤ ＣＨΛ􀆠－１
∗ ‖ｕ‖２

Ｅ（Ω） ＋ ＣＨ２
Λ∗ － ＨΛ􀆠

∗

Λ∗ － １
＋ Ｃρ ２ｎ＋２‖ｆ‖２

Ｌ２（Ω），　 　 ∀ξ ∈ Ｄ， （４０）

其中，常数 Ｃ 与 ρ，Λ 和 ｎ 以及随机参数 ξ 均无关．
证明　 ｕ（ξ） － ｕｍｓｎ （ξ） ＝ （ｕ（ξ） － ｕｍｓ（ξ）） ＋ （ｕｍｓ（ξ） － ｕｍｓｎ （ξ）），由三角不等式可以得到

　 　 ‖ｕ － ｕｍｓｎ ‖２
ａ ≤‖（ｕ（ξ） － ｕｍｓ（ξ））‖２

ａ ＋ ‖（ｕｍｓ（ξ） － ｕｍｓｎ （ξ））‖２
ａ ．

定理 ５及定理 ６结合上面的三角不等式即可证明误差估计（４０）．
证毕． □

４　 数 值 实 验

在本节中，我们通过两个数值算例来验证所提出的迭代方法在含参双重连续介质模型中的适用性，并检

验理论结果的正确性．在 ４．１小节中，本文给出了粗网格尺寸和局部基函数数量对近似解精度的影响．为验证

所提迭代方法的理论收敛性，将详细列出该算例的相对误差和收敛速率．４．２ 小节则基于迭代型广义多尺度

有限元框架，对具有高维随机参数特征的扩散系数和源项所构成的双重连续介质模型进行数值求解．为充分

验证理论分析结果，不仅给出了相对误差的演化规律，还通过计算收敛阶数对 Ｇｍｓ⁃Ｉｔｅｒ算法的渐进性能进行

了系统评估．
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４．１　 算例 １
令 Ω ＝ ［０，１］ ２ 是一个矩形区域，本文考虑如下双重连续介质模型：

　 　
－ ｄｉｖ（κ １（ｘ，ξ） Ñｕ１（ｘ，ξ）） ＋ σ（ｘ）（ｕ１（ｘ，ξ） － ｕ２（ｘ，ξ）） ＝ ｆ１（ｘ，ξ）， ｘ∈ Ω，
－ ｄｉｖ（κ ２（ｘ，ξ） Ñｕ２（ｘ，ξ）） － σ（ｘ）（ｕ１（ｘ，ξ） － ｕ２（ｘ，ξ）） ＝ ｆ２（ｘ，ξ）， ｘ∈ Ω ．{ （４１）

边界条件为

　 　 ｕ１（ｘ，ξ） ｜ ∂Ω ＝ ０， ｕ２（ｘ，ξ） ｜ ∂Ω ＝ ０，
其中，随机渗透率 κ ｉ（ｘ，ξ）（ ｉ ＝ １，２） 和交互函数 σ（ｘ） 的定义分别为

　 　

κ １（ｘ，ξ ） ＝ κ ０１（ｘ） ＋ （１ ＋ ξ ２ ＋ ξ ４）（２ ＋ ｘ２１ ＋ ｘ２２ ＋ ｘ３２）；

κ ２（ｘ，ξ ） ＝ κ ０２（ｘ） ＋ （２ ＋ ξ ２）（１ ＋ ｘ２１ ＋ ｘ４１）（１ ＋ ｘ２）；

σ（ｘ） ＝ １ ＋ ｘ２１ｘ２２，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

而源项定义为

　 　
ｆ１（ｘ，ξ） ＝ （２ ＋ ２ξ ＋ ξ ２）（１ ＋ ２ｘ１ ＋ ３ｘ２） ＋ （ξ ＋ ３ξｓｉｎ（ξ））ｘ２１ｘ２２，

ｆ２（ｘ，ξ） ＝ （２ ＋ ３ξ ＋ ξ ２）（ｘ１ ＋ ｘ２ ＋ １） ＋ （１ ＋ ２ｃｏｓ（３ξ））ｘ２１ｘ２２ ．
{

这里 ｘ ＝ （ｘ１，ｘ２） ∈ Ω，随机变量服从 Ｂｅｔａ分布，即 ξ ～ Ｂｅｔａ（１，１） ．渗透率中的确定性部分 κ ０１（ｘ） 和 κ ０２（ｘ）
都是含有高对比度系数，且与 ξ 无关，如图 ２所示．

图 ２　 高震荡渗透率场 κ０１（ｘ） （左）和 κ０２（ｘ） （右）

Ｆｉｇ． ２　 Ｈｉｇｈ⁃ｃｏｎｔｒａｓｔ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ κ０１（ｘ） （ｌｅｆｔ） ａｎｄ κ０２（ｘ） （ｒｉｇｈｔ）

我们将在 １２０×１２０的细网格上计算参考解，其自由度数量为 Ｎｆ ＝ １４ ６４１．ｕｒｅｆ１ （ｘ，ξ） 和 ｕｒｅｆ２ （ｘ，ξ） 分别表

示在细网格上使用有限元法计算的参考解， ｕｇｍｓｉ （ｘ，ξ） 和 ｕＧｍｓ⁃Ｉｔｅｒｉ （ｘ，ξ） 分别表示通过 ＧＭｓＦＥＭ和 Ｇｍｓ⁃Ｉｔｅｒ方
法得到的数值解．为了衡量参考解和数值解之间的误差，本文定义了如下 Ｌ２ 范数意义下的相对误差

　 　
ｅｇｍｓｕ ＝ １

Ｎ∑
Ｎ

ｊ ＝ １

‖ｕｒｅｆ（ｘ，ξ ｊ） － ｕｇｍｓ（ｘ，ξ ｊ）‖２
Ｌ２（Ω）

‖ｕｒｅｆ（ｘ，ξ ｊ）‖２
Ｌ２（Ω）

，

ｅＧｍｓ⁃Ｉｔｅｒｕ ＝ １
Ｎ∑

Ｎ

ｊ ＝ １

‖ｕｒｅｆ（ｘ，ξ ｊ） － ｕＧｍｓ⁃Ｉｔｅｒ（ｘ，ξ ｊ）‖２
Ｌ２（Ω）

‖ｕｒｅｆ（ｘ，ξ ｊ）‖２
Ｌ２（Ω）

，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（４２）

和能量范数意义下的相对误差

　 　
ｅｇｍｓｕ ＝ １

Ｎ∑
Ｎ

ｊ ＝ １

‖ｕｒｅｆ（ｘ，ξ ｊ） － ｕｇｍｓ（ｘ，ξ ｊ）‖２
ａ

‖ｕｒｅｆ（ｘ，ξ ｊ）‖２
ａ

，

ｅＧｍｓ⁃Ｉｔｅｒｕ ＝ １
Ｎ∑

Ｎ

ｊ ＝ １

‖ｕｒｅｆ（ｘ，ξ ｊ） － ｕＧｍｓ⁃Ｉｔｅｒ（ｘ，ξ ｊ）‖２
ａ

‖ｕｒｅｆ（ｘ，ξ ｊ）‖２
ａ

，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（４３）

其中 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ 是参数样本的数量．为系统评估 Ｇｍｓ⁃Ｉｔｅｒ 方法的计算性能，本文在这一小节采用 Ｍｏｎｔｅ⁃
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Ｃａｒｌｏ采样策略，在参数随机空间中选取 １ ０００个独立样本进行统计分析．数值实验设置如下：采用固定粗网

格步长 （Ｈ ＝ １ ／ １２），每个粗网格节点对应的支集中选取 ５个局部基函数，并设置最大迭代步数为 ５０次以保

障计算收敛．在三种不同数值模拟方法下，本文得到了变量 ｕ１（ｘ，ξ） 和 ｕ２（ｘ，ξ） 的均值轮廓图，如图 ３ 所示．
图 ３中第一行展示了 ｕ１（ｘ，ξ） 通过不同数值模拟方法计算得到的均值轮廓，而第二行则展示了 ｕ２（ｘ，ξ） 的

均值轮廓．从图像上可以看出，Ｇｍｓ⁃Ｉｔｅｒ方法的结果能够很好地逼近参考解和 ＧＭｓＦＥＭ解．

（ａ） ｕ１（ｘ，ξ）

（ｂ） ｕ２（ｘ，ξ）

图 ３　 不同数值模拟方法计算得到的均值轮廓图

Ｆｉｇ． ３　 Ｍｅａｎ ｐｒｏｆｉｌｅｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ

在表 １和表 ２中，本文分别给出了不同粗网格步长 Ｈ ＝ { １ ／ ２，１ ／ ４，１ ／ ６，１ ／ ８，１ ／ １０，１ ／ １２，１ ／ ２４ } 下，ＧＭｓ⁃
ＦＥＭ与 Ｇｍｓ⁃Ｉｔｅｒ方法与参考解在 Ｌ２ 范数和能量范数下的相对误差．数值实验结果表明：在保持每个邻域采

用 ５个局部基函数的条件下，两种方法的计算精度表现相当接近，且均呈现出随着粗网格步长的减小而呈现

单调递减的趋势．这些结果不仅验证了本文所提 Ｇｍｓ⁃Ｉｔｅｒ方法的计算可靠性，更从数值角度揭示了网格加密

策略对提升多尺度方法计算精度的普适性规律，为多尺度模拟的参数选择提供了理论依据．
表 １　 不同粗网格大小 Ｈ 下，变量 ｕ（ｘ；ξ） 在 Ｌ２ 范数意义下的相对误差

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ Ｌ２ ｅｒｒｏｒｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｏａｒｓｅ ｍｅｓｈ ｓｉｚｅｓ Ｈ ｆｏｒ ｕ（ｘ；ξ）

ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ Ｈ ＝ １ ／ ２ Ｈ ＝ １ ／ ４ Ｈ ＝ １ ／ ６ Ｈ ＝ １ ／ ８ Ｈ ＝ １ ／ １０ Ｈ ＝ １ ／ １２ Ｈ ＝ １ ／ ２４

ｅｇｍｓｕ ６．９９６ ８Ｅ－１ ４．８２０ ２Ｅ－１ ３．０９９ ６Ｅ－１ １．１２４ ４Ｅ－１ ２．８４４ ９Ｅ－４ １．９１３ １Ｅ－４ １．２０８ ５Ｅ－５

ｅＧｍｓ⁃Ｉｔｅｒｕ ２．８７３ ３Ｅ－１ ２．２４３ ０Ｅ－１ １．９８３ ５Ｅ－１ １．６１５ ３Ｅ－１ ５．８２４ ６Ｅ－３ ６．２１３ ６Ｅ－３ １．２４５ ７Ｅ－３

表 ２　 不同粗网格大小下，变量 ｕ（ｘ；ξ） 在能量范数下的相对误差

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｎｅｒｇｙ ｅｒｒｏｒｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｏａｒｓｅ ｍｅｓｈ ｓｉｚｅｓ Ｈ ｆｏｒ ｕ（ｘ；ξ）

ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ Ｈ ＝ １ ／ ２ Ｈ ＝ １ ／ ４ Ｈ ＝ １ ／ ６ Ｈ ＝ １ ／ ８ Ｈ ＝ １ ／ １０ Ｈ ＝ １ ／ １２ Ｈ ＝ １ ／ ２４

ｅｇｍｓｕ ２．４９２ ０Ｅ－１ １．６６２ １Ｅ－１ １．４１５ ８Ｅ－１ １．２７８ ９Ｅ－１ ６．７０１ ０Ｅ－４ ７．１８９ ８Ｅ－４ ４．９７９ ２Ｅ－４

ｅＧｍｓ⁃Ｉｔｅｒｕ ２．８７３ ９Ｅ－１ ２．２４４ ５Ｅ－１ １．９８５ ４Ｅ－１ １．６１７ ６Ｅ－１ ６．２４７ ９Ｅ－３ ６．６３６ ７Ｅ－３ １．６７５ ９Ｅ－３

　 　 为了更直观地展示每个样本下的误差情况，本文随机选择了 ２００个参数样本，并在图 ４中绘制了这些样

本下的 ＧＭｓＦＥＭ与 Ｇｍｓ⁃Ｉｔｅｒ方法在两种范数意义下的相对误差．通过图示，本文可以看到这两种数值方法与
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参考解具有良好的一致性．
为了突出 Ｇｍｓ⁃Ｉｔｅｒ方法的高效收敛特性， 本文引入∞范数意义下的绝对误差度量：
　 　 ＥＬｋ ＝ ‖ｕｋ＋１（ｘ，ξ） － ｕｋ（ｘ，ξ）‖∞ ．
在固定粗网格步长和局部基函数个数的条件下，图 ５展示了绝对误差随迭代次数的变化趋势．从图中可

以明显观察到，随着迭代次数的增加，绝对误差呈现稳定且快速的下降趋势．这一收敛性结果验证了 Ｇｍｓ⁃Ｉｔｅｒ
方法在实际计算中具有可靠的收敛效率．

图 ４　 变量 ｕ（ｘ；ξ） 在 ２００个随机样本处的相对误差

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｖａｒｉａｂｌｅ ｕ（ｘ；ξ） ｂａｓｅｄ ｏｎ ２００ ｒａｎｄｏｍ ｓａｍｐｌｅｓ

图 ５　 绝对误差随迭代次数变化的情况

Ｆｉｇ． ５　 Ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ

我们将 κ １１（ｘ；ξ） 和 κ １２（ｘ；ξ） 的最大值记为 κ－ １１（ｘ，ξ） ＝ １４．９０３ ２和 κ－ １２（ｘ，ξ） ＝ １７．８０４ ８．在表 ３中，我们列

出了相对于 κ ０１（ｘ） 和 κ ０２（ｘ） 不同下界的 Ｌ２ 范数和 ａＱ 范数的相对误差．从表中可以看出，当 κ－
０
ｉ 和 κ－ １ｉ 满足定

理 ５的条件时，Ｇｍｓ⁃Ｉｔｅｒ方法确实能够收敛．相反，当这些条件不满足时，Ｇｍｓ⁃Ｉｔｅｒ 方法则不会收敛．这一现象

与我们先前的理论分析结果高度一致，从而验证了理论的正确性．
表 ３　 使用 ５个基函数的收敛性

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｓ ｗｉｔｈ ５ ｌｏｃａｌ ｂａｓｉｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ

κ－
０
１ （ｘ） κ－

０
２ （ｘ） ｅ１，Ｇｍｓ⁃Ｉｔｅｒｐ ｅ２，Ｇｍｓ⁃Ｉｔｅｒｐ ａＧｍｓ⁃ＩｔｅｒＱ

１ １ １．７４７ ０Ｅ１０１ ３．９７０ ０Ｅ１０５ １．６４４Ｅ１０７

３ ３ ３．６７０ ３Ｅ５２ ９．８０１ ２Ｅ５７ ４．３２３Ｅ５９

１０ １０ ２．４０９ ０Ｅ－１ ８．１８６ ６Ｅ５ ３．８７２ ２Ｅ７

１５ １５ ４．１０５ ７Ｅ－３ １．３３８ ５Ｅ－２ １．０３２Ｅ－２

２０ ２０ ２．８２２ ０Ｅ－３ ８．３６４ ３Ｅ－３ ８．８３２Ｅ－３
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４．２　 算例 ２
计算域仍然是单位正方形 Ω ＝ ［０，１］ ２ ．本文考虑以下双重连续介质模型：

　 　
－ ｄｉｖ（κ １（ｘ，ξ） Ñｕ１（ｘ，ξ）） ＋ σ（ｘ）（ｕ１（ｘ，ξ） － ｕ２（ｘ，ξ）） ＝ ｆ１（ｘ，ξ）， ｘ∈ Ω，
－ ｄｉｖ（κ ２（ｘ，ξ） Ñｕ２（ｘ，ξ）） － σ（ｘ）（ｕ１（ｘ，ξ） － ｕ２（ｘ，ξ）） ＝ ｆ２（ｘ，ξ）， ｘ∈ Ω，{ （４４）

这里， ｘ ＝ （ｘ１，ｘ２） ∈Ω ．边界条件同样为 ｕｉ（ｘ，ξ） ｜ ∂Ω ＝ ０（ ｉ ＝ １，２） ．随机向量 ξ （ξ １，ξ ２，…，ξ ５），且 ξ ｉ（ ｉ ＝ １，
２，…，５） 都服从均匀分布，即 ξ ｉ ～ Ｕ（１，２） ．扩散系数 κ ｉ（ｘ，ξ）（ ｉ ＝ １，２），交互函数 σ（ｘ） 以及源项 ｆｉ（ｘ，ξ）
的定义如下：

　 　

κ １（ｘ，ξ） ＝ κ ０１（ｘ） ＋ （１ ＋ ｓｉｎ（ξ ２１ ＋ ξ ２３） ＋ ξ ２５）（１ ＋ ｘ２１）（１ ＋ ｘ２２），

κ ２（ｘ，ξ） ＝ κ ０２（ｘ） ＋ （１ ＋ ｃｏｓ（ξ ２２ ＋ ξ ２４））（２ ＋ ｘ２１ ＋ ｘ２２），

σ（ｘ） ＝ １ ＋ ｘ１ｘ２，

ｆ１（ｘ，ξ） ＝ （ｅｘｐ（ξ １） ＋ ξ ３ξ ２５）（ｘ１ ＋ ｘ２１）（ｘ２ － ｘ２２） ＋ （１ ＋ ξ ２ξ ４）（（ｘ１ － ｘ２１） ＋ （ｘ２ ＋ ｘ２２）），

ｆ２（ｘ，ξ） ＝ （３ ＋ ξ ２ξ ５）ｘ２（ｘ１ ＋ ｘ２２） ＋ ２ξ ２ξ ４（１ ＋ ｘ２１）（１ ＋ ２ｘ２），

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

其中，扩散系数 κ １（ｘ，ξ） 和 κ ２（ｘ，ξ） 的确定性部分都是高震荡系数，其对比度为 η ＝ １０４，如图 ６所示．

（ａ） κ０１（ｘ） （ｂ） κ０２（ｘ）

图 ６　 高对比函数

Ｆｉｇ． ６　 Ｈｉｇｈ⁃ｃｏｎｔｒａｓｔ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ

图 ７展示了双重连续问题的参考解和数值解．在这个算例中，本文设定终止条件为 􀆠 ＝ ５ × １０ －８，最大迭

代次数为 Ｎｉｔｅｒ ＝ ３０，以及局部基函数的数量为 ５．从图中可以看出，在本文考虑了多尺度信息时，使用两种不

同的约化方法得到的数值解与参考解都呈现了高度的吻合．
表 ４、５记录了不同粗网格尺寸下能量范数的误差．在该表中，本文假设通道内的渗透率值分别为 ５００ 和

５０１，每个粗区域使用 ５个局部基函数，并根据本文的分析结果得到这些数据．结果表明，基于 ＧＭｓＦＥＭ 迭代

方法的数值逼近与 ＧＭｓＦＥＭ的数值逼近一致，并且两种范数意义下的相对误差都随着粗网格大小的减小呈

现数量级减小．
表 ４　 基于 Ｌ２ 范数意义的收敛结果

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ Ｌ２ ⁃ ｎｏｒｍ

Ｈ ｅｇｍｓｕ ｏｒｄｅｒ ｅＧｍｓ⁃Ｉｔｅｒｕ ｏｒｄｅｒ

１ ／ ２ ６．０７９ ４Ｅ－１ － ６．７８９ １ －

１ ／ ４ ４．９９１ ３Ｅ－１ ０．２８４ ５ ５．５３５ ８ ０．２９４ ４

１ ／ ８ ２．９９１ ３Ｅ－２ ２．１７２ ５ ２．５７７ ４Ｅ－２ ４．０２０ ６

１ ／ １６ ２．３６６ １Ｅ－５ ４．８８３ ０ ４．９９９ ８Ｅ－３ ３．４６９ ０

１ ／ ３２ ４．９６０ ３Ｅ－６ ４．２２５ ８ ５．５０９ ３Ｅ－３ ２．５６６ ８
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（ａ） ｕ１（ｘ，ξ）

（ｂ） ｕ２（ｘ，ξ）

图 ７　 双重连续问题的参考解和数值解

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｕａｌ⁃ｃｏｎｔｉｎｕｕｍ ｐｒｏｂｌｅｍ

表 ５　 基于能量范数意义的收敛结果

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｅｎｅｒｇｙ ｎｏｒｍ

Ｈ ｅｇｍｓｕ ｏｒｄｅｒ ｅＧｍｓ⁃Ｉｔｅｒｕ ｏｒｄｅｒ

１ ／ ２ ６．６４８ ８Ｅ－１ － ６．６５０ ４Ｅ－１ －

１ ／ ４ ５．８２１ ０Ｅ－１ ０．１９１ ８ ５．８２３ ０Ｅ－１ ０．１９１ ７

１ ／ ８ ５．４１９ ５Ｅ－２ １．７４３ ９ ５．４６５ ２Ｅ－２ ３．４７８ ４

１ ／ １６ ３．５４６ ３Ｅ－３ ２．５１６ ９ ４．０１７ ８Ｅ－３ ２．４５７ ０

１ ／ ３２ １．６８０ ７Ｅ－３ ２．１５７ ０ ２．１５２ ８Ｅ－３ ２．０６７ ８
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５　 总结与展望

针对含参数的双重连续介质模型，本文提出了一种基于 ＧＭｓＦＥＭ 的迭代求解算法（Ｇｍｓ⁃Ｉｔｅｒ） ．该算法结

合了迭代方法与多尺度有限元方法的优势，构建了一个高效稳定的数值求解方法．具体而言，本文首先通过

数学重构，将原始问题转化为与参数无关的多尺度系数矩阵和交换项以及参数依赖右端项的新型方程，进而

采用不动点迭代算法实现流动过程的数值模拟．考虑到模型具有随机性和多尺度特征，传统迭代方法在求解

全阶模型时往往面临计算效率低下和内存需求过大的瓶颈问题．为此，本文通过 ＧＭｓＦＥＭ构建了低维逼近空

间，有效降低了双重连续问题的计算维度．整个算法流程采用离线⁃在线两阶段计算模式：在离线阶段，基于

重构后的数学模型只需一次性计算多尺度基函数；在在线阶段，则充分利用预计算矩阵的逆和模型降阶技

术，实现了计算效率的显著提升．在理论分析方面，本文推导了该迭代算法的收敛性并获得了误差估计结果

并通过两个数值算例验证了所提方法在计算精度和效率方面的优越性能，实验结果与理论预测保持了良好

的一致性．这些研究成果为处理复杂多尺度问题提供了新的数值求解思路．

参考文献（Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ）：

［１］　 Ｙａｏ Ｊ， Ｈｕａｎｇ Ｚ Ｑ． Ｆｒａｃｔｕｒｅｄ Ｖｕｇｇｙ Ｃａｒｂｏｎａｔｅ Ｒｅｓｅｒｖｏｉｒ Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ［Ｍ］ ． ２ｎｄ ｅｄ． Ｓｐｒｉｎｇｅｒ， ２０１７．

［２］　 Ｂｉｅｒｍａｎｓ Ｍ Ｂ Ｇ Ｍ， Ｄｉｊｋｅｍａ Ｋ Ｍ， Ｄｅ Ｖｒｉｅｓ Ｄ Ａ． Ｗａｔｅｒ ｍｏｖｅｍｅｎｔ ｉｎ ｐｏｒｏｕｓ ｍｅｄｉａ ｔｏｗａｒｄｓ ａｎ ｉｃｅ ｆｒｏｎｔ［Ｊ］ ．

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈｙｄｒｏｌｏｇｙ， １９７８， ３７（１ ／ ２）： １３７⁃１４８．
［３］　 Ｈａｒｒｉｓ Ｃ Ｃ． Ｓｅｄｉｍｅｎｔａｔｉｏｎ ｒａｔｅｓ， ｆｌｕｉｄｉｚａｔｉｏｎ ａｎｄ ｆｌｏｗ ｔｈｒｏｕｇｈ ｐｏｒｏｕｓ ｍｅｄｉａ［Ｊ］ ． Ｎａｔｕｒｅ， １９５９， １８４（４６８７）：

７１６．
［４］　 李树光， 曲凯． 多孔介质中单相气体局部流动的均质化建模［ Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０２４， ４５（２）： １７５⁃１８３．（Ｌｉ

Ｓｈｕｇｕａｎｇ， Ｑｕ Ｋａｉ． Ｈｏｍｏｇｅｎｉｚａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｏｆ ｓｉｎｇｌｅ⁃ｐｈａｓｅ ｇａｓ ｌｏｃａｌ ｆｌｏｗ ｉｎ ｐｏｒｏｕｓ ｍｅｄｉａ［ Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ

Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２４， ４５（２）： １７５⁃１８３． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））
［５］　 苏成， 罗俊哲， 许秩． 多孔结构多尺度随机振动分析的渐近均匀化⁃时域显式法［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０２３， ４４

（１）： １⁃１１．（Ｓｕ Ｃｈｅｎｇ， Ｌｕｏ Ｊｕｎｚｈｅ， Ｘｕ Ｚｈｉ． Ａｎ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ⁃ｈｏｍｏｇｅｎｉｚａｔｉｏｎ ｅｘｐｌｉｃｉｔ ｔｉｍｅ⁃ｄｏｍａｉｎ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ

ｒａｎｄｏｍ ｍｕｌｔｉｓｃａｌｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｐｏｒｏｕｓ ｍａｔｅｒｉａｌ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ，
２０２３， ４４（１）： １⁃１１． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［６］　 Ｈａｎ Ｊ Ｈ， Ｗａｎｇ Ｍ， Ｂａｉ Ｐ， ｅｔ ａｌ． Ｄｅｎｄｒｉｔｅ ｓｕｐｐｒｅｓｓｉｏｎ ｂｙ ｓｈｏｃｋ ｅｌｅｃｔｒｏｄｅｐｏｓｉｔｉｏｎ ｉｎ ｃｈａｒｇｅｄ ｐｏｒｏｕｓ ｍｅｄｉａ
［Ｊ］ ． Ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ Ｒｅｐｏｒｔｓ， ２０１６， ６： ２８０５４．

［７］　 Ｈａｙａｔ Ｔ， Ｈｕｓｓａｉｎ Ｚ， Ａｌｓａｅｄｉ Ａ， ｅｔ ａｌ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｔｕｄｙ ｆｏｒ ｓｌｉｐ ｆｌｏｗ ｏｆ ｃａｒｂｏｎ⁃ｗａｔｅｒ ｎａｎｏｆｌｕｉｄｓ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒ

Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１７， ３１９： ３６６⁃３７８．
［８］　 Ｂａｃａ Ｒ Ｇ， Ａｒｎｅｔｔ Ｒ Ｃ， Ｌａｎｇｆｏｒｄ Ｄ Ｗ． Ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ ｆｌｕｉｄ ｆｌｏｗ ｉｎ ｆｒａｃｔｕｒｅｄ⁃ｐｏｒｏｕｓ ｒｏｃｋ ｍａｓｓｅｓ ｂｙ ｆｉｎｉｔｅ⁃ｅｌｅｍｅｎｔ

ｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｆｏｒ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ｆｌｕｉｄｓ， １９８４， ４（４）： ３３７⁃３４８．
［９］　 Ｅｉｋｅｍｏ Ｂ， Ｌｉｅ Ｋ Ａ， Ｅｉｇｅｓｔａｄ Ｇ Ｔ， ｅｔ ａｌ． Ｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ Ｇａｌｅｒｋｉｎ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ａｄｖｅｃｔｉｖｅ ｔｒａｎｓｐｏｒｔ ｉｎ ｓｉｎｇｌｅ⁃

ｃｏｎｔｉｎｕｕｍ ｍｏｄｅｌｓ ｏｆ ｆｒａｃｔｕｒｅｄ ｍｅｄｉａ［Ｊ］ ． Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ Ｗａｔｅｒ Ｒｅｓｏｕｒｃｅｓ， ２００９， ３２（４）： ４９３⁃５０６．

［１０］　 Ｂｏｇｄａｎｏｖ ＩＩ， Ｍｏｕｒｚｅｎｋｏ Ｖ Ｖ， Ｔｈｏｖｅｒｔ Ｊ Ｆ， ｅｔ ａｌ． Ｔｗｏ⁃ｐｈａｓｅ ｆｌｏｗ ｔｈｒｏｕｇｈ ｆｒａｃｔｕｒｅｄ ｐｏｒｏｕｓ ｍｅｄｉａ［Ｊ］ ． Ｐｈｙｓｉ⁃
ｃａｌ Ｒｅｖｉｅｗ Ｅ， ２００３， ６８（２）： ０２６７０３．

［１１］　 Ｇｒａｎｅｔ Ｓ， Ｆａｂｒｉｅ Ｐ， Ｌｅｍｏｎｎｉｅｒ Ｐ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｔｗｏ⁃ｐｈａｓｅ ｆｌｏｗ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｆｒａｃｔｕｒｅｄ ｒｅｓｅｒｖｏｉｒ ｕｓｉｎｇ ａ ｎｅｗ ｆｉｓ⁃
ｓｕｒｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｐｅｔｒｏｌｅｕｍ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２００１， ３２（１）： ３５⁃５２．

［１２］　 Ｇｅｉｇｅｒ Ｓ， Ｍａｔｔｈäｉ Ｓ， Ｎｉｅｓｓｎｅｒ Ｊ， ｅｔ ａｌ． Ｂｌａｃｋ⁃ｏｉｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｒｅｅ⁃ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ， ｔｈｒｅｅ⁃ｐｈａｓｅ ｆｌｏｗ ｉｎ ｆｒａｃ⁃

ｔｕｒｅｄ ｐｏｒｏｕｓ ｍｅｄｉａ［Ｊ］ ． ＳＰＥ Ｊｏｕｒｎａｌ， ２００９， １４（２）： ３３８⁃３５４．
［１３］　 Ｍａｔｔｈａｉ Ｓ Ｋ， Ｍｅｚｅｎｔｓｅｖ Ａ Ａ， Ｂｅｌａｙｎｅｈ Ｍ． Ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ⁃ｎｏｄｅ⁃ｃｅｎｔｅｒｅｄ ｆｉｎｉｔｅ⁃ｖｏｌｕｍｅ ｔｗｏ⁃ｐｈａｓｅ⁃ｆｌｏｗ ｅｘｐｅｒｉ⁃

ｍｅｎｔｓ ｗｉｔｈ ｆｒａｃｔｕｒｅｄ ｒｏｃｋ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｂｙ ｕｎｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄ ｈｙｂｒｉｄ⁃ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｓｈｅｓ［Ｊ］ ． ＳＰＥ Ｒｅｓｅｒｖｏｉｒ Ｅｖａｌｕａｔｉｏｎ

＆ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２００７， １０（６）： ７４０⁃７５６．

６５９ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２６ 年　 第 ４７ 卷



［１４］　 Ｂａｒｅｎｂｌａｔｔ Ｇ Ｉ， Ｚｈｅｌｔｏｖ Ｉ Ｐ， Ｋｏｃｈｉｎａ Ｉ Ｎ． Ｂａｓｉｃ ｃｏｎｃｅｐｔｓ ｉｎ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ ｓｅｅｐａｇｅ ｏｆ ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ ｌｉｑｕｉｄｓ ｉｎ

ｆｉｓｓｕｒｅｄ ｒｏｃｋｓ ［ｓｔｒａｔａ］［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， １９６０， ２４（５）： １２８６⁃１３０３．

［１５］　 Ｗｕ Ｙ Ｓ， Ｐｒｕｅｓｓ Ｋ． Ａ ｍｕｌｔｉｐｌｅ⁃ｐｏｒｏｓｉｔｙ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｎａｔｕｒａｌｌｙ ｆｒａｃｔｕｒｅｄ ｐｅｔｒｏｌｅｕｍ ｒｅｓｅｒｖｏｉｒｓ［Ｊ］ ．

ＳＰＥ Ｒｅｓｅｒｖｏｉｒ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， １９８８， ３（１）： ３２７⁃３３６．

［１６］　 Ｙａｎ Ｂ， Ａｌｆｉ Ｍ， Ａｎ Ｃ， ｅｔ ａｌ． Ｇｅｎｅｒａｌ ｍｕｌｔｉ⁃ｐｏｒｏｓｉｔｙ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｆｒａｃｔｕｒｅｄ ｒｅｓｅｒｖｏｉｒ ｍｏｄｅｌｉｎｇ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ

Ｎａｔｕｒａｌ Ｇａｓ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１６， ３３： ７７７⁃７９１．

［１７］　 Ａｋｋｕｔｌｕ Ｉ Ｙ， Ｅｆｅｎｄｉｅｖ Ｙ， Ｖａｓｉｌｙｅｖａ Ｍ， ｅｔ ａｌ． Ｍｕｌｔｉｓｃａｌｅ ｍｏｄｅｌ ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ ｆｏｒ ｓｈａｌｅ ｇａｓ ｔｒａｎｓｐｏｒｔ ｉｎ ａ ｃｏｕｐｌｅｄ

ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｆｒａｃｔｕｒｅ ａｎｄ ｄｕａｌ⁃ｃｏｎｔｉｎｕｕｍ ｐｏｒｏｕｓ ｍｅｄｉａ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｔｕｒａｌ Ｇａｓ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，

２０１７， ４８： ６５⁃７６．

［１８］　 Ｃｈｅｕｎｇ Ｓ Ｗ， Ｃｈｕｎｇ Ｅ Ｔ， Ｅｆｅｎｄｉｅｖ Ｙ， ｅｔ ａｌ． Ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｅｎｅｒｇｙ ｍｉｎｉｍｉｚｉｎｇ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｍｕｌｔｉｓｃａｌｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ

ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｄｕａｌ ｃｏｎｔｉｎｕｕｍ ｍｏｄｅｌ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， ２０２０， １８（３）： ６６３⁃６８５．

［１９］　 Ｃｈｕｎｇ Ｅ Ｔ， Ｅｆｅｎｄｉｅｖ Ｙ， Ｌｅｕｎｇ Ｔ， ｅｔ ａｌ． Ｃｏｕｐｌｉｎｇ ｏｆ ｍｕｌｔｉｓｃａｌｅ ａｎｄ ｍｕｌｔｉ⁃ｃｏｎｔｉｎｕｕｍ ａｐｐｒｏａｃｈｅｓ［Ｊ］ ． ＧＥＭ ⁃

Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｎ Ｇｅｏｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， ２０１７， ８（１）： ９⁃４１．

［２０］　 Ｃｈｕｎｇ Ｅ Ｔ， Ｅｆｅｎｄｉｅｖ Ｙ， Ｌｅｕｎｇ Ｗ Ｔ， ｅｔ ａｌ． Ｎｏｎ⁃ｌｏｃａｌ ｍｕｌｔｉ⁃ｃｏｎｔｉｎｕａ ｕｐｓｃａｌｉｎｇ ｆｏｒ ｆｌｏｗｓ ｉｎ ｈｅｔｅｒｏｇｅｎｅｏｕｓ ｆｒａｃ⁃

ｔｕｒｅｄ ｍｅｄｉａ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２０１８， ３７２： ２２⁃３４．

［２１］　 Ｌｉ Ｑ， Ｗａｎｇ Ｙ， Ｖａｓｉｌｙｅｖａ Ｍ． Ｍｕｌｔｉｓｃａｌｅ ｍｏｄｅｌ ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ ｆｏｒ ｆｌｕｉｄ ｉｎｆｉｌｔｒａｔｉｏｎ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｔｈｒｏｕｇｈ ｄｕａｌ⁃ｃｏｎｔｉｎｕ⁃

ｕｍ ｐｏｒｏｕｓ ｍｅｄｉａ ｗｉｔｈ ｌｏｃａｌｉｚｅｄ ｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｉｅｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， ２０１８，

３３６： １２７⁃１４６．

［２２］　 Ｐａｒｋ Ｊ Ｓ Ｒ， Ｃｈｅｕｎｇ Ｓ Ｗ， Ｍａｉ Ｔ， ｅｔ ａｌ． Ｍｕｌｔｉｓｃａｌｅ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｕｐｓｃａｌｅｄ ｍｕｌｔｉ⁃ｃｏｎｔｉｎｕｕｍ ｆｌｏｗｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ

ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， ２０２０， ３７４： １１２７８２．

［２３］　 Ｔｅｎｅ Ｍ， Ａｌ Ｋｏｂａｉｓｉ Ｍ Ｓ， Ｈａｊｉｂｅｙｇｉ Ｈ． Ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｍｕｌｔｉｓｃａｌｅ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｆｌｏｗ ｉｎ ｈｅｔｅｒｏｇｅｎｅｏｕｓ ｐｏｒｏｕｓ ｍｅｄｉａ

ｗｉｔｈ ｅｍｂｅｄｄｅｄ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｆｒａｃｔｕｒｅｓ （Ｆ⁃ＡＭＳ）［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２０１６， ３２１： ８１９⁃８４５．

［２４］　 Ｃｈｕｎｇ Ｅ， Ｅｆｅｎｄｉｅｖ Ｙ， Ｈｏｕ Ｔ Ｙ． Ａｄａｐｔｉｖｅ ｍｕｌｔｉｓｃａｌｅ ｍｏｄｅｌ ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｍｕｌｔｉｓｃａｌｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅ⁃

ｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２０１６， ３２０： ６９⁃９５．

［２５］　 Ｅｆｅｎｄｉｅｖ Ｙ， Ｇａｌｖｉｓ Ｊ， Ｈｏｕ Ｔ Ｙ． Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｍｕｌｔｉｓｃａｌｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ （ＧＭｓＦＥＭ） ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ

Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２０１３， ２５１： １１６⁃１３５．

［２６］　 Ｃｈｕｎｇ Ｅ， Ｅｆｅｎｄｉｅｖ Ｙ， Ｌｅｕｎｇ Ｗ Ｔ． Ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｅｎｅｒｇｙ ｍｉｎｉｍｉｚｉｎｇ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｍｕｌｔｉｓｃａｌｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ

ｉｎ ｔｈｅ ｍｉｘｅｄ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｇｅｏｓｃｉｅｎｃｅｓ， ２０１８， ２２（３）： ６７７⁃６９３．

［２７］　 Ｇａｌｖｉｓ Ｊ， Ｅｆｅｎｄｉｅｖ Ｙ． Ｄｏｍａｉｎ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｒｓ ｆｏｒ ｍｕｌｔｉｓｃａｌｅ ｆｌｏｗｓ ｉｎ ｈｉｇｈ⁃ｃｏｎｔｒａｓｔ ｍｅｄｉａ［Ｊ］ ．

Ｍｕｌｔｉｓｃａｌｅ Ｍｏｄｅｌｉｎｇ ＆ Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ， ２０１０， ８（４）： １４６１⁃１４８３．
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