
ⓒ 应用数学和力学编委会，ＩＳＳＮ １０００⁃０８８７ ｈｔｔｐ： ／ ／ ｗｗｗ．ａｐｐｌｍａｔｈｍｅｃｈ．ｃｎ

基于残差的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 神经网络求解
广域椭圆型微分方程以及收敛性证明

∗

颜景越，　 苏　 欢

（哈尔滨工业大学（威海） 理学院， 山东 威海 ２６４２０９）

摘要：　 物理信息神经网络（ｐｈｙｓｉｃｓ⁃ｉｎｆｏｒｍｅｄ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ， ＰＩＮＮ）在求解偏微分方程的正反问题中应用广泛．然
而，传统 ＰＩＮＮ 在求解广域微分方程时，存在精度不足、易陷入局部最优解的局限，且缺乏收敛性理论保证．针对上

述问题，提出了一种基于残差的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 神经网络．该网络将残差 Ｆｏｕｒｉｅｒ 层集成到传统 ＰＩＮＮ 框架中，利用三角函数

的周期性特征有效提升模型在求解广域问题时的精度．特别地，针对线性椭圆型微分方程，建立了基于残差的 Ｆｏｕ⁃
ｒｉｅｒ 神经网络的收敛性理论分析．数值实验结果表明，基于残差的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 神经网络在求解正反问题时，相较于传统

ＰＩＮＮ，具有更高的求解精度和更快的收敛速度．

关　 键　 词：　 物理信息神经网络；　 残差；　 Ｆｏｕｒｉｅｒ 神经网络；　 广域微分方程；　 线性椭圆型微分方程；　
收敛性分析
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０　 引　 　 言

物理信息神经网络（ＰＩＮＮ） ［１］在求解偏微分方程正反问题中受到人们的关注．ＰＩＮＮ 将先验的物理知识

融合到神经网络训练过程中，通过最小化残差损失函数来求解偏微分方程的正反问题．ＰＩＮＮ 已经被广泛应

用到空气动力学［２⁃３］和流体力学［４⁃５］等领域．例如：Ｍａｏ 等［３］探究了基于 ＰＩＮＮ 来近似求解高速气动流动 Ｅｕｌｅｒ
方程的可行性；Ｊｉｎ 等［４］提出了 ＮＳＦｎｅｔ，把 ＰＩＮＮ 应用到求解不可压缩 Ｎ⁃Ｓ 方程．与此同时，有关 ＰＩＮＮ 求解偏

微分方程的相关理论也在不断完善，如 Ｓｈｉｎ 等［６］证明了 ＰＩＮＮ 求解线性椭圆型偏微分方程和线性抛物型偏

微分方程的收敛性．然而 ＰＩＮＮ 仍然具有一些局限性，如 ＰＩＮＮ 求解广域微分方程问题时往往伴随着大量的

训练点，训练点的增多就会导致边界条件对训练神经网络约束的减小，使得训练结果非常不稳定，并且 ＰＩＮＮ
对于具有高度振荡性或复杂时空特征的偏微分方程解求解效果较差．

近年来，研究者已提出了多种方法克服 ＰＩＮＮ 在广域问题中的局限性．例如：Ｋｈａｒａｚｍｉ 等［７］ 提出的 ｈｐ⁃
ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｐｈｙｓｉｃｓ⁃ｉｎｆｏｒｍｅｄ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ（ｈｐ⁃ＶＰＩＮＮｓ），结合了变分法与区域分解的方法求解长区域微分方

程；Ｊａｇｔａｐ 等［８］提出了灵活分解域的 ｅｘｔｅｎｄｅｄ ｐｈｙｓｉｃｓ⁃ｉｎｆｏｒｍｅｄ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ（ＸＰＩＮＮｓ）方法，划分的区域更

加灵活；闵建等［９］将课程⁃迁移学习与 ＰＩＮＮ 相结合，用于求解曲面长时间扩散行为．神经网络相当于一个函

数逼近器，不同的神经网络结构对应了不同的逼近函数，比如传统 ＰＩＮＮ 使用 ｔａｎｈ 作为激活函数，它的函数

逼近能力可以用通用近似定理［１０］来证明．与其类似的：Ｌｉｕ 等［１１］ 基于 Ｋ⁃Ａ 表示定理［１２］ 提出了 ＫＡＮｓ 神经网

络；Ｌｉｕ［１３］提出了基于 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 神经网络．由于 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换对周期函数、高频函数具有强大的表

达能力，因此在处理周期边界的高频或广域问题时，可以采用 Ｆｏｕｒｉｅｒ 神经网络提高模型的训练效果．Ｎｇｏｍ
等［１４］提出了一个模糊的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 神经网络，他们基于一元 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换构造了一个单隐层的神经网络．但是，
由于输入 Ｘ 处在 （２ｋ ＋ １）π 处时正弦函数的梯度为 ０，神经网络隐藏层间很容易丢失重要信息，同时容易出

现梯度消失的情况．
本文为了解决 ＰＩＮＮ 在广域问题上容易出现的精度低的问题，同时提高 Ｆｏｕｒｉｅｒ 神经网络的训练速度，提

出了基于残差的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 神经网络．首先构造了基于残差的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 层，将基于残差的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 层集成到传统

ＰＩＮＮ 结构上．然后对 Ｆｏｕｒｉｅｒ 神经网络求解线性椭圆型偏微分方程的收敛性进行分析．最后通过数值实验验

证了基于残差的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 神经网络求解偏微分方程正问题的优势和求解反问题的鲁棒性．

１　 物理信息神经网络

给定以下形式的微分方程：

　 　
Ｎ［ｕ（ｘ）；λ］ ＝ ｆ（ｘ）， ｘ ∈ Ω，
Ｂ［ｕ（ｘ）］ ＝ ｇ（ｘ）， ｘ ∈ ∂Ω，{ （１）

其中， Ｎ，Ｂ 是微分算子， ｘ ∈ ＲＲ ｍ ．ＰＩＮＮ 使用 Ｌ 层的全连接神经网络去近似微分方程的解 ｕ（ｘ） ．假设神经网

络的输出为 Ｎ（ｘ；θ）， 其中 Ｎ 代表神经网络， θ 是神经网络中可训练的参数．Ｎ（ｘ；θ） 由下面公式给出：
　 　 Ｎ（ｘ；θ） ＝ σ（Ｗ（Ｌ）σ（Ｗ（Ｌ－１） … σ（Ｗ（１）ｘ ＋ ｂ（１））… ＋ ｂ（Ｌ－１）） ＋ ｂ（Ｌ））， （２）

其中， Ｗ（ ｌ） 和 ｂ（ ｌ） 是第 ｌ 层的权重矩阵和偏置， θ ＝ （Ｗ（ ｌ），ｂ（ ｌ）），ｌ ＝ １，２，…，Ｌ；σ 是激活函数，常用的激活函

数有 ｓｉｇｍｏｉｄ 函数、ｔａｎｈ 函数等．
损失函数共分为三部分，即数据损失 Ｅｄ、方程损失 Ｅ ｆ 和边界损失 Ｅｂ，Ｅ 表示均方差（ＭＳＥ）：
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其中， Ｎｄ 是观测点的数量， Ｎｆ 是区域 Ω 中样本点的数量， Ｎｂ 是边界处样本点的数量， ｘｄｉ 是观测点， ｘｆｉ 是区

域 Ω 中的样本点， ｘｂｉ 是边界处的样本点．但是 ＰＩＮＮ 处理广域或高频问题时会出现精度过低，训练速度慢的

问题．下面给出一个例子：

　 　

ｄ２ｙ
ｄｘ２

＝ － ４π ２ｙ，

ｙ（０） ＝ ０， ｄｙ
ｄｘ

（０） ＝ ２π，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（４）

此微分方程有解析解 ｙ ＝ ｓｉｎ（２πｘ） ．
取 ｘ 的区间为 ［０，ｂ］，ｂ ＝ １，１．５，…，６， 使用 ＰＩＮＮ 进行训练，然后比较每个区间上得到的误差，为方便比

较，固定优化算法为 Ａｄａｍ 算法，训练次数为 １０ ０００ 次．
图 １ 展示了随着区间长度的增加，ＰＩＮＮ 的误差不断积累导致精确度逐渐降低．区间长度超过 ３ 时精确

度减小的幅度很大，ＰＩＮＮ 无法逼近此常微分方程的精确解．图 ２ 展示了区间长度为 ６ 时，ＰＩＮＮ 训练得到的

结果与解析解的对比．

图 １　 ＰＩＮＮ 训练误差随区间长度 ｂ 变化曲线

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ＰＩＮＮ ｔｒａｉｎｉｎｇ ｅｒｒｏｒ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｉｎｔｅｒｖａｌ ｌｅｎｇｔｈ ｂ

图 ２　 区间［０， ６］中的 ＰＩＮＮ 训练结果与解析解比较

Ｆｉｇ． ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ＰＩＮＮ ｔｒａｉｎｉｎｇ ｒｅｓｕｌｔｓ ｗｉｔｈ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｉｎ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｖａｌ ［０， ６］

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

从图 ２ 可以看到 ＰＩＮＮ 训练结果与解析解的误差很大，并且随着区间的变大，训练结果的峰值不断减
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小，在区间［４，６］上，训练结果几乎趋近于一条直线，说明 ＰＩＮＮ 更倾向于给出低频解［１５］ ．
为了解决 ＰＩＮＮ 在长区域上求解此类微分方程时出现的精度低的问题，下面给出了适用于此类问题的

神经网络结构———基于残差的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 神经网络．

２　 基于残差的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 神经网络

提出了一个基于残差的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 神经网络（ｒｅｓｉｄｕａｌ⁃ｂａｓｅｄ Ｆｏｕｒｉｅｒ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ， Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ），首先定义多

元实值函数的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 层：
Ｆｏｕｒｉｅｒ 层表示为一个输入为 ｍ、 输出为 ｎ 的单隐层神经网络，隐藏层是由正弦函数和余弦函数组成的

Ｆｏｕｒｉｅｒ 基函数表示．Ｆｏｕｒｉｅｒ 层的表达式为

　 　 ｈｌ ＋１（ｘ） ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
∑
ｍ

ｊ ＝ １
（ｗ ｌ ＋１

ｉ，ｊ ｃｏｓ（Ｗｌｘ） ＋ ｖｌ ＋１ｉ，ｊ ｓｉｎ（Ｖｌｘ）） ＋ ｂｌ ＋１， （５）

其中， Ｗｌ ∈ ＲＲ ｍ×ｎ，Ｖｌ ∈ＲＲ ｍ×ｎ和Ｗｌ ＋１ ∈ＲＲ ｍ×ｎ，Ｖｌ ＋１ ∈ＲＲ ｍ×ｎ 分别是第 ｌ 层和第 ｌ ＋ １ 层的权重矩阵， ｗ ｌ ＋１
ｉ，ｊ 和 ｖｌ ＋１ｉ，ｊ

分别是 Ｗｌ ＋１ 和 Ｖｌ ＋１ 的 （ ｉ，ｊ） 元素，第 ｌ 层的隐藏单元数量是 ２ｍ， 可以看作是两个神经网络．
这样 Ｆｏｕｒｉｅｒ 层的输出就是近似 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换的形式．可以在原有 ＰＩＮＮ 的基础上，通过增加 Ｆｏｕｒｉｅｒ 层构

成 Ｆｏｕｒｉｅｒ 神经网络来更好地求解周期边界的微分方程，并且可以预测微分方程的周期解．
但是，激活函数使用正弦或余弦函数时，输入 ｘ 在（２ｋ ＋ １）π 处的正弦函数梯度为 ０，容易出现梯度消失

的情况．为了防止这种情况的发生，在 ＰＩＮＮ 增加 Ｆｏｕｒｉｅｒ 层的同时也使用了残差网络，这样神经网络的输出

变为

　 　 ｈｌ ＋１（ｘ） ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
∑
ｍ

ｊ ＝ １
（ｗ ｌ ＋１

ｉ，ｊ ｃｏｓ（Ｗｌｘ） ＋ ｖｌ ＋１ｉ，ｊ ｓｉｎ（Ｖｌｘ）） ＋ ｂｌ ＋１ ＋ ｘ ． （６）

增加残差网络后，使每个网络层中增加了跨层连接，网络能够更好地学习恒等映射，从而有效减缓梯度

消失的情况，加快训练速度．网络结构以及残差的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 层结构如图 ３ 所示．
损失函数的设置包括三部分：偏微分方程损失、观测数据损失以及边界损失．为了防止神经网络过拟合，

损失函数中还加入了 Ｌ１正则化部分：

　 　 Ｅ ＝ λ ｄＥｄ ＋ λ ｆＥ ｆ ＋ λ ｂＥｂ ＋ λ ｌ∑
ｊ

θ ｊ ， （７）

其中， λ ｄ，λ ｆ，λ ｂ，λ ｌ 是各部分损失所对应的权重，同时能够起到归一化的作用， ｜ θ ｊ ｜ 表示神经网络第 ｊ 层的

参数矩阵的 Ｌ１范数．

图 ３　 Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ 结构示意图

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｄｉａｇｒａｍ

为了验证模型训练微分方程的有效性，现在仍然选择上述微分方程（４），使用 Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ 进行求解，选用

的网络深度与宽度和 ＰＩＮＮ 相同，训练次数使用 Ａｄａｍ 优化方法训练 １０ ０００ 次，得到的 Ｌ２误差随区间长度变
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化曲线如图 ４ 所示．
从图 ４ 可以看出，虽然随着区间长度的增加，Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ 训练得到的结果与解析解的 Ｌ２误差总体上仍然会

逐渐增加，但是增加的幅度很小，并且 Ｌ２误差始终保持在１０－３的一个比较合理的范围内．图 ５ 中对比两种网

络结构训练的结果，能更清晰地看到残差 Ｆｏｕｒｉｅｒ 神经网络处理此问题时具有的优势．

图 ４　 Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ 随区间长度 ｂ 训练误差变化

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ ｔｒａｉｎｉｎｇ ｅｒｒｏｒ ｖａｒｉａｔｉｏｎ
ｗｉｔｈ ｉｎｔｅｒｖａｌ ｌｅｎｇｔｈ ｂ

图 ５　 两个不同神经网络 Ｌ２训练误差随区间长度 ｂ 的变化对比

Ｆｉｇ． ５　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ Ｌ２ ｔｒａｉｎｉｎｇ ｅｒｒｏｒｓ ｗｉｔｈ ｉｎｔｅｒｖａｌ

ｌｅｎｇｔｈ ｂ ｆｏｒ ２ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ

　 　 图 ５ 的结果表明：随着区间长度的增加，Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ 的 Ｌ２误差变化非常小，而且始终保持在一个合理的范

围内；而 ＰＩＮＮ 训练结果的 Ｌ２误差随着区间长度的增加会显著增大，导致无法逼近解析解．Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ 会达到

这种效果主要跟 ｓｉｎ 和 ｃｏｓ 函数的周期性有关，能够保证在较长区间上保持梯度稳定．
为了保证 Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ 训练结果的有效性，在第 ３ 节对线性椭圆型微分方程进行 Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ 的收敛性分析．

３　 收敛性分析

给定 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界的二阶线性椭圆型偏微分方程：

　 　
Ｌ［ｕ］ ＝ ｆ， ｕ ∈ Ｕ，
ｕ ＝ ｇ， ｕ ∈ ∂Ｕ，{ （８）

其中， Ｌ［ｕ］ ＝ ∑ ｄ

ｉ，ｊ ＝ １
Ｄｉ（ａｉｊ（ｘ）Ｄ ｊｕ ＋ ｂｉ（ｘ）ｕ） ＋ ∑ ｄ

ｉ ＝ １
ｃｉ（ｘ）Ｄｉｕ ＋ ｄ（ｘ）ｕ ．

假设 ＮＬ（ｘ；ｎ，θＬ） 是一个 Ｌ 层的神经网络， ｎ ＝ （ｎ０，ｎ１，…，ｎＬ） 表示神经网络的第 Ｌ 层含有 ｎＬ 个隐藏单

元， θＬ ＝ （Ｗ（Ｌ），ｂ（Ｌ）），Ｗ（Ｌ） 和 ｂ（Ｌ） 表示第 Ｌ 层神经网络中的权重矩阵和偏置．下面定义神经网络类：
　 　 ＨＮＮ

ｎ ＝ ＮＬ（ｘ；ｎ，θＬ）：ＲＲ ｄ aＲＲ ｄｏｕｔ ｜ θＬ ＝ （Ｗ（Ｌ），ｂ（Ｌ））{ } ， （９）
其中， ＮＬ（ｘ；ｎ，θＬ） 代表的神经网络是 Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ，包括线性层和残差 Ｆｏｕｒｉｅｒ 层，线性层使用的激活函数为

ｔａｎｈ 函数，残差 Ｆｏｕｒｉｅｒ 层使用的激活函数为 ｓｉｎ 和 ｃｏｓ 函数．
Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ 优化问题是在一个固定结构的神经网络类上寻找最优的神经网络，相当于寻找最优的神经网

络参数使得神经网络损失函数达到最小：
　 　 ｍｉｎ

θＬ
Ｅ（ＮＬ（ｘ；ｎ，θＬ）；λ，λＲ） ．

定义损失函数的一个上界，称为 Ｈöｌｄｅｒ 正则化损失函数：

　 　 ＥＨöｌｄｅｒ ＝
Ｅ（ＮＬ（ｘ；ｎ，θＬ）） ＋ λ Ｒ

ｒ，ｍ ［Ｌ［ｈ］］ ２
α；Ｕ ＋ λ Ｒ

ｂ，ｍ ［Ｂ［ｈ］］ ２
α；∂Ｕ， ｄ ≥ ２，

Ｅ（ＮＬ（ｘ；ｎ，θＬ）） ＋ λ Ｒ
ｒ，ｍ ［Ｌ［ｈ］］ ２

α；Ｕ， ｄ ＝ １，{ （１０）

其中， ｍ ＝ （ｍｒ，ｍｂ） 为区域 Ｕ 和边界 ∂Ｕ 中选取的样本点个数，并且样本点选取的概率分布分别记作 μ ｒ，μ ｂ，
常见的概率分布有均匀分布、Ｇａｕｓｓ 分布等．λＲ

ｍ ＝ （λ Ｒ
ｒ，ｍ，λ Ｒ

ｂ，ｍ） 是惩罚项系数．［ｕ］ α；Ｕ 是 Ｈöｌｄｅｒ 常数，表达式为

　 　 ［ｕ］ α；Ｕ ＝ ｓｕｐ
ｘ，ｙ∈Ｕ； ｘ≠ｙ

ｕ（ｘ） － ｕ（ｙ）
‖ｘ － ｙ‖α ＜ ∞，　 　 ０ ＜ α ＜ １． （１１）

令 ｈｍｒ
是 Ｈöｌｄｅｒ 正则化损失函数极小时所对应的神经网络，称之为极小化元．由于 ０ ≤ Ｅ ≤ ＥＨöｌｄｅｒ， 证明
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Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ 的收敛性相当于证明 ｍｒ →∞，ｈｍｒ → ｕ∗，在 Ｃｋ（Ｕ）， 其中 ｍｒ 是区域 Ｕ 上的训练点个数， ｕ∗ ∈ ＨＮＮ
ｎ ，

ｕ∗ 是偏微分方程（８）的解．分三部分进行证明，首先要证明一个收敛的神经网络序列收敛到给定函数 ｕ， 那

么神经网络序列的 ｋ 阶导数也收敛到 ｕ 的 ｋ 阶导数．
定理 １　 让 Ｕ 是一个有界区域， ＨＮＮ

ｎ 是一个具有相同结构 ｎ ＝ （ｎ０，ｎ１，…，ｎＬ） 的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 神经网络类．对

于一个函数 ｕ ∈ Ｃｋ（Ｕ
－
） ，让 Ｎ ｊ{ } ∞

ｊ ＝ １ 是 ＨＮＮ
ｎ 中的神经网络序列，并且相关的边界和权重是一致有界的，在

Ｃ０（Ｕ
－
） 上 Ｎ ｊ → ｕ ．所以，在 Ｃｋ（Ｕ

－
） 上 Ｎ ｊ → ｕ ．

证明　 定理 １ 使用数学归纳法进行证明，具体见附录 Ａ ．
为了保证线性椭圆型微分方程的解的存在性、正则性和唯一性，作出以下假设：
假设 １［１６］ 　 让 λ（ｘ） 是 ａｉｊ（ｘ） 的最小特征值，并且 α ∈ （０，１），
① 对于某个常数 λ ０，在 Ｕ 中满足 λ（ｘ） ＞ λ ０ ＞ ０， 并且 ａｉｊ ＝ ａ ｊｉ；
② ｃｉ（ｘ），ｄ（ｘ） ∈ Ｃα（Ｕ）；
③ ａｉｊ，ｂｉｊ 在 Ｃ１，α（Ｕ） 上，并且 ｆ ∈ Ｃ１，α（Ｕ），ｇ ∈ Ｃ１，α（∂Ｕ）；
④ Ｕ 在每个边界点都满足外边界条件；
⑤ 存在常数 Λ，ｖ ≥ ０ 使得对于所有 ｘ ∈ Ｕ ，有

　 　 ∑
ｉ，ｊ

ａｉｊ（ｘ） ２ ≤ Λ， λ －２
０ （ｂ（ｘ） ２ ＋ ｃ（ｘ） ２） ＋ λ －１

０ ｄ（ｘ） ≤ ｖ２， （１２）

其中， ｂ（ｘ） ＝ （ｂ１（ｘ），…，ｂｄ（ｘ）） Ｔ，ｃ（ｘ） ＝ （ｃ１（ｘ），…，ｃｄ（ｘ）） Ｔ ．
然后证明 Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ 求解线性椭圆型偏微分方程在 Ｃ０（Ｕ） 上的收敛性定理．

定理 ２　 假设 １ 成立，并且 ｃ（ｘ） ＝∑ ｄ

ｉ ＝ １
Ｄｉｂｉ（ｘ） ＋ ｄ（ｘ） ≤ ０．设 ｍｒ，ｍｂ 分别为来自概率分布 μ ｒ，μ ｂ 的独

立同分布（ＩＩＤ）样本的数量，并且 ｍｒ ＝ Ｏ（ｍｄ ／ （ｄ－１）
ｂ ） ．让 ｈｍｒ

∈ＨＮＮ
ｎ 是 Ｈöｌｄｅｒ 正则化损失函数的极小化元，那么

以下情况成立：
① 对于满足假设 １ 的每一个偏微分方程数据集 ｆ，ｇ{ } ， 偏微分方程（８）存在唯一经典解 ｕ∗；
② 对于 ＩＩＤ 样本概率为 １，则
　 　 ｌｉｍ

ｍｒ→∞
ｈｍｒ

＝ ｕ∗，　 　 ｕ∗ ∈ Ｃ０（Ｕ） ．

证明　 详细证明参见文献［６］．
最后结合定理 １，将定理 ２ 的在 Ｃ０（Ｕ） 上的收敛性推广到 Ｃｋ（Ｕ） 上，得到 Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ 求解二阶线性椭圆

型偏微分方程的收敛性定理．
定理 ３　 假设 ＨＮＮ

ｎ 是一个具有相同结构 ｎ ＝ （ｎ０，ｎ１，…，ｎＬ） 的残差 Ｆｏｕｒｉｅｒ 神经网络类，使得 ｕ∗ ∈ ＨＮＮ
ｎ ，

其中 ｕ∗ 是偏微分方程（８）的解．对于所有 ｍｒ， 令 Ｈｍｒ
＝ ＨＮＮ

ｎ ．对于 ＩＩＤ 样本上的概率为 １，有
　 　 ｌｉｍ

ｍｒ→∞
ｈｍｒ

＝ ｕ∗，　 　 ｕ∗ ∈ Ｃｋ（Ｕ） ．

证明过程见附录 Ｂ ．
这个定理表明了，在满足上述假设并且训练点足够多的情况下，残差 Ｆｏｕｒｉｅｒ 神经网络最小化损失函数

的极小化元可以收敛到线性椭圆微分方程的解．第 ４ 节的数值实验中将对比 ＰＩＮＮ、ＦＮＮ 和 Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ 三种不

同的神经网络结构求解线性椭圆型偏微分方程的误差以及损失函数的下降速度，然后使用 Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ 求解反

问题并进行鲁棒性测试．

４　 数 值 实 验

在本节中，考虑到隐藏层层数及隐藏层单元个数不同会影响训练结果，我们使用具有 ７ 个隐藏层，每层

１２０ 个隐藏单元的 ＰＩＮＮ、ＦＮＮ 和 Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ 三种神经网络进行训练，线性层的激活函数选择 ｔａｎｈ 函数．优化过

程采用 Ａｄａｍ 算法先进行训练，再使用 Ｌ⁃ＢＦＧＳ 算法进行精调．所有计算均在 ＮＶＩＤＩＡ ＧｅＦｏｒｃｅ ＲＴＸ ４０６０ Ｌａｐ⁃
ｔｏｐ ＧＰＵ （８ＧＢ） 上完成．
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４．１　 微分方程正问题

Ｐｏｉｓｓｏｎ 方程：

　 　
Δｕ ＝ ｓｉｎ（πｘ）ｓｉｎ（πｙ），
ｕ（ － ２，ｙ） ＝ ｕ（２，ｙ） ＝ ０，
ｕ（ｘ， － ２） ＝ ｕ（ｘ，２） ＝ ０ ．

ì

î

í

ïï

ïï

（１３）

此微分方程有解析解

　 　 ｕ（ｘ，ｙ） ＝ １
２π ２ ｓｉｎ（πｘ）ｓｉｎ（πｙ） ．

选取 Ａｄａｍ 算法初始学习率为 ０．００１，Ｌ⁃ＢＦＧＳ 算法初始学习率为 ０．８，首先使用 Ａｄａｍ 优化器训练 ５００
次，比较 ＰＩＮＮ、ＦＮＮ 和 Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ 三种模型求解 Ｐｏｉｓｓｏｎ 方程的损失函数下降速度．

从图 ６ 中可以看到训练次数较少时，ＦＮＮ 的损失函数值较小，随着训练次数的增加，Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ 的训练速

度大于 ＦＮＮ 和 ＰＩＮＮ 的训练速度，从而在相同训练次数时损失函数值达到三种模型中的最小值，说明了在

Ｆｏｕｒｉｅｒ 层中加入残差以后会提高训练速度．下面比较结构相同的三种模型在相同训练次数下的求解精度．

图 ６　 三种方法损失函数值的下降曲线

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｄｅｃｌｉｎｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｌｏｓｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｖａｌｕｅｓ ｆｏｒ ３ ｍｅｔｈｏｄｓ

图 ７ 展示了 ＰＩＮＮ、ＦＮＮ 和 Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ 三种神经网络求解上述 Ｐｏｉｓｓｏｎ 方程得到的解和误差．初始配置点在

［－２，２］的正方形区域等距选取 １ ６００ 个点．
表 １ 表明了在相同网络深度和宽度以及相同训练次数的情况下，Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ 在 Ｌ∞ 范数和 Ｌ２范数下的误差

可以取得最高的精度．ＦＮＮ 和 Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ 在 Ｌ∞ 范数下的误差可以达到 １０ －５ 级别，而 ＰＩＮＮ 只达到 １０ －４ 级别，
ＦＮＮ 在 Ｌ２范数下的误差也小于 ＰＩＮＮ，说明 Ｆｏｕｒｉｅｒ 神经网络在求解周期边界微分方程上与 ＰＩＮＮ 相比具有

优势，并且 Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ 的训练精度也要高于 ＦＮＮ ．
表 １　 不同神经网络模型训练结果的 Ｌ∞ 误差和 Ｌ２ 误差及其对应训练次数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｔｒａｉｎｉｎｇ ｒｅｓｕｌｔ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ Ｌ∞ ａｎｄ Ｌ２ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ ｍｏｄｅｌｓ，

ａｓ ｗｅｌｌ ａｓ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｎｕｍｂｅｒｓ ｏｆ ｔｒａｉｎｉｎｇ ｔｉｍｅｓ

ｍｏｄｅｌ ｅｒｒｏｒ ｏｆ Ｌ∞ ｅｒｒｏｒ ｏｆ Ｌ２ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｔｒａｉｎｉｎｇ ｔｉｍｅｓ （Ａｄａｍ＋Ｌ⁃ＢＦＧＳ）

Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ ５．７５７×１０－５ １．０９１×１０－５ ５ ０００＋１ ５００

ＦＮＮ ６．１８４×１０－５ １．９５０×１０－５ ５ ０００＋１ ５００

ＰＩＮＮ １．６２７×１０－４ ３．４７５×１０－５ ５ ０００＋１ ５００

　 　 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程：

　 　
Δｕ ＋ ２ｕ － ｆ（ｘ，ｙ） ＝ ０，
ｕ（ － ２，ｙ） ＝ ｕ（２，ｙ） ＝ ０，
ｕ（ｘ， － ２） ＝ ｕ（ｘ，２） ＝ ０，

ì

î

í

ïï

ïï

（１４）

其中，源项 ｆ（ｘ，ｙ） 为

　 　 ｆ（ｘ，ｙ） ＝ － π ２ｓｉｎ（πｘ）ｓｉｎ（２πｙ） － ４π ２ｓｉｎ（πｘ）ｓｉｎ（２πｙ） ＋ ２ｓｉｎ（πｘ）ｓｉｎ（２πｙ），
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该方程解析解为

　 　 ｕ（ｘ，ｙ） ＝ ｓｉｎ（πｘ）ｓｉｎ（２πｙ） ．
选取 Ａｄａｍ 算法初始学习率为 ０．００１，Ｌ⁃ＢＦＧＳ 算法初始学习率为 ０．５，首先使用 Ａｄａｍ 优化器训练 ２ ０００

次，比较 ＰＩＮＮ、ＦＮＮ 和 Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ 三种模型求解 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程的损失函数下降速度．

图 ７　 Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ、 ＦＮＮ 和 ＰＩＮＮ 求解 Ｐｏｉｓｓｏｎ 方程的结果

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｓｏｌｖｉｎｇ Ｐｏｉｓｓｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ， ｔｈｅ ＦＮＮ ａｎｄ ｔｈｅ ＰＩＮＮ

从图 ８ 中可以看出，三种模型在训练开始的损失函数下降速度都比较小，随着训练次数的增加，Ｒｅｓ⁃
ＦＮＮ 的损失函数值以最快的下降速度下降，然后是 ＦＮＮ，最后是 ＰＩＮＮ ．求解 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程与求解 Ｐｏｉｓｓｏｎ
方程时的损失函数值曲线的趋势基本相同，验证了 Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ 在求解线性椭圆型偏微分方程时具有训练速度

快的优势．

图 ８　 三种方法损失函数值的下降曲线

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｄｅｃｌｉｎｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｌｏｓｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｖａｌｕｅｓ ｆｏｒ ３ ｍｅｔｈｏｄｓ

图 ９ 展示了 ＰＩＮＮ、ＦＮＮ、Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ 三种神经网络求解 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程得到的解的误差．三种神经网络的网

络结构与上面保持一致，初始配置点在［－２，２］的正方形区域等距选取 １ ６００ 个点．
表 ２ 表明了同样在相同网络深度和宽度以及相同训练次数的情况下，Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ 在 Ｌ∞ 范数和 Ｌ２范数下的

误差最小，分别是 ４．１１０×１０－３和 １．１４０×１０－３，然后 ＦＮＮ 的误差同样也小于 ＰＩＮＮ 的误差，说明 Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ 求解

线性椭圆型偏微分方程时具有求解精度高的优势．
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图 ９　 Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ、 ＦＮＮ 和 ＰＩＮＮ 求解 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程的结果

Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ， ＦＮＮ ａｎｄ ＰＩＮＮ

表 ２　 不同神经网络模型训练结果的 Ｌ∞ 误差和 Ｌ２ 误差及其对应训练次数

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｔｒａｉｎｉｎｇ ｒｅｓｕｌｔ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ Ｌ∞ ａｎｄ Ｌ２ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ ｍｏｄｅｌｓ，

ａｓ ｗｅｌｌ ａｓ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｎｕｍｂｅｒｓ ｏｆ ｔｒａｉｎｉｎｇ ｔｉｍｅｓ

ｍｏｄｅｌ ｅｒｒｏｒ ｏｆ Ｌ∞ ｅｒｒｏｒ ｏｆ Ｌ２ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｔｒａｉｎｉｎｇ ｔｉｍｅｓ （Ａｄａｍ＋Ｌ⁃ＢＦＧＳ）

Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ ４．１１０×１０－３ １．１４０×１０－３ １０ ０００＋２５ ０００

ＦＮＮ ５．２３４×１０－３ １．２０４×１０－３ １０ ０００＋２５ ０００

ＰＩＮＮ ５．４３４×１０－３ １．２２１×１０－３ １０ ０００＋２５ ０００

４．２　 微分方程反问题

使用 Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ 解决微分方程反问题时，在整个区域内等距离选取 １ ０００ 个点作为神经网络的训练点，然
后使用 Ａｄａｍ 和 Ｌ⁃ＢＦＧＳ 优化器进行训练．图 １０ 和图 １１ 展示了 Ｐｏｉｓｓｏｎ 方程和 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程训练点的选取

以及训练后的结果，图中黑色点表示选取的训练点．网络结构选择具有 ７ 层，每层 １２０ 个隐藏单元的 Ｒｅｓ⁃
ＦＮＮ ．训练时，对训练数据增加 １％的噪声，来判断神经网络训练结果的有效性．

图 １０　 Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ 求解 Ｐｏｉｓｓｏｎ 方程反问题的结果

Ｆｉｇ． １０　 Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ ｉｎｖｅｒｓｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｔｈｅ

Ｐｏｉｓｓｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ

图 １１　 Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ 求解 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程反问题的结果

Ｆｉｇ． １１　 Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ ｉｎｖｅｒｓｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｔｈｅ

Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ
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　 　 表 ３ 中使用 Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ 训练 Ｐｏｉｓｓｏｎ 方程反问题时，在无噪声的情况下，参数 λ 训练后的结果为 １．０００ ０５；
增加 １％的噪声以后训练结果为 １．０００ ５４．使用 Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ 求解 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程反问题时参数反演的结果，在无

噪声的情况下参数 λ 在神经网络训练后的结果为 ２．００３ ３４；在原始数据增加 １％噪声的情况下， λ 在神经网

络训练后的结果为 ２．００９ ９３．为了测试模型的鲁棒性，选取不同强度的噪声修改训练数据，计算 Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ 训

练反问题结果的相对误差．
从表 ４ 中可以看出，即使噪声强度增加到 １０％，Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ 训练得到的 Ｐｏｉｓｓｏｎ 方程反问题的参数相对误

差是 ０．６６４％；Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ 求解 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程反问题时，无噪声干扰时的相对误差达到 ０．１６７％，但与求解 Ｐｏｉｓ⁃
ｓｏｎ 方程反问题相比，随着噪声强度的提高，Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程反问题相对误差的增长速度明显快于 Ｐｏｉｓｓｏｎ 方

程，当噪声强度达到 １０％时，相对误差是 ４．２１６％，仍然处在一个合理的范围内，说明 Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ 具有良好的鲁

棒性，可以用来进行微分方程反问题的快速反演计算．
表 ３　 Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ 求解 Ｐｏｉｓｓｏｎ 方程和 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程在干净数据和 １％噪声数据下反问题结果

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｔｈｅ ｉｎｖｅｒｓｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｐｏｉｓｓｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ ａｎｄ
ｔｈｅ Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｏｎ ｃｌｅａｎ ｄａｔａ ａｎｄ １％ ｎｏｉｓｙ ｄａｔａｓ

ｃｏｒｒｅｃｔ ＰＤＥ ｉｄｅｎｔｉｆｉｅｄ ＰＤＥ （ｃｌｅａｎ ｄａｔａ） ｉｄｅｎｔｉｆｉｅｄ ＰＤＥ （１％ ｎｏｉｓｅ）

Δｕ ＝ ｓｉｎ（πｘ）ｓｉｎ（πｙ） Δｕ ＝ １．０００ ０５ｓｉｎ（πｘ）ｓｉｎ（πｙ） Δｕ ＝ １．０００ ５４ｓｉｎ（πｘ）ｓｉｎ（πｙ）

Δｕ ＋ λｕ － ｆ（ｘ，ｙ） Δｕ ＋ ２．００３ ３４ｕ － ｆ（ｘ，ｙ） Δｕ ＋ ２．００９ ９３ｕ － ｆ（ｘ，ｙ）

表 ４　 Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ 求解 Ｐｏｉｓｓｏｎ 方程和 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程在不同噪声强度下的反问题结果

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｔｈｅ ｉｎｖｅｒｓｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ Ｐｏｉｓｓｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ ｅｑｕａｔｉｏｎ
ｗｉｔｈ ｔｈｅ Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｏｉｓｅ ｉｎｔｅｎｓｉｔｉｅｓ

ｎｏｉｓｅ ／ ％ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｔｈｅ Ｐｏｉｓｓｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ ／ ％ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｔｈｅ Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ ｅｑｕａｔｉｏｎ ／ ％

０ ０．００５ ０．１６７

１ ０．０５４ ０．４９７

５ ０．１０５ ２．９７６

１０ ０．６６４ ４．２１６

５　 结　 　 论

本文提出了 Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ 用于解决 ＰＩＮＮ 在广域问题上求解精度低、训练速度慢的问题，并且对线性椭圆型

偏微分方程进行了收敛性分析．数值实验表明 Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ 求解线性椭圆型偏微分方程正问题与 ＰＩＮＮ 和 ＦＮＮ
对比具有收敛速度快，求解精度高的优势；Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ 求解反问题也具有良好的鲁棒性，但微分方程的源项会

影响反问题结果的精度．然而，Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ 也具有局限性：Ｒｅｓ⁃ＦＮＮ 适用于周期边界的微分方程，在处理非周期

边界的微分方程时的精度较低；并且由于采用的是截断的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换，会导致高频信息丢失．在下一步研究

中，可将收敛性定理扩展到非线性椭圆型微分方程，并通过数值实验求解非线性椭圆型微分方程．

附　 录　 Ａ

定理 １　 证明　 令 ｎ ＝ （ｎ１，ｎ２，…，ｎＬ） 是 Ｆｏｕｒｉｅｒ 神经网络的结构，Ｆｏｕｒｉｅｒ 神经网络的每一层的输出可以表示为

　 　 ｈｌ＋１（ｘ） ＝
Ｗｌ＋１σ（ｈｌ（ｘ）） ＋ ｂｌ＋１， ０ ≤ ｌ ＜ Ｌ － １，

∑
ｍ

ｉ ＝ １
∑
ｍ

ｊ ＝ １
（ｗｌ＋１

ｉ，ｊ ｃｏｓ（Ｗｌｈｌ（ｘ）） ＋ ｖｌ＋１ｉ，ｊ ｓｉｎ（Ｖｌｈｌ（ｘ））） ＋ ｂｌ＋１ ＋ ｈｌ（ｘ）， ｌ ＝ Ｌ － １，{ （Ａ１）

其中， ｈ０（ｘ） ＝ ｘ，令 θＦ ＝ （Ｗｌ，ｂｌ，ＶＬ－１） Ｌ－１
ｌ ＝ ０ ．ＨＮＮ

ｎ 是一个具有相同结构的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 神经网络类，并且 θＦ 是一致有界的，所以存在

收敛子列记为 θ ｊｉ
Ｆ， 收敛到 θ∗

Ｆ ．θ ｊｉ
Ｆ 对应的神经网络记为 Ｎｊｉ

Ｌ，θ∗
Ｆ 对应的神经网络记为 Ｎ∗

Ｌ ．
首先要证明对于所有 ｌ ＝ ０，１，…，Ｌ － １， Ｄｓｈｌ＋１（ｘ；θ ｊｉ

Ｆ） 在 Ｃ０（Ｕ） 上收敛到 Ｄｓｈｌ＋１（ｘ；θ∗
Ｆ ），∀ｓ，０ ≤ ｓ ≤ ｋ ．由于前 Ｌ － １

层是经典的 ＰＩＮＮ，在文献［６］已经使用数学归纳法进行了详细的证明，因此本文中只需要证明在第 Ｌ 层———残差 Ｆｏｕｒｉｅｒ 层
上： ＤｓｈＬ（ｘ；θ ｊｉ

Ｆ） 在 Ｃ０（Ｕ） 上收敛到 ＤｓｈＬ（ｘ；θ∗
Ｆ ），∀ｓ，０ ≤ ｓ ≤ ｋ， 即可．

设 ｈｌ
ｋ 是第 ｌ 层输出向量的第 ｋ 个输出， ∑ｍ

ｉ ＝ １∑
ｍ

ｊ ＝ １
（ｗＬ

ｉ，ｊｃｏｓ（Ｗｌｈｌ（ｘ）） ＋ ｖＬｉ，ｊｓｉｎ（Ｖｌｈｌ（ｘ））） ＋ ｂｌ＋１ ＋ ｈｌ（ｘ） 可以写为
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ＷＬｃｏｓ（ＷＬ－１ｈＬ－１（ｘ）） ＋ ＶＬｃｏｓ（ＶＬ－１ｈＬ－１（ｘ）） ＋ ｂｌ＋１ ＋ ｈｌ（ｘ） ．由公式

　 　 Ｄｓｈｌ
ｋ（ｘ；θＦ，ｌ） ＝ ∑

ｎｌ

ｉ ＝ １
Ｗｌ

ｒｉ ∑
ｓ

ｔ ＝ ０
Ｑｌ－１

ｉ，ｔ （θＦ，ｌ－１， ｓ ，ｘ）σ （ ｔ）（ｈｌ－１
ｋ （ｘ；θＦ，ｌ－１））， （Ａ２）

可以得到在第 Ｌ 层的残差 Ｆｏｕｒｉｅｒ 神经网络层

　 　 ＤｓｈＬ
ｋ（ｘ；θＦ，Ｌ） ＝ ∑

ｎｌ－１

ｊ ＝ １
ＷＬ－１

ｒｊ ∑
ｎｌ

ｉ ＝ １
ＷＬ

ｒｉ ∑
ｓ

ｔ ＝ ０
ＱＬ－１

ｉ，ｔ （θＦ，Ｌ－１， ｓ ，ｘ）ｃｏｓ（ ｔ）（ｈＬ－１
ｋ （ｘ；θＦ，ｌ－１）） ＋

　 　 　 　 ∑
ｎｌ－１

ｊ ＝ １
ＶＬ－１

ｒｊ ∑
ｎｌ

ｉ ＝ １
ＶＬ

ｒｉ ∑
ｓ

ｔ ＝ ０
ＱＬ－１

ｉ，ｔ （θＦ，ｌ－１， ｓ ，ｘ）ｓｉｎ（ ｔ）（ｈＬ－１
ｋ （ｘ；θＦ，ｌ－１）） ＋ ＤｓｈＬ－１

ｋ （ｘ；θＦ，Ｌ－１） ． （Ａ３）

其中

　 　 Ｑｌ－１
ｉ，ｔ （θＦ，ｌ－１，ｓ，ｘ） ＝

　 　 　 　

Ｑｌ－１
ｉ，ｓ－１（θＦ，ｌ－１，ｓ － １，ｘ）

∂ｈｌ－１
ｉ （ｘ；θＦ，ｌ－１）

∂ｘ ｓ
， ｔ ＝ ｓ，

∂
∂ｘ ｓ

Ｑｌ－１
ｉ，ｔ （θＦ，ｌ－１，ｓ － １，ｘ） ＋ Ｑｌ－１

ｉ，ｔ－１（θＦ，ｌ－１，ｓ － １，ｘ）
∂ｈｌ－１

ｉ （ｘ；θＦ，ｌ－１）
∂ｘ ｓ

， １ ＜ ｔ ＜ ｓ，

∂
∂ｘ ｓ

Ｑｌ－１
ｉ，１ （θＦ，ｌ－１，ｓ － １，ｘ）， ｔ ＝ １，

０， ｔ ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

通过上面的公式，我们就得到了一个相邻隐藏层之间的递推公式，使用这个公式来证明收敛性．
ＤｓｈＬ

ｋ（ｘ；θＦ，Ｌ） 由三部分组成， ＤｓｈＬ－１
ｋ （ｘ；θＦ，Ｌ－１） 已经被证明，其余两部分的不同只有激活函数的不同，所以只需要证明其

中一部分的收敛性．
令

　 　 ＤｓｈＬ
ｋ，ｃｏｓ（ｘ；θＦ，Ｌ） ＝ ∑

ｎＬ－１

ｊ ＝ １
ＷＬ－１

ｒｊ ∑
ｎＬ

ｉ ＝ １
ＷＬ

ｒｉ ∑
ｓ

ｔ ＝ ０
ＱＬ－１

ｉ，ｔ （θＦ，Ｌ－１， ｓ ，ｘ） ｃｏｓ（ ｔ）（ｈＬ－１
ｋ （ｘ；θＦ，ｌ－１）） ．

那么利用三角不等式：
　 　 ＤｓｈＬ

ｋ，ｃｏｓ（ｘ；θＦ，Ｌ） － ＤｓｈＬ
ｋ，ｃｏｓ（ｘ；θ′Ｆ，Ｌ） ≤

　 　 　 　 ∑
ｎＬ－１

ｊ ＝ １
∑
ｎＬ

ｉ ＝ １
∑

ｓ

ｔ ＝ ０
ＷＬ－１

ｒｊ ＷＬ－１
ｒｊ ＱＬ－１

ｉ，ｔ （θＦ，Ｌ－１， ｓ ，ｘ） － Ｗ′Ｌ－１ｒｊ Ｗ′Ｌ－１ｒｊ ＱＬ－１
ｉ，ｔ （θ′Ｆ，Ｌ－１， ｓ ，ｘ） ｃｏｓ（ ｔ）（ｈＬ－１

ｋ （ｘ；θＦ，ｌ－１）） ＋

　 　 　 　 ∑
ｎＬ－１

ｊ ＝ １
∑
ｎＬ

ｉ ＝ １
∑

ｓ

ｔ ＝ ０
ＷＬ－１

ｒｊ ＷＬ－１
ｒｊ ＱＬ－１

ｉ，ｔ （θＦ，Ｌ－１， ｓ ，ｘ） ｃｏｓ（ ｔ）（ｈＬ－１
ｋ （ｘ；θＦ，Ｌ－１）） － ｃｏｓ（ ｔ）（ｈＬ－１

ｋ （ｘ；θ′Ｆ，Ｌ－１）） ，

ＷＬ－１
ｒｊ ＷＬ－１

ｒｊ ＱＬ－１
ｉ，ｔ （θＦ，Ｌ－１， ｓ ，ｘ） － Ｗ′Ｌ－１ｒｊ Ｗ′Ｌ－１ｒｊ ＱＬ－１

ｉ，ｔ （θ′Ｆ，Ｌ－１， ｓ ，ｘ） 由归纳假设可以证明收敛， ｃｏｓ（ ｔ）（ｈＬ－１
ｋ （ｘ；θＦ，ｌ－１）） ≤ １， 又

因为 ＷＬ－１
ｒｊ ＷＬ－１

ｒｊ ＱＬ－１
ｉ，ｔ （θＦ，Ｌ－１， ｓ ，ｘ） ≤ Ｍ 有界，并且 ｃｏｓ（ ｔ） 是连续函数，所以

　 　 ｌｉｍ
θＦ，Ｌ－１→θ′Ｆ，Ｌ－１

ｃｏｓ（ ｔ）（ｈＬ－１
ｋ （ｘ；θＦ，Ｌ－１）） － ｃｏｓ（ ｔ）（ｈＬ－１

ｋ （ｘ；θ′Ｆ，Ｌ－１）） ＝ ０．

因此

　 　 ｌｉｍ
θＦ，Ｌ－１→θ′Ｆ，Ｌ－１

ＤｓｈＬ
ｋ，ｃｏｓ（ｘ；θＦ，Ｌ） － ＤｓｈＬ

ｋ，ｃｏｓ（ｘ；θ′Ｆ，Ｌ） ＝ ０．

所以对于收敛子列 θ ｊｉ
Ｆ 有

　 　 ｌｉｍ
θ ｊｉ
Ｆ→

θ∗Ｆ

ＤｓｈＬ（ｘ；θ ｊｉ
Ｆ） － ＤｓｈＬ（ｘ；θ∗

Ｆ ） ＝ ０．

又因为子列的选取是任意的，所以定理 １ 成立．

附　 录　 Ｂ

定理 ３　 证明 　 由定理 ２ 可以得到：当 ｍｒ → ∞ 时， ‖ｈｍｒ
－ ｕ∗‖Ｃ０（Ｕ） → ０， 根据定理 １ 可以得到： ｍｒ → ∞ 时，

‖ｈｍｒ
－ ｕ∗‖Ｃｋ（Ｕ） → ０．证毕．
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