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摘要：　 物理信息神经网络（ｐｈｙｓｉｃｓ⁃ｉｎｆｏｒｍｅｄ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ，ＰＩＮＮｓ）是求解偏微分方程的重要工具，在偏微分方程

的数值求解中，具有间断解的方程是目前的研究难题，ＰＩＮＮｓ 及其现有的改进算法通常无法捕捉到间断的特性，然
而在流体力学领域需要考虑许多间断问题．针对 ＰＩＮＮｓ 处理具有间断解的方程的不足，本文提出了自适应梯度消

灭的物理信息神经网络（ａｄａｐｔｉｖｅ ｇｒａｄｉｅｎｔ⁃ａｎｎｉｈｉｌａｔｅｄ ＰＩＮＮｓ，ＡＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ）方法来求解具有间断解的 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程与

Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程．该方法利用与梯度相关的权重函数来优化损失函数，并在训练过程中根据当前的残差分布动态调

整训练点，以逐步强化模型对间断区域的学习能力．算例结果表明，ＡＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 方法比传统的 ＰＩＮＮｓ 方法、ｇＰＩＮＮｓ
方法、ＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 方法、高阶 ＤＧ 方法等对于物理量的预测精度有显著提升，在求解 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程与 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程

时均方误差降低了大约一个数量级，准确地再现了 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程中冲击波的特征与 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程中相分离现象．

关　 键　 词：　 ＡＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ；　 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程；　 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程；　 自适应方法
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０　 引　 　 言

近年来，深度学习方法在各个领域取得巨大的成功，其强大的数据处理和学习能力使其在各类复杂任务

中展现出卓越的性能，如计算机视觉［１］、自然语言处理等［２］ ．同时，深度学习特别是深度神经网络也广泛应用

于数学及力学领域［３］ ．物理信息神经网络（ＰＩＮＮｓ）是一种无网格方法［４］，可以用来解决各类偏微分方程

（ＰＤＥ） ［５］，包括但不限于随机偏微分方程、分数阶偏微分方程［６］ ．ＰＩＮＮｓ 的核心思想是将物理定律（通常以偏

微分方程的形式出现）直接融入到神经网络的损失函数中［７］，使得网络的预测结果不仅依赖于数据，还遵循

已知的物理规律［８］ ．Ｈｏｒｎｉｋ 等［９］将神经网络作为一种函数逼近工具来求解常微分方程和部分偏微分方程，
Ｒａｉｓｓｉ 等［１０］提出使用 ＰＩＮＮｓ 方法求解非线性偏微分方程．伴随 ＰＩＮＮｓ 的迅速发展，部分学者拓展了使用 ＰＩ⁃
ＮＮｓ 求解偏微分方程的库的种类，例如 ＤｅｅｐＸＤＥ［１１］ ．偏微分方程残差的梯度信息隐藏着特定的物理规律，Ｙｕ
等［１２］提出了梯度增强的 ＰＩＮＮｓ（ｇＰＩＮＮｓ）方法，使用一种新型的损失函数提高了 ＰＩＮＮｓ 的准确性．

现有 ＰＩＮＮｓ 及其改进算法通常只关注求解具有连续解的方程［１３］，然而在流体力学、材料科学等领域有

诸多间断问题待解决［１４］，例如流体力学中具有间断解的 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程、Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程等．在间断点处，物理

量的导数信息常常较难捕捉，导致使用一般的 ＰＩＮＮｓ 方法的训练效果不好［１５］ ．Ｆｅｒｒｅｒ⁃Ｓáｎｃｈｅｚ 等［１６］提出了梯

度消灭的 ＰＩＮＮｓ（ＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ）方法，利用与流体变量梯度相关的因子来检测物理时空中的不连续性，有效地

捕捉到相对论流体动力学方程中的传播速度和流体变量不连续点的位置．然而 ＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 方法使用的权重

函数极易对较大残差的区域过度抑制，并且无法动态调整训练点的分布，导致间断区域训练点的密度不足，
整体精度较低．

本工作将 ＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 方法应用于经典的具有不连续解的方程，改进了 ＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 方法的权重函数，使用

对数形式的权重函数避免在神经网络训练过程中对间断区域的过度抑制，并结合在高残差区域添加训练点、
在相对平滑区域移除相同数目训练点的自适应采样点手段，从而提出了 ＡＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 方法来求解具有间断解

的 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程与 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程，模拟冲击波的传播和物质浓度的演化过程．算例结果表明，ＡＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 方
法可以准确地捕捉到间断点及其周围点的信息，相比于 ＰＩＮＮｓ、ｇＰＩＮＮｓ、ＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ、高阶 ｄｅｅｐ Ｇａｌｅｒｋｉｎ（ＤＧ）
等方法，在解的精度和泛化能力上有显著提升．对于模型的泛化性，本文在理论上也给出了证明．

１　 ＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 方法

本文考虑如下形式的偏微分方程：
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其中 ｘ ∈ Ω 为空间域， ｔ ∈ ［０，Ｔ］ 为时间域， λ 为偏微分方程的参数， ｕ（ｘ，ｔ） 为偏微分方程的解，在间断点

处， ｜ ｕｘ ｜ →＋ ∞ ．方程的初始条件为

　 　 ｆＩＣ（ｘ，ｔ） ＝ ０，　 　 （ｘ，ｔ） ∈ Ω × ０{ } ， （２）
方程的边界条件为

　 　 ｆＢＣ（ｘ，ｔ） ＝ ０，　 　 （ｘ，ｔ） ∈ ∂Ω × （０，Ｔ］ ． （３）
ＰＩＮＮｓ 通常使用物理信息归纳残差来解决偏微分方程［１７］，但 ＰＩＮＮｓ 方法倾向于解决具有光滑解的问

题，对于间断问题，目前大多数方法通过适当延长训练时间来求解［１８］，但这会导致解过于光滑［１９］ ．
在 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程与 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程的间断点处，梯度在理论上将变为无穷大，不能用微分方程来描述．因

此，在不连续点处常常会引入较大的误差，在所有点处取损失的平均值无法准确地处理有间断点的偏微分方
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程．ＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 方法改进了 ＰＩＮＮｓ 方法的损失函数，通过引入一个权重函数来动态调整不同区域的损失贡献，
为临界时空位置之前和之后的点提供有效的解来鲁棒地处理不连续性，从而应对解的梯度较大或不连续的

区域．
在使用 ＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 求解偏微分方程时，首先需构造含有可训练参数 θ 的神经网络 ｕ（ｘ，ｔ；θ） 来逼近偏微

分方程的真实解 ｕ（ｘ，ｔ）， 然后根据方程的物理信息、初始条件、边界条件构造损失函数训练神经网络．在
ＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 中，神经网络通常为全连接网络，各部分损失分别为［２０］

　 　 ＬＲ ＝ １
ＮＲ

∑
Ω×（０，Ｔ］

ｆ ｘ，ｔ； ｕ； ∂ｕ
∂ｘ１

， ∂ｕ
∂ｘ２

，…； ∂２ｕ
∂ｘ２

１

， ∂２ｕ
∂ｘ１∂ｘ２

，…； ∂ｕ
∂ｔ

，∂
２ｕ
∂ｔ２

，…； λæ

è
ç

ö

ø
÷

２

， （４）

　 　 Ｌ′Ｒ ＝ κ（ｕ，∂ｘｕ）·ＬＲ， （５）

　 　 ＬＩＣ ＝ １
ＮＩＣ

∑
Ω×０

ｆＩＣ（ｘ，ｔ；ｕ）
２
， （６）

　 　 ＬＢＣ ＝ １
ＮＢＣ

∑
∂Ω×Ｔ

ｆＢＣ（ｘ，ｔ；ｕ）
２
， （７）

训练总损失为

　 　 ＬＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ ＝ ｗＲＬ′Ｒ ＋ ｗＩＣＬＩＣ ＋ ｗＢＣＬＢＣ， （８）
其中 κ（ｕ，∂ｘｕ） 为权重函数， ＬＲ，Ｌ′Ｒ，ＬＩＣ，ＬＢＣ 分别为 ＰＤＥ 损失、改进的 ＰＤＥ 损失、初始条件损失、边界条件损

失， ＮＲ，ＮＩＣ，ＮＢＣ 分别为内部采样点、初始采样点、边界采样点的数量， ｗＲ，ｗＩＣ，ｗＢＣ 为权重系数．
近年来，多项研究表明，ＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 方法提升了物理信息的约束能力，并在多个物理建模问题中表现出

优于 ＰＩＮＮｓ 方法及其他改进 ＰＩＮＮｓ 方法的精度和收敛性，但该方法应用于经典的流体力学方程时，仍有显

著不足：
① ＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 方法使用的权重函数随着 ｕｘ 的增加迅速下降，使用其对 ＰＤＥ 损失加权会造成 ＰＤＥ 损

失在空间不连续的区域停用，从而分配更多的计算资源来解析平滑的区域，而不是努力解决不连续性．在间

断区域神经网络的损失函数仅考虑初始条件的损失和边界条件的损失，并没有考虑到方程的物理意义，物理

特性在训练过程中被丢失，训练早期容易振荡，对训练的稳定性造成影响，极易在模型未收敛时，预测解与真

实解之间的误差出现极小值．
② ＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 方法无法动态调整训练点的分布，当解存在剧烈振荡或间断区域训练点的密度不足，模型

未能充分训练该区域，而在残差较小的区域有大量冗余点时，会浪费计算资源，降低整体的效率与精度．根据

误差驱动采样理论，残差主导区域的点密度对训练结果影响显著，单纯的固定采样方法对训练的限制极大．
③ 虽然模型在损失函数中显式考虑 ＰＤＥ 残差项，但在训练点分布不合理的情况下，模型优化仍然主要

关注平均误差最小化，并倾向于“牺牲”难以拟合的区域以优化整体损失，导致残差在间断处聚集而未能消

除，影响模型的泛化能力与局部预测精度．

２　 ＡＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 方法

针对 ＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 方法应用于经典流体力学方程时产生的各种问题，本文在原 ＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 框架下提出一套

改进方案，并基于此提出 ＡＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 方法．该方法对原 ＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 方法的权重函数进行修改，防止模型对间

断区域的过度抑制，并在训练过程中根据当前的残差分布动态调整训练点，从而提升模型的泛化能力，并在

理论上给出了证明．
图 １ 展示了 ＡＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 的基本原理．首先，将偏微分方程的空间变量 ｘ、时间变量 ｔ 作为输入，其次通过

全连接网络若干隐藏层的传递，并在训练过程中不断使用自适应方法捕捉间断点的特征，最终输出物理量的

近似解．
２．１　 权重函数

由于本文所考虑的方程在间断点处 ｕｘ →＋ ∞， 使用 ＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 原有的权重函数会使高残差区域的权

重迅速接近于 ０，所以为了保持模型训练的可控性，本文构造的梯度相关的权重函数为
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　 　 κ（ｕ，∂ｘｕ） ＝ １
１ ＋ ｌｎ（１ ＋ α ｕ ｕｘ

βｕ）
， （９）

其中 α ｕ，β ｕ 为两个额外的超参数，在间断区域有

　 　 ｌｉｍ
ｕｘ →＋∞

κ（ｕ，∂ｘｕ） ＝ ０． （１０）

相反地，在空间梯度较小、解较为平滑的区域，特别是当 ｕｘ → ０ 时有

　 　 ｌｉｍ
ｕｘ →０

κ（ｕ，∂ｘｕ） ＝ １． （１１）

图 １　 ＡＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 框架图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ＡＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ ｆｒａｍｅｗｏｒｋ ｄｉａｇｒａｍ

２．２　 采样方法

在训练神经网络时，目前较为普遍的采样方法是随机采样［２１］和均匀采样［２２］，但由于随机采样易发生点

簇效应以及均匀采样点的特殊性，对比各种统计方法优劣后，本文选择 Ｓｏｂｏｌ 采样方法［２３］ ．Ｓｏｂｏｌ 序列具有高

维均匀性，在高维空间中，Ｓｏｂｏｌ 序列可以更好地填充整个空间，即使在每个维度上观察到不均匀，但在整体

高维空间中，Ｓｏｂｏｌ 序列有更好的均匀分布，可以有效地减少随机采样方法中常见的点簇效应．在数学上，
Ｓｏｂｏｌ 采样的描述通常依赖于其 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｃｏｒｐｕｔ 序列，对于整数 ｎ，其 Ｖａｎ ｄｅｒ Ｃｏｒｐｕｔ 序列 ｖ（ｎ） 的构造公式为

　 　 ｖ（ｎ） ＝ ∑
ｎ

ｋ ＝ １

ｂｋ

２ｋ ， （１２）

其中 ｂｋ 是 ｎ 的二进制展开式中的第 ｋ 位．为了使得采样的均匀性更好，Ｓｏｂｏｌ 采样通过引入方向数来调整各

维度的采样，并以准随机方式生成 ２ 的幂次方个采样点，确保每个维度的采样序列具有低差异性，从而减少

物理空间中点的重叠，并尽可能覆盖更多区域．然而，该方法仍然存在一定的随机性．图 ２ 展示了使用随机采

样、均匀采样和 Ｓｏｂｏｌ 采样生成 ２５６ 个训练点的可视化结果．
２．３　 自适应方法

在 ＰＩＮＮｓ 及 ＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 方法中，残差点通常随机分布在时间及空间域中，但使用神经网络训练时，在间

断区域需要大量的训练点才能保证在该区域训练充分．为了捕捉到间断点的信息，本文引入一个自适应过

程［２４］来动态选择残差点，不断更新训练过程中残差点的分布情况．训练时，自适应方法是在每次迭代中优先

在残差较大的区域逐渐添加更多的训练点，在解相对平滑的区域移除相同数量的训练点，从而提升模型的泛
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化能力．

图 ２　 不同采样方法生成 ２５６ 个训练点的可视化结果

Ｆｉｇ． ２　 Ｖｉｓｕａｌｉｚａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ２５６ ｔｒａｉｎｉｎｇ ｐｏｉｎｔｓ ｇｅｎｅｒａｔｅｄ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓａｍｐｌｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄｓ

自适应过程主要分为三个步骤．首先生成初始训练集 Ｓ ＝ （ｘ１，ｔ１），…，（ｘＮＲ
，ｔＮＲ

）{ } ， 在时间和空间域上

分别采样一定数量的点作为初始训练集．其次是选择高残差点，在每一轮训练完成后，使用 Ｓｏｂｏｌ 采样生成 Ｍ
个新点 （ｘ′１，ｔ′１），…，（ｘ′Ｍ，ｔ′Ｍ）{ } ， 并使用 ＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 方法动态评估残差值，对各个点处的残差值进行排序 Ｒ１

＞ Ｒ２ ＞ … ＞ ＲＭ，筛选出残差较大的 ｍ个点 （ｘ″１，ｔ″１），…，（ｘ″ｍ，ｔ″ｍ）{ } 作为新的训练重点，这些高残差点通常

位于模型预测精度较低的区域．最后是训练点集的更新，将筛选出的高残差点添加到原始训练点集 Ｓ 中，再
将光滑部分 ｍ 个低残差点舍去，保证每次更新时解的数量保持不变．在每一次自适应过程残差点更新后，基
于当前的残差分布，模型可以集中学习难以拟合的区域，逐步提升全局解的质量．自适应过程如算法 １ 所示．

算法 １　 自适应方法

Ｓｔｅｐ １：使用 ＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 方法在训练集 Ｓ 上对一定次数的迭代训练神经网络；
Ｓｔｅｐ ２：使用 Ｓｏｂｏｌ 采样生成新点，并计算在这些点处的 ＰＤＥ 残差；
Ｓｔｅｐ ３：找到残差最大的 ｍ 个新点的索引，将这些点添加到训练集中，移除训练集中残差最小的 ｍ 个点；
Ｓｔｅｐ ４：Ｓｔｅｐ １—Ｓｔｅｐ ３ 重复 ｎ 次．
下面给出自适应方法对模型泛化能力提升的证明．设时空域 Ｄ ＝ Ω × ［０，Ｔ］ ⊂ Ｒ ｌ，Ｙ ＝ Ｌｐ（Ｄ；Ｒｍ），Ｙ∗ ⊂

Ｙ 为范数 ‖·‖Ｙ∗ 意义下的闭子空间，构造映射 ｈ：Ｄ aＲｍ， 使得 ｈ ∈ Ｚ∗ ⊂ Ｙ∗， 考虑近似积分

　 　 ｈ∗ ＝ ∫
Ｄ
ｈ（ｙ）ｄｙ， （１３）

其中 ｄｙ 为 ｌ 维 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 测度， ｌ ＝ ｌ ＋ １．由于本文使用的采样方法为低差异序列，所以满足求积规则

　 　 ｈ
－
＝ ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
ｗ ｉｈ（ｙｉ）， （１４）

其中 ｗ ｉ 为权重， ｙｉ ∈ Ｄ 为求积点，并满足 Ｋｏｋｓｍａ⁃Ｈｌａｗｋａ 不等式：

　 　 ｈ∗ － ｈ
－

≤ ＶＨＫ（ｈ）Ｄ∗
Ｎ （ ｙｉ{ } ）， （１５）

其中 ＶＨＫ（ｈ） 是 ｈ 的 Ｈａｒｄｙ⁃Ｋｒａｕｓｅ 变体， Ｄ∗
Ｎ 为采样点的星差异．由于 Ｓｏｂｏｌ 采样生成的序列为低差异序列，所

以对于初始采样序列， ＶＨＫ（ｈ） 是广义的变差度量，满足

　 　 ＶＨＫ（ｈ） ≤ Ｃ（‖ｈ‖）， （１６）
即 ＶＨＫ（ｈ） 是有界的，且采样点的星差异 Ｄ∗

Ｎ （ ｙｉ{ } ） 满足

　 　 Ｄ∗
Ｎ （ ｙｉ{ } ） ≤ Ｃ′ （ｌｏｇ Ｎ） ｌ

Ｎ
， （１７）

其中 Ｃ′为常数．在第 ｋ 轮迭代中，我们替换 ｍ≪Ｎ个点，新采样的 ｍ个点也是通过 Ｓｏｂｏｌ 采样生成，因此我们

可以将新的点集视为扰动下的 Ｓｏｂｏｌ 序列，根据 Ｓｏｂｏｌ 序列在空间中容错的特性，点集的星差异度增长缓慢，
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所以

　 　 Ｄ∗
Ｎ （ ｙｉ{ } ｋ） ≤ Ｄ∗

Ｎ （ ｙｉ{ } ｋ－１） ＋ εｍ ＝ Ｄ∗
Ｎ （０） ＋ ∑

ｋ

ｊ ＝ １
ε （ ｊ）

ｍ ≤ Ｄ∗
Ｎ （０） ＋ ｋ·εｍａｘ， （１８）

其中 εｍａｘ ～ Ο （ｌｏｇ Ｎ） ｌ

Ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， 因此有

　 　 ｈ∗ － ｈ
－

≤ Ｃ（‖ｈ‖Ｚ∗， ｌ）Ｎ －１ （１９）
满足正交误差是有界的．

设 ｕ（ｘ，ｔ） 为方程（１）的唯一真实解，满足稳定性条件， ｕ（ｘ，ｔ；θ） 为神经网络近似解，训练数据是基于求

积规则式（１４）获得的点集 Ｓ， 且设函数

　 　 Ｊ（θ） ＝ ∑
Ｎ

ｎ ＝ １
ｗｎ Ｒθ（ｙｎ） ｐ， （２０）

其中 ｗｎ 为权重， Ｒθ（ｙｎ） 为 ＰＤＥ 残差．在神经网络中，需要寻找具有正则性的 Ｊ（θ） 达到全局最小或局部极小

值时的参数

　 　 θ∗ ＝ ａｒｇ ｍｉｎ
θ

（Ｊ（θ） ＋ λ ｒｅｇＪｒｅｇ（θ））， （２１）

其中 λ ｒｅｇ 为平衡 Ｊ（θ） 与正则化项的因子，此时神经网络的近似解为 ｕ（ｘ，ｔ；θ∗）， 正交误差满足式（１９），训
练误差 ε Ｔ 为

　 　 ε Ｔ ＝ ∑
Ｎ

ｎ ＝ １
ｗ′ｎ Ｒθ∗（ｙｎ） ｐ( )

１ ／ ｐ
， （２２）

其中 ｗ′ｎ 为权重，则可以得到泛化误差 εＧ 满足

　 　 εＧ ≤ Ｃ１ε Ｔ ＋ Ｃ１Ｃ１ ／ ｐ（‖ｈ‖Ｚ∗， ｌ）Ｎ －１ ／ ｐ， （２３）
其中 Ｃ１ 为稳定性常数［２５］ ．根据式（２２），训练误差与方程的残差成正比，使用自适应方法，整体及间断区域方

程的残差均降低，则神经网络的训练误差也降低，而泛化误差的上界由训练误差控制，所以使用自适应方法，
模型的泛化性能得到提升．

３　 算　 　 例

本节展示了使用 ＡＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 方法求解具有间断解的 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程与 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程的算例结果，并与

ＰＩＮＮｓ、ｇＰＩＮＮｓ、ＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ、高阶 ＤＧ 等方法进行了对比．
为了评估模型的准确性，在算例中使用均方误差 （δＭＳＥ） 来评估模型的精度，它表示模型预测得到的解

与真实解之间的差异， δＭＳＥ 定义为

　 　 δＭＳＥ ＝ １
ＮｘＮｔ

∑
Ｎｘ

ｉ ＝ １
∑
Ｎｔ

ｊ ＝ １
［ｕ（ｘｉ，ｔ ｊ） － ｕ（ｘｉ，ｔ ｊ；θ）］ ２， （２４）

其中 Ｎｘ，Ｎｔ 分别为空间和时间域中测试点的个数．
本节中的所有算例均采用自动微分（ＡＤ）技术计算网络输出 ｕ（ｘ，ｔ；θ） 关于输入 ｘ 和 ｔ的偏导数，使其满

足偏微分方程的约束，来计算偏微分方程的残差．使用 Ａｄａｍ 优化器来最小化损失函数，从而不断更新网络

的参数 θ， 使得预测解更加符合偏微分方程和相应的初始、边界条件．
３．１　 超参数的调整

权重函数中超参数 α ｕ，β ｕ 的选取尤为重要，这直接影响着 ＰＤＥ 损失的大小，进而影响模型的预测效果．
令式（９）中 ｕｘ ＝ ｘ， 则 κ（ｘ） ＝ １ ／ （１ ＋ ｌｎ（１ ＋ α ｘ β）），κ（ｘ） 随超参数的增加呈下降趋势，但 β 对于 κ（ｘ） 的

影响更大，这是因为 β 是 ｘ 的指数．所以在调整超参数 α ｕ 与 β ｕ 时，首先初始化 α ｕ ＝ β ｕ ＝ １，固定 α ｕ 的值，并以

０．０５ 为步长逐渐增大 β ｕ 的值，得到不同 β ｕ 值时 ＡＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 预测物理量的均方误差如图 ３ 所示，当 β ｕ ＝ １．２５
时，模型预测物理量的均方误差都是最低的．因此，本文选取的权重函数的超参数为： α ｕ ＝ １，β ｕ ＝ １．２５．
３．２　 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程

考虑如下 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程：
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　 　 ∂ｕ
∂ｔ

＋ ｕ ∂ｕ
∂ｘ

＝ ｖ ∂
２ｕ

∂ｘ２，　 　 ｘ ∈ ［ － １，１］， ｔ ∈ ［０，１］， （２５）

其中 ｖ ＝ ０．０１
π

， 方程的初始条件和边界条件为

　 　 ｕ（ｘ，０） ＝ － ｓｉｎ（πｘ）， （２６）
　 　 ｕ（ － １，ｔ） ＝ ｕ（１，ｔ） ＝ ０． （２７）

（ａ） Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程

（ａ） Ｔｈｅ Ｂｕｒｇｅｒｓ ｅｑｕａｔｉｏｎ

（ｂ） Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程 （ｃ） Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程的 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题

（ｂ） Ｔｈｅ Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ （ｃ） Ｔｈｅ Ｒｉｅｍａｎｎ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｔｈｅ Ｂｕｒｇｅｒｓ ｅｑｕａｔｉｏｎ
图 ３　 不同 β ｕ 值时 ＡＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 预测物理量的均方误差

Ｆｉｇ． ３　 δＭＳＥ ｏｆ ｐｒｅｄｉｃｔｉｎｇ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｑｕａｎｔｉｔｉｅｓ ｕｓｉｎｇ ＡＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ β ｕ ｖａｌｕｅｓ

Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程通常用于描述流体中的波动现象［２６］ ．在 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程的演化过程中，间断位置可能会形成冲

击波，这是由于非线性项 ｕｕｘ 的作用导致的，并且对于具有不同初始条件和边界条件的 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程，间断位

置也可能会有所不同．本文考虑的 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程的精确解如图 ４ 所示．
本文求解 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程时，神经网络使用 ４ 层隐藏层，每层有 ３６ 个神经元，激活函数使用 ｔａｎｈ 函数，并采

用全连接网络，在该算例中使用 Ａｄａｍ 优化器，并固定学习率为 １０－５ ．
使用 ＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ、ＰＩＮＮｓ、ｇＰＩＮＮｓ、生成对抗网络（ＧＡＮ）、基于注意力机制的 ＰＩＮＮｓ 方法（ＰＩＮＮｓＦｏｒｍｅｒ）、

高阶 ＤＧ 方法训练得到的损失及均方误差如表 １ 所示．使用 ＰＩＮＮｓ、ｇＰＩＮＮｓ 方法预测解的精度极低，ＰＩＮＮｓ 方
法仅适用于预测较为平滑的区域，尽管 ｇＰＩＮＮｓ 方法在损失函数中引入了物理量的梯度信息，但在 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方
程的间断点处，速度的空间导数趋向于无穷，导致 ｇＰＩＮＮｓ 损失函数的值也趋向于无穷，神经网络难以有效

反向传播．考虑到 （ｘ，ｔ） 域内的采样，由于 Ｓｏｂｏｌ 采样需要生成以 ２ 为基数的训练点，本文将采用 ＮＲ ＝ ２５６×
２５６ 个训练点．同样地，在对初始点与边界点进行采样时，也生成 ＮＩＣ ＝ ＮＢＣ ＝ ２５６ 个训练点．

该 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程在 ｘ ＝ ０ 处十分陡峭，所以在该区域附近应该有更多的残差点．对于 ＡＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 方法，首
先使用 Ｓｏｂｏｌ 采样方法生成初始采样点，然后在训练过程中逐渐添加残差点，并在残差较低的区域舍弃部分
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残差点，共进行了 ５ 次实验，每次自适应过程分别添加 １０，２０，３０，４０，５０ 个残差点，即算法 １ 中 ｍ 分别取 １０，
２０，３０，４０，５０，初始训练之后，在 ｘ ＝ ０ 附近的区域具有最大的 ＰＤＥ 残差，如图 ５ 所示．自适应方法自动在残差

最大的区域附近添加更多的点，得到均方误差如图 ６ 所示，训练完成时的损失及 δＭＳＥ 如表 ２ 所示．模型在自

适应添加 ３０ 个点时，得到的均方误差最小，为 １．３１×１０－６，比普通的 ＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 方法降低了大约一个数量级，
得到的预测解如图 ７ 所示．使用 ＡＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 方法得到的预测解更加逼近真实解，并有效捕捉到了方程中间

断点的位置．

图 ４　 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程精确解

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｂｕｒｇｅｒｓ ｅｑｕａｔｉｏｎ
图 ５　 求解 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程初始训练后 ＰＤＥ 残差

Ｆｉｇ． ５　 ＰＤＥ ｒｅｓｉｄｕａｌｓ ａｆｔｅｒ ｉｎｉｔｉａｌ ｔｒａｉｎｉｎｇ ｉｎ
ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ Ｂｕｒｇｅｒｓ ｅｑｕａｔｉｏｎ

　 　 注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

表 １　 不同方法求解 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程损失及 δＭＳＥ

Ｔａｂｌｅ １　 Ｌｏｓｓｅｓ ａｎｄ δＭＳＥ ｉｎ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ Ｂｕｒｇｅｒｓ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ

ｍｅｔｈｏｄ ｌｏｓｓ δＭＳＥ

ＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ １．０６×１０－６ ６．２３×１０－５

ＰＩＮＮｓ １．４９×１０－５ ８．１０×１０－４

ｇＰＩＮＮｓ ７．４８×１０－５ ６．０１×１０－３

ＧＡＮ ４．８２×１０－６ ９．１７×１０－５

ＰＩＮＮｓＦｏｒｍｅｒ ９．５８×１０－６ ２．６２×１０－４

ｈｉｇｈ⁃ｏｒｄｅｒ ＤＧ － ７．９９×１０－５

（ａ） ｍ ＝ １０ （ｂ） ｍ ＝ ２０
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（ｃ） ｍ ＝ ３０ （ｄ） ｍ ＝ ４０ （ｅ） ｍ ＝ ５０
图 ６　 不同 ｍ 值 ＡＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 求解 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程均方误差

Ｆｉｇ． ６　 δＭＳＥ ｉｎ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ Ｂｕｒｇｅｒｓ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｕｓｉｎｇ ＡＧＡ ＰＩＮＮｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍ ｖａｌｕｅｓ

（ａ） 预测解 （ｂ） 预测解与真实解的 δＭＳＥ

（ａ） Ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ （ｂ） δＭＳＥ ｂｅｔｗｅｅｎ ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｒｅａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

图 ７　 ｍ ＝ ３０ 时 ＡＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 求解 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程预测结果

Ｆｉｇ． ７　 Ｐｒｅｄｉｃｔｉｎｇ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ＡＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ ｗｉｔｈ ｍ ＝ ３０ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ Ｂｕｒｇｅｒｓ ｅｑｕａｔｉｏｎ

表 ２　 不同 ｍ 值 ＡＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 求解 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程损失及 δＭＳＥ

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｌｏｓｓｅｓ ａｎｄ δＭＳＥ ｉｎ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ Ｂｕｒｇｅｒｓ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＡＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍ ｖａｌｕｅｓ

ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ａｄａｐｔｉｖｅ ｐｏｉｎｔｓ ｌｏｓｓ δＭＳＥ

１０ １．０８×１０－６ ７．１３×１０－５

２０ ６．０６×１０－７ ３．１９×１０－６

３０ ３．７１×１０－７ １．３１×１０－６

４０ ８．９８×１０－７ ８．０２×１０－６

５０ １．０３×１０－６ ５．５５×１０－５

　 　 为验证 Ｓｏｂｏｌ 采样的有效性，在算例中采用 ｍ ＝ ３０ 的 ＡＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 方法，分别利用均匀采样和随机采样

生成相同数目的训练点进行训练，并与 Ｓｏｂｏｌ 采样方法的实验结果进行对比．使用均匀采样的 ＡＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 方

法预测的结果如图 ８（ａ）所示，模型在 ２．１×１０５个周期达到收敛，均方误差为 ９．０１×１０－４；使用随机采样的

ＡＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 方法预测的结果如图 ８（ｂ）所示，模型在 ２．３×１０５个周期达到收敛，均方误差为 ２．１７×１０－３ ．使用

Ｓｏｂｏｌ 采样方法，模型预测得到的解与真实解之间的差异在整个空间和时间域上分布得更加均匀，并且能精

确捕捉到间断点的信息，而使用均匀采样与随机采样，模型在间断点处表现较差，未能准确逼近方程的解．
３．３　 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ方程

考虑如下 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程：

　 　 ∂ｕ
∂ｔ

＝ ０．００１ ∂２ｕ
∂ｘ２

＋ ５（ｕ － ｕ３），　 　 ｘ ∈ ［ － １，１］， ｔ ∈ ［０，１］， （２８）
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方程的初始条件和边界条件为

　 　 ｕ（ｘ，０） ＝ ｘ２ｃｏｓ（πｘ）， （２９）
　 　 ｕ（ － １，ｔ） ＝ ｕ（１，ｔ）， ｕｘ（ － １，ｔ） ＝ ｕｘ（１，ｔ） ． （３０）
Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程通常用于描述相变界面中界面演化，例如液体到气体的相变、晶体生长等，其特点是在

相变界面两侧值是截然不同的，在相变界面处方程有间断解［２７］ ．本文考虑的 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程的精确解如图 ９
所示．

（ａ） 均匀采样 ＡＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 方法

（ａ） Ｔｈｅ ｕｎｉｆｏｒｍ ｓａｍｐｌｉｎｇ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＡＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ ｍｅｔｈｏｄ

（ｂ） 随机采样 ＡＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 方法

（ｂ） Ｔｈｅ ｒａｎｄｏｍ ｓａｍｐｌｉｎｇ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＡＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ ｍｅｔｈｏｄ
图 ８　 不同采样方法 ＡＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 求解 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程预测结果

Ｆｉｇ． ８　 Ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｂｕｒｇｅｒｓ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ＡＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓａｍｐｌｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄｓ

求解 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程时，神经网络使用 ４ 层隐藏层，每层有 ６４ 个神经元，激活函数使用 ｔａｎｈ 函数，并采

用全连接网络，在该算例中使用 Ａｄａｍ 优化器，并固定学习率为 １０－４ ．
数值计算时在 （ｘ，ｔ） 域内采样 ＮＲ ＝ ２５６×２５６ 个训练点，初始与边界采样 ＮＩＣ ＝ ＮＢＣ ＝ ２５６ 个训练点．使用

ＰＩＮＮｓ、ｇＰＩＮＮｓ、ＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ、ＧＡＮ、ＰＩＮＮｓＦｏｒｍｅｒ、高阶 ＤＧ 方法得到的损失及均方误差如表 ３ 所示，ＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ
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方法与高阶 ＤＧ 方法相比于其余几种方法预测方程的解时实现了更低的均方误差．对于 ＡＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 方法，初
始训练后，残差分布如图 １０ 所示，方程在 ｘ ＝ －０．５ 及 ｘ ＝ ０．５ 处存在不连续，应该添加更多的残差点，共进行

了 ５ 次实验，每次自适应过程分别添加 １０，２０，３０，４０，５０ 个残差点，并在残差较小的区域分别舍弃相应个数

的残差点，得到均方误差如图 １１ 所示，训练完成时的损失及 δＭＳＥ 如表 ４ 所示．模型在自适应添加 ３０ 个点时，
得到的均方误差最小，为 ３．５２×１０－５，预测解如图 １２ 所示．

图 ９　 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程精确解

Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ
图 １０　 求解 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程初始训练后 ＰＤＥ 残差

Ｆｉｇ． １０　 ＰＤＥ ｒｅｓｉｄｕａｌｓ ａｆｔｅｒ ｉｎｉｔｉａｌ ｔｒａｉｎｉｎｇ ｉｎ ｓｏｌｖｉｎｇ
ｔｈｅ Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ

表 ３　 不同方法求解 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程损失及 δＭＳＥ

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｌｏｓｓｅｓ ａｎｄ δＭＳＥ ｉｎ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ

ｍｅｔｈｏｄ ｌｏｓｓ δＭＳＥ

ＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ ９．１８×１０－６ ７．８８×１０－４

ＰＩＮＮｓ ８．２３×１０－５ ２．３７×１０－３

ｇＰＩＮＮｓ １．７５×１０－５ ８．０５×１０－４

ＧＡＮ １．９２×１０－５ ９．３９×１０－４

ＰＩＮＮｓＦｏｒｍｅｒ ６．４６×１０－５ １．６９×１０－３

ｈｉｇｈ⁃ｏｒｄｅｒ ＤＧ － ３．２２×１０－４

３．４　 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程的 Ｒｉｅｍａｎｎ问题

考虑如下无黏性 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程［２８］

　 　 ∂ｕ
∂ｔ

＋ ｕ ∂ｕ
∂ｘ

＝ ０，　 　 ｘ ∈ ［ － １，２］， ｔ ∈ ［０，１］， （３１）

其具有如下分段常数的初始条件

　 　 ｕ（ｘ，０） ＝
ｕＬ，　 　 ｘ ≤ ０，
ｕＲ，　 　 ｘ ＞ ０，{ （３２）

其中 ｕＬ 和 ｕＲ 是左右两侧的常数初始状态，本算例仅考虑 ｕＬ ＞ ｕＲ 的情况，且 ｕＬ ＝ ２，ｕＲ ＝ １．在该情况下，两个

波会相互撞击，形成激波，即解中存在一个不连续点，激波速度由 Ｒａｎｋｉｎｅ⁃Ｈｕｇｏｎｉｏｔ 条件给出，为

　 　 ｓ ＝ １
２
（ｕＬ ＋ ｕＲ） ＝ １．５， （３３）

方程的精确解为

　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝
２，　 　 ｘ ≤ １．５ｔ，
１，　 　 ｘ ＞ １．５ｔ ．{ （３４）

求解 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程的 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题时，神经网络使用 ４ 层隐藏层，每层有 ２０ 个神经元，激活函数使用

ｔａｎｈ 函数，并采用全连接网络，在该算例中使用 Ａｄａｍ 优化器，并固定学习率为 １０－４ ．
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（ａ） ｍ ＝ １０ （ｂ） ｍ ＝ ２０

（ｃ） ｍ ＝ ３０ （ｄ） ｍ ＝ ４０ （ｅ） ｍ ＝ ５０
图 １１　 不同 ｍ 值 ＡＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 求解 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程均方误差

Ｆｉｇ． １１　 δＭＳＥ ｉｎ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ＡＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍ ｖａｌｕｅｓ

（ａ） 预测解 （ｂ） 预测解与真实解 δＭＳＥ

（ａ） Ｔｈｅ ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎ （ｂ） δＭＳＥ ｂｅｔｗｅｅｎ ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｒｅａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ
图 １２　 ｍ ＝ ３０ 时 ＡＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 求解 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程预测结果

Ｆｉｇ． １２　 Ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ ｒｅｓｕｌｔｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＡＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ ｆｏｒ ｍ ＝ ３０ ｉｎ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ

表 ４　 不同 ｍ 值 ＡＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 求解 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程损失及 δＭＳＥ

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｌｏｓｓｅｓ ａｎｄ δＭＳＥ ｉｎ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＡＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍ ｖａｌｕｅｓ

ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ａｄａｐｔｉｖｅ ｐｏｉｎｔｓ ｌｏｓｓ δＭＳＥ

１０ １．８８×１０－６ ３．１９×１０－４

２０ ８．９６×１０－７ ２．５７×１０－４

３０ ２．０２×１０－７ ３．５２×１０－５

４０ ６．４７×１０－７ １．０１×１０－４

５０ ９．２５×１０－７ ２．４１×１０－４

６０９ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２６ 年　 第 ４７ 卷



　 　 数值计算时在 （ｘ，ｔ） 域内采样 ＮＲ ＝ ２５６×２５６ 个训练点，初始采样 ＮＩＣ ＝ ２５６ 个训练点．使用 ＰＩＮＮｓ、ｇＰＩ⁃
ＮＮｓ、ＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ、ＧＡＮ、ＰＩＮＮｓＦｏｒｍｅｒ、高阶 ＤＧ 方法得到的 ｔ ＝ ０．５ 及 ｔ ＝ １．０ 时的预测解如图 １３ 所示，使用 ＰＩ⁃
ＮＮｓ、ｇＰＩＮＮｓ、ＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ、ＧＡＮ、ＰＩＮＮｓＦｏｒｍｅｒ、高阶 ＤＧ 方法得到均方误差分别为 ７．６５×１０－２，２．７７×１０－２，３．８９×
１０－３，３．２５×１０－３，８．４９×１０－４，１．６１×１０－３，且由图 １３ 观察到，ＰＩＮＮｓ 方法与 ｇＰＩＮＮｓ 方法在间断点处预测解与真

实解差异极大．

（ａ） ＰＩＮＮｓ

（ｂ） ｇＰＩＮＮｓ

（ｃ） ＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ
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（ｄ） ＧＡＮ

（ｅ） ＰＩＮＮｓＦｏｒｍｅｒ

（ ｆ） ＤＧ

图 １３　 不同方法求解 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程的 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题的预测结果

Ｆｉｇ． １３　 Ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｂｕｒｇｅｒｓ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｒｉｅｍａｎｎ ｐｒｏｂｌｅｍ ｓｏｌｖｅｄ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ

对于 ＡＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 方法，初始训练后，方程在 ｘ ＝ １．５ 处存在不连续，应该添加更多的残差点，共进行了 ５
次实验，每次自适应过程分别添加 １０，２０，３０，４０，５０ 个残差点， 并在残差较小的区域分别舍弃相应个数的残

差点， 得到训练完成时的损失及 δＭＳＥ 如表 ５ 所示．模型在自适应添加 ３０ 个点时， 得到的均方误差最小， 为

７．１９×１０－５，预测解如图 １４ 所示．

８０９ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２６ 年　 第 ４７ 卷



图 １４　 ｍ ＝ ３０ 时 ＡＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 求解 Ｂｕｇｅｒｓ 方程的 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题的预测结果

Ｆｉｇ． １４　 Ｐｒｅｄｉｃｔｉｎｇ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ＡＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ ｆｏｒ ｍ ＝ ３０ ｉｎ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ Ｂｕｒｇｅｒｓ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｒｉｅｍａｎｎ ｐｒｏｂｌｅｍ

表 ５　 不同 ｍ 值 ＡＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 求解 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程的 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题的损失及 δＭＳＥ

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｌｏｓｓｅｓ ａｎｄ δＭＳＥ ｉｎ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ Ｂｕｒｇｅｒｓ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｒｉｅｍａｎｎ ｐｒｏｂｌｅｍ

ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＡＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍ ｖａｌｕｅｓ

ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ａｄａｐｔｉｖｅ ｐｏｉｎｔｓ ｌｏｓｓ δＭＳＥ

１０ ７．４９×１０－６ ８．１２×１０－４

２０ １．１８×１０－６ ６．４４×１０－４

３０ ４．２６×１０－７ ７．１９×１０－５

４０ ６．５８×１０－７ ９．８３×１０－５

５０ ９．３２×１０－７ ３．５７×１０－４

４　 结 束 语

本文提出一种 ＡＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 方法来求解具有间断解的 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程和 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程，该方法不仅在损

失函数中添加了与梯度相关的权重函数处理陡梯度，而且采用在方程残差较大的区域自适应调整采样点的

手段提升模型的泛化性．数值算例结果表明，ＡＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 方法在求解间断 Ｂｕｒｇｅｒｓ 方程和 Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ 方程时

明显优于 ＰＩＮＮｓ、ＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ、ｇＰＩＮＮｓ、高阶 ＤＧ 等方法，实现了最低的均方误差，并捕捉到了间断点的跳跃，表
明该方法在处理具有特征信息方程时是有效的．神经网络功能强大，可以用来逼近复杂的几何形状或高维度

的偏微分方程，然而这些问题难以通过经典的数值计算方法进行模拟，未来可以将 ＡＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 方法应用于

处理高维间断方程［２９］，特别需要考虑间断点的位置在多个方向上传播和相互作用．
在高维场景中，Ｓｏｂｏｌ 采样作为低差异序列，较随机或均匀采样更能实现训练点的均匀覆盖，具有良好的

数值稳定性．同时，残差排序过程的复杂度为 Ｏ（ｎｌｏｇ ｎ）， 可借助并行计算进一步加速．为应对高维计算负担，
我们可引入稀疏残差估计与局部点更新策略，避免全局冗余计算．此外，高维空间中梯度信息更为复杂，现有

的权重函数可进一步优化，如采用多维梯度范数替代单一方向导数，以更有效识别高阶间断区域．在训练点

的动态调整方面，可结合 ＫＤ⁃ｔｒｅｅ 或 Ｖｏｒｏｎｏｉ 分区将计算域划分为多个子区域［３０］，并在高残差区域局部加密，
通过区域内自适应迭代实现效率与精度的提升．

对于实际工程应用，考虑到计算资源受限、模型简化需求及复杂边界条件等因素，ＡＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 可引入轻

量级网络结构（如 ＲｅｓＮｅｔ、 ｄｒｏｐｏｕｔ、 ｅａｒｌｙ ｓｔｏｐｐｉｎｇ 等）与采样策略协同优化， 有效避免冗余训练， 提升训练

效率．对于边界条件处理， 未来亦可结合坐标映射方法与边界编码网络进一步增强其在复杂边界条件下的

适应能力．
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学， ２０２４， ４５（９）： １２１２⁃１２２３．（Ｍｉｎ Ｊｉａｎ， Ｆｕ Ｚｈｕｏｊｉａ， Ｇｕｏ Ｙｕａｎ． Ｃｕｒｒｉｃｕｌｕｍ⁃ｔｒａｎｓｆｅｒ⁃ｌｅａｒｎｉｎｇ⁃ｂａｓｅｄ ｐｈｙｓｉｃｓ⁃ｉｎ⁃

ｆｏｒｍｅｄ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｆｏｒ ｓｉｍｕｌａｔｉｎｇ ｌｏｎｇ⁃ｔｅｒｍ⁃ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｃｏｎｖｅｃｔｉｏｎ⁃ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｂｅｈａｖｉｏｒｓ ｏｎ ｃｕｒｖｅｄ ｓｕｒｆａｃｅｓ

［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２４， ４５（９）： １２１２⁃１２２３． （ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［８］　 Ｌｉ Ｘ， Ｃｈｅｎ Ｈ， Ｌｉｕ Ｚ， ｅｔ ａｌ． Ｉｄｅｎｔｉｆｙｉｎｇ ｖａｒｙｉｎｇ ｔｈｅｒｍａｌ ｄｉｆｆｕｓｉｖｉｔｙ ｏｆ ｉｎｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ ｍａｔｅｒｉａｌｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ａ ｈｙｂｒｉｄ

ｐｈｙｓｉｃｓ⁃ｉｎｆｏｒｍｅｄ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２２， １４（７）： ２２５００２７．

［９］　 Ｈｏｒｎｉｋ Ｋ， Ｓｔｉｎｃｈｃｏｍｂｅ Ｍ， Ｗｈｉｔｅ Ｈ． Ｕｎｉｖｅｒｓａｌ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｏｆ ａｎ ｕｎｋｎｏｗｎ ｍａｐｐｉｎｇ ａｎｄ ｉｔｓ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｓ ｕ⁃

ｓｉｎｇ ｍｕｌｔｉｌａｙｅｒ ｆｅｅｄｆｏｒｗａｒｄ ｎｅｔｗｏｒｋｓ［Ｊ］ ． Ｎｅｕｒａｌ Ｎｅｔｗｏｒｋｓ， １９９０， ３（５）： ５５１⁃５６０．

［１０］　 Ｒａｉｓｓｉ Ｍ， Ｐｅｒｄｉｋａｒｉｓ Ｐ， Ｋａｒｎｉａｄａｋｉｓ Ｇ Ｅ． Ｐｈｙｓｉｃｓ⁃ｉｎｆｏｒｍｅｄ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ：ａ ｄｅｅｐ ｌｅａｒｎｉｎｇ ｆｒａｍｅｗｏｒｋ ｆｏｒ

ｓｏｌｖｉｎｇ ｆｏｒｗａｒｄ ａｎｄ ｉｎｖｅｒｓｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｉｎｖｏｌｖｉｎｇ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｐａｒｔｉａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕ⁃

ｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２０１９， ３７８： ６８６⁃７０７．

［１１］　 Ｌｕ Ｌ， Ｍｅｎｇ Ｘ， Ｍａｏ Ｚ， ｅｔ ａｌ． ＤｅｅｐＸＤＥ： ａ ｄｅｅｐ ｌｅａｒｎｉｎｇ ｌｉｂｒａｒｙ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． ＳＩＡＭ Ｒｅ⁃

ｖｉｅｗ， ２０２１， ６３（１）： ２０８⁃２２８．

［１２］　 Ｙｕ Ｊ， Ｌｕ Ｌ， Ｍｅｎｇ Ｘ， ｅｔ ａｌ． Ｇｒａｄｉｅｎｔ⁃ｅｎｈａｎｃｅｄ ｐｈｙｓｉｃｓ⁃ｉｎｆｏｒｍｅｄ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｆｏｒ ｆｏｒｗａｒｄ ａｎｄ ｉｎｖｅｒｓｅ ＰＤＥ

ｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０２２， ３９３： １１４８２３．

［１３］　 Ｇｕｏ Ｈ， Ｚｈｕａｎｇ Ｘ， Ｆｕ Ｘ， ｅｔ ａｌ． Ｐｈｙｓｉｃｓ⁃ｉｎｆｏｒｍｅｄ ｄｅｅｐ ｌｅａｒｎｉｎｇ ｆｏｒ ｔｈｒｅｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｔｒａｎｓｉｅｎｔ ｈｅａｔ ｔｒａｎｓｆｅｒ ａ⁃

ｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ ｇｒａｄｅｄ ｍａｔｅｒｉａｌｓ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０２３， ７２（３）： ５１３⁃５２４．

［１４］ 　 Ｒａｉｓｓｉ Ｍ， Ｙａｚｄａｎｉ Ａ， Ｋａｒｎｉａｄａｋｉｓ Ｇ Ｅ． Ｈｉｄｄｅｎ ｆｌｕｉｄ ｍｅｃｈａｎｉｃｓ： ｌｅａｒｎｉｎｇ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ａｎｄ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｆｉｅｌｄｓ ｆｒｏｍ

ｆｌｏｗ ｖｉｓｕａｌｉｚａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｓｃｉｅｎｃｅ， ２０２０， ３６７（６４８１）： １０２６⁃１０３０．

［１５］　 Ｂａｒ⁃Ｋｏｈａｎｙ Ｔ， Ｊａｉｎ Ａ． Ｄｉｓｓｉｐａｔｉｏｎ ｏｆ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｆｆｅｃｔｓ ｉｎ ｍｕｌｔｉｌａｙｅｒ ｈｅａｔ ｃｏｎｄｕｃｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ［ Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａ⁃

ｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈｅａｔ ａｎｄ Ｍａｓｓ Ｔｒａｎｓｆｅｒ， ２０２４， ２２３： １２５２０７．

［１６］　 Ｆｅｒｒｅｒ⁃Ｓáｎｃｈｅｚ Ａ， Ｍａｒｔíｎ⁃Ｇｕｅｒｒｅｒｏ Ｊ Ｄ， ｄｅ Ａｕｓｔｒｉ⁃Ｂａｚａｎ Ｒ Ｒ， ｅｔ ａｌ． Ｇｒａｄｉｅｎｔ⁃ａｎｎｉｈｉｌａｔｅｄ ＰＩＮＮｓ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ

Ｒｉｅｍａｎｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ： ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｔｏ ｒｅｌａｔｉｖｉｓｔｉｃ ｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃｓ［ Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ

ａｎｄ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０２４， ４２４： １１６９０６．

０１９ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２６ 年　 第 ４７ 卷



［１７］　 Ｍａｏ Ｚ， Ｊａｇｔａｐ Ａ Ｄ， Ｋａｒｎｉａｄａｋｉｓ Ｇ Ｅ． Ｐｈｙｓｉｃｓ⁃ｉｎｆｏｒｍｅｄ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｆｏｒ ｈｉｇｈ⁃ｓｐｅｅｄ ｆｌｏｗｓ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒ

Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０２０， ３６０： １１２７８９．

［１８］　 Ｘｕ Ｈ， Ｃｈａｎｇ Ｈ， Ｚｈａｎｇ Ｄ． ＤＬ⁃ＰＤＥ： ｄｅｅｐ⁃ｌｅａｒｎｉｎｇ ｂａｓｅｄ ｄａｔａ⁃ｄｒｉｖｅｎ ｄｉｓｃｏｖｅｒｙ ｏｆ ｐａｒｔｉａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ

ｆｒｏｍ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ａｎｄ ｎｏｉｓｙ ｄａｔａ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２０２５， ２９（３）： ６９８⁃７２８．

［１９］　 Ｘｕ Ｊ， Ｗｅｉ Ｈ， Ｂａｏ Ｈ． Ｐｈｙｓｉｃｓ⁃ｉｎｆｏｒｍｅｄ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｆｏｒ ｓｔｕｄｙｉｎｇ ｈｅａｔ ｔｒａｎｓｆｅｒ ｉｎ ｐｏｒｏｕｓ ｍｅｄｉａ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒ⁃

ｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｈｅａｔ ａｎｄ Ｍａｓｓ Ｔｒａｎｓｆｅｒ， ２０２３， ２１７： １２４６７１．

［２０］　 Ｌｕ Ｌ， Ｐｅｓｔｏｕｒｉｅ Ｒ， Ｙａｏ Ｗ， ｅｔ ａｌ． Ｐｈｙｓｉｃｓ⁃ｉｎｆｏｒｍｅｄ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｗｉｔｈ ｈａｒｄ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ｆｏｒ ｉｎｖｅｒｓｅ ｄｅｓｉｇｎ

［Ｊ］ ． ＳＩＡＭ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｎ Ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ， ２０２１， ４３（６）： Ｂ１１０５⁃Ｂ１１３２．

［２１］　 Ｍａｈｍｕｄ Ｍ Ｓ， Ｈｕａｎｇ Ｊ Ｚ， Ｓａｌｌｏｕｍ Ｓ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｓｕｒｖｅｙ ｏｆ ｄａｔａ ｐａｒｔｉｔｉｏｎｉｎｇ ａｎｄ ｓａｍｐｌｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄｓ ｔｏ ｓｕｐｐｏｒｔ ｂｉｇ

ｄａｔａ ａｎａｌｙｓｉｓ［Ｊ］ ． Ｂｉｇ Ｄａｔａ Ｍｉｎｉｎｇ ａｎｄ Ａｎａｌｙｔｉｃｓ， ２０２０， ３（２）： ８５⁃１０１．

［２２］　 Ｎａｂｉａｎ Ｍ Ａ， Ｇｌａｄｓｔｏｎｅ Ｒ Ｊ， Ｍｅｉｄａｎｉ Ｈ． Ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｔｒａｉｎｉｎｇ ｏｆ ｐｈｙｓｉｃｓ⁃ｉｎｆｏｒｍｅｄ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｖｉａ ｉｍｐｏｒｔａｎｃｅ

ｓａｍｐｌｉｎｇ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒ⁃Ａｉｄｅｄ Ｃｉｖｉｌ ａｎｄ Ｉｎｆｒａｓｔｒｕｃｔｕｒｅ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０２１， ３６（８）： ９６２⁃９７７．

［２３］　 Ｒｅｎａｒｄｙ Ｍ， Ｊｏｓｌｙｎ Ｌ Ｒ， Ｍｉｌｌａｒ Ｊ Ａ， ｅｔ ａｌ． Ｔｏ Ｓｏｂｏｌ ｏｒ ｎｏｔ ｔｏ Ｓｏｂｏｌ？ Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｓａｍｐｌｉｎｇ ｓｃｈｅｍｅｓ ｉｎ ｓｙｓ⁃

ｔｅｍｓ ｂｉｏｌｏｇｙ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｂｉｏｓｃｉｅｎｃｅｓ， ２０２１， ３３７： １０８５９３．

［２４］　 Ｗｕ Ｃ， Ｚｈｕ Ｍ， Ｔａｎ Ｑ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｃｏｍｐｒｅｈｅｎｓｉｖｅ ｓｔｕｄｙ ｏｆ ｎｏｎ⁃ａｄａｐｔｉｖｅ ａｎｄ ｒｅｓｉｄｕａｌ⁃ｂａｓｅｄ ａｄａｐｔｉｖｅ ｓａｍｐｌｉｎｇ ｆｏｒ

ｐｈｙｓｉｃｓ⁃ｉｎｆｏｒｍｅｄ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ［ Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０２３，

４０３： １１５６７１．

［２５］　 Ｍｉｓｈｒａ Ｓ， Ｍｏｌｉｎａｒｏ Ｒ． Ｅｓｔｉｍａｔｅｓ ｏｎ ｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｌｉｚａｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｐｈｙｓｉｃｓ⁃ｉｎｆｏｒｍｅｄ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｆｏｒ ａｐｐｒｏｘｉ⁃

ｍａｔｉｎｇ ＰＤＥｓ［Ｊ］ ． ＩＭＡ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ａｎａｌｙｓｉｓ， ２０２３， ４３（１）： １⁃４３．

［２６］　 ｄｅ Ｌａｒａ Ｆ Ｍ， Ｆｅｒｒｅｒ Ｅ． Ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｎｇ ｈｉｇｈ ｏｒｄｅｒ ｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ Ｇａｌｅｒｋｉｎ ｓｏｌｖｅｒｓ ｕｓｉｎｇ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ： １Ｄ Ｂｕｒ⁃

ｇｅｒｓ’ ｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ ＆ Ｆｌｕｉｄｓ， ２０２２， ２３５： １０５２７４．

［２７］　 Ｄｕ Ｑ， Ｙａｎｇ Ｊ， Ｚｈｏｕ Ｚ． Ｔｉｍｅ⁃ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ Ａｌｌｅｎ⁃Ｃａｈｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ： ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ

Ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ， ２０２０， ８５（２）： ４２．

［２８］　 Ｔｏｒｏ Ｅ Ｆ． Ｒｉｅｍａｎｎ Ｓｏｌｖｅｒｓ ａｎｄ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ Ｆｌｕｉｄ Ｄｙｎａｍｉｃｓ： ａ Ｐｒａｃｔｉｃａｌ Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ［Ｍ］ ． Ｂｅｒ⁃

ｌｉｎ： Ｓｐｒｉｎｇｅｒ， ２００９．

［２９］　 Ｚｅｎｇ Ｓ， Ｚｈａｎｇ Ｚ， Ｚｏｕ Ｑ． Ａｄａｐｔｉｖｅ ｄｅｅｐ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋｓ ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ ｈｉｇｈ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｐａｒｔｉａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅ⁃

ｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２０２２， ４６３： １１１２３２．

［３０］　 Ｚｈａｎｇ Ｈ， Ｘｕ Ｙ， Ｌｉｕ Ｑ， ｅｔ ａｌ． Ｓｏｌｖｉｎｇ Ｆｏｋｋｅｒ⁃Ｐｌａｎｃｋ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｕｓｉｎｇ ｄｅｅｐ ＫＤ⁃ｔｒｅｅ ｗｉｔｈ ａ ｓｍａｌｌ ａｍｏｕｎｔ ｏｆ ｄａｔａ

［Ｊ］ ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｄｙｎａｍｉｃｓ， ２０２２， １０８（４）： ４０２９⁃４０４３．

１１９第 ７ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 刘博宇，等： 基于 ＡＧＡ⁃ＰＩＮＮｓ 方法求解具有间断解的方程


