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摘要：　 针对土石混合体和各向异性特征的天然土质坝基，将其视为一种复合多孔介质土体模型，假定渗流为二维

Ｄａｒｃｙ 流，水头在土石混合体内连续．构建了考虑土石界面的非均质土石混合体渗流场和各向异性均质坝基渗流场

的杂交渗流通量有限元（ＨＳ⁃ＦＥＭ）求解模型，该模型在单元域内假设独立的高阶渗流通量变量，同时在单元边界上

给定水头值，仅需少数单元即可模拟考虑土石界面的承压渗流工况，避免了传统有限元法在界面处进行密集网格

细化的弊端，亦可解决二维正交各向异性稳态线性渗流问题．验证算例表明：该方法在保持稀疏离散化的前提下，获
得了与传统密集网格有限元相当的计算精度．

关　 键　 词：　 杂交渗流通量有限元法（ＨＳ⁃ＦＥＭ）；　 渗流分析；　 复合材料
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０　 引　 　 言

土石混合体是典型的非均质多孔介质，广泛分布于天然坝基、边坡及填方工程中．其渗流行为受土石界

面与材料各向异性的显著影响，而传统连续介质渗流理论对此类复杂介质的渗流场描述存在局限性．尤其在

土石界面处，渗透系数的突变会导致水头场和渗流场的非连续分布，而各向异性特征则进一步增加了渗流分

析的复杂性．
目前工程实践中广泛采用有限元法 （ ＦＥＭ） ［１⁃４］、边界元法 （ ＢＥＭ） ［５⁃６］、无单元法［７］ 和有限差分法

（ＦＤＭ） ［８⁃９］等数值方法进行求解．此外，比例边界有限元法［１０］、基于特解的边界型数值方法［１１⁃１２］ 也在特定领

域得到应用．近些年来，徐文杰等［１３］和 Ｙａｎ 等［１４］ 研究了基于细观结构的渗流模拟，将土石混合体视为土体

和块石构成的二元介质，采用 Ｄａｒｃｙ 定律描述土体和块石的渗流，利用有限元实现数值模拟．Ｗｅｉ 等［１５］ 改进

的等效裂隙网络模型对多孔介质和裂隙介质渗流都适用，并将其可拓展到各向异性介质中．陈远强等［１６］ 基

于数值流形法，构建了边坡降雨径流与非饱和渗流全耦合模型，实现了边坡降雨⁃入渗⁃产流的过程数值模拟．
Ｊｉａ 和 Ｚｈｅｎｇ［１７］改进的数值流形方法可包含材料界面，并能够准确求解非线性渗流．Ｚｈａｏ 等［１８⁃１９］ 基于改进的

守恒水平集研究了水⁃空气两相渗流特性，模拟结果与实验观测结果吻合较好．李树光等［２０］基于渐近均质法，
建立了描述三维周期性多孔结构孔隙尺度下单相气体局部流动的数学模型，能够解决多孔介质中的单相气

体流动问题，获得多孔介质的气体渗透性．
Ｐｉａｎ［２１］基于最小余能原理，最早提出了线弹性固体力学的杂交表达式，后由 Ｐｉａｎ 和 Ｔｏｎｇ 等［２２⁃２３］改进了

这一形式，尤其通过满足应力插值的要求，确保单元刚度矩阵有足够的秩以支持求逆．Ｇｈｏｓｈ 等［２４⁃２５］ 推导了

不包含夹杂和包含夹杂的 Ｖｏｒｏｎｏｉ 单元，Ｇｕｏ 等［２６］ 在此基础上进行了系统性发展，探讨了考虑界面脱层、塑
性、蠕变和热应变的 Ｖｏｒｏｎｏｉ 单元，并进行热机疲劳的数值模拟计算．Ｚｈａｎｇ 等［２７⁃２８］ 改进了 Ｖｏｒｏｎｏｉ 单元，使其

能够测量含有随机分布和不同尺寸孔洞且具有特定压力的多孔材料上的不规则局部应力．Ｋａｒｃｈｅｗｓｋｉ［２９］以渗

流通量函数作为场变量，推广多边形杂交单元作为解决渗流问题的一种方法．但该方法仍需单元离散，且存在初

始建模数据准备量大、网格生成几何复杂度高等问题，不过其在渗流量分布的精确求解方面表现出色．
本研究进一步发展了 Ｖｏｒｏｎｏｉ 杂交渗流单元，并利用该方法求解了带界面的非均质土石混合体渗流场

和各向异性均质坝基渗流场，建立了基于 Ｅｕｌｅｒ 方程描述的多孔介质稳态渗流 Ｖｏｒｏｎｏｉ 杂交渗流通量有限元

求解框架，其研究目的在于： ① 在满足平衡条件假设下推导渗流场求解方案，以较少的建模工作实现与传

统有限元相当的求解精度； ② 使得杂交单元能更好地表征岩土材料特性和微观几何结构．
本文第 １ 节介绍了稳态渗流场下的杂交有限元公式；第 ２ 节通过两个数值算例（含土石界面的土石混合

体渗流场和各向异性均质坝基渗流场）验证了方法有效性，计算结果与 ＭＡＲＣ 软件的仿真结果一致；第 ３ 节

总结了杂交渗流通量有限元的性能，结论表明该方法收敛快、结果较精确、数据准备工作量小，并探讨了杂交

渗流通量有限元在三维问题、多场耦合等方面的应用潜力．

１　 渗流杂交有限元方法

研究从单一流体相在饱和均匀多孔介质中的稳定渗流问题开始，如图 １（ａ）所示，经典边界条件下的稳

态渗流问题求解域，在域 Ｖ 内需满足 Ｅｕｌｅｒ 方程：
　 　 ｉ ＝ Ñｈ， （１）
　 　 ｑ ＝ － Ｋ·ｉ， （２）
　 　 Ñ·ｑ － ｓ ＝ ０， （３）

其中， ｈ 是总水头， ｉ 表示水力梯度， ｑ 是比流量， Ｋ 表示水力传导率的三阶张量， ｓ 是源项， Ñ＝ ∂ ／ ∂ｘ 是梯度
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算子．考虑以下流速边界 Ｓｑ 和水头边界 Ｓｈ 上的两个边界条件：
　 　 ｎ·ｑ ＝ ｑ－，　 　 ｏｎ Ｓｑ， （４）

　 　 ｈ ＝ ｈ
－
， 　 　 ｏｎ Ｓｈ， （５）

其中 ｑ－ 是规定的通量，ｈ
－
是规定的水头，ｎＴ ＝ { ｎｘ 　 ｎｙ } 是由单元边界指向外部的单位法向量，积分外表面 Ｓ ＝

Ｓｈ ∪ Ｓｑ ．

（ａ） 具有经典边界条件的稳态渗流问题求解域 （ｂ） 子域划分

（ａ） Ｔｈｅ ｄｏｍａｉｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｅａｄｙ ｓｅｅｐａｇｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｗｉｔｈ （ｂ） Ｓｕｂｄｉｖｉｄｅｄ ｄｏｍａｉｎｓ
ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ 图 １　 单元域划分

Ｆｉｇ． １　 Ｕｎｉｔ ｄｏｍａｉｎ ｄｉｖｉｓｉｏｎｓ

如图 １（ｂ）所示，将域 Ｖ分为多个子域 Ｖｅ，求解方法包含两个主变量：水头 ｈ和渗流通量 ｑ ．水头在单元域

Ｖｅ 内用 ｈ表示，在各单元间边界 Ｓｅ 上用 ｈ∗ 表示．积分面 Ｓ ＝ Ｓｈ ∪ Ｓｑ ∪ Ｓｅ，其中 Ｓｅ 在内部表面集合遍历两次，
每次在不同方向上．

考虑两个强形式的方程：
　 　 ｉｈ － ｉｑ ＝ Ñｈ － （ － Ｋ －１·ｑ） ＝ ０，　 　 ｉｎ Ｖ， （６）
　 　 ｎ ＋·ｑ ＋ ｎ －·ｑ ＝ ０，　 　 ｏｎ Ｓｅ ． （７）
方程（６）是由方程（１）的动力学关系和方程（２）的本构关系推导而来，表征了水力梯度间的强约束联系．

其中 ｉｈ 由方程（１）水头场 ｈ 梯度运算得到， ｉｑ 由方程（２）本构关系反推计算得到，通过强制约束两者之差为

零，实现动力学与本构关系的统一， Ｋ 的可逆性是本构关系反推成立的前提．方程（７）是界面流量平衡条件，
强制相邻单元在界面上满足流量平衡， ｎ ＋ 和 ｎ － 分别是内表面相对两侧的外向单位法线．

根据 Ｆｅｌｉｐｐａ［３０⁃３１］的广义符号表示法，杂交变分原理是两项之和：一个是内部泛函，一个是界面势能．这
种分解不仅体现了问题的物理本质，还揭示了不同能量贡献之间的耦合机制．内部泛函描述系统内部域的能

量贡献，通常与场变量的梯度或导数相关，主导着渗流过程的扩散效应．界面势能描述边界或内部界面上的

能量贡献，强制边界约束或界面连续性．
首先将方程（６）乘以变分场 δｑ 并积分，得内部余能泛函：

　 　 δΠＣ ＝ ∫
Ｖ
δｑ·（ ｉｈ － ｉｑ）ｄＶ ＝ ０． （８）

通过方程（１）和（２）推导得

　 　 δΠＣ ＝ ∫
Ｖ
δｑ·（Ñｈ ＋ Ｋ －１·ｑ）ｄＶ ＝ ０． （９）

对方程（９）第一项应用散度定理，将其转化为边界积分和域积分的组合形式：

　 　 ∫
Ｖ
δｑ·（Ñｈ）ｄＶ ＝ － ∫

Ｖ
δ（Ñ·ｑ）ｈｄＶ ＋ ∫

Ｓ
ｈ（ｎ·δｑ）ｄＳ，

且在指定流速边界 Ｓｑ 上，δｑ ＝ ０， 所以得

　 　 δΠＣ ＝ ∫
Ｖ
δｑ·Ｋ －１·ｑｄＶ － ∫

Ｖ
δ（Ñ·ｑ）ｈｄＶ ＋ ∫

Ｓｈ
ｈ（ｎ·δｑ）ｄＳ ＝ ０． （１０）

在界面势能方面，引入指定水头边界条件弱形式方程（５），可得

　 　 δΠＨＢＣ ＝ ∫
Ｓｈ
ｎ·δｑ（ｈ － ｈ

－
）ｄＳ ＝ ０． （１１）

将方程（１０）、（１１）两项求和销项，可得
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　 　 δΠＣ ＝ ∫
Ｖ
δｑ·Ｋ －１·ｑｄＶ － ∫

Ｖ
δ（Ñ·ｑ）ｈｄＶ ＋ ∫

Ｓｈ
ｈ
－
（ｎ·δｑ）ｄＳ ＝ ０， （１２）

在上式中，在域 Ｖ 内Ñ·ｑ ＝ ０， 导致它相应的变分项消失．
方程（７）关于界面势能的弱形式可描述为

　 　 δΠ ｉｎｔ ＝ ∫
Ｓｅ
（ｎ·ｑδｈ∗ ＋ ｎ·δｑｈ∗）ｄＳ ＝ ０， （１３）

两项积分为零，表明界面能量交换达到动态平衡，即在单元之间的边界 Ｓｅ 上弱化了质量平衡，弱形式允许界

面两侧水头不连续，但通量整体守恒．因为边界水头 ｈ∗ 和渗流通量 ｑ 都是主变量，为方便建立单元矩阵和向

量，使用了以下关系重写对 Ｓｅ 的积分，

　 　 ∫
Ｓｅ
ｆｄＳ ＝ ∫

Ｓ
ｆｄＳ － ∫

Ｓｈ
ｆｄＳ － ∫

Ｓｑ
ｆｄＳ， （１４）

其中 ｆ 是一个标量函数．考虑方程内部泛函（１２）和界面势能（１４），以及在边界 Ｓｈ 上，ｈ∗ ＝ ｈ
－
，且在指定流速边

界 Ｓｑ 上，δｑ ＝ ０，在指定水头边界 Ｓｈ 上，δｈ ＝ ０， 则

　 　 δΠ ＝ ∫
Ｖ
δｑ·Ｋ －１·ｑｄＶ ＋ ∫

Ｓ
（ｎ·ｑδｈ∗ ＋ ｎ·δｑｈ∗）ｄＳ ＋ ∫

Ｓｑ
δｈ∗ｑ－ｄＳ ＝ ０． （１５）

在这种情况下，由式（１５）可以推出相应的最小化变分原理：

　 　 Π［ｑ，ｈ∗］ ＝ １
２ ∫Ｖｑ·Ｋ －１·ｑｄＶ ＋ ∫

Ｓ
ｈ∗ｎ·ｑｄＳ － ∫

Ｓｑ
ｈ∗ｑ－ｄＳ ． （１６）

１．１　 渗流杂交元及其弱形式

在渗流分析研究中，假设土石混合体内各材料相的渗流通量场相互独立，以反映界面处渗流通量的不连

续性．基于渗流通量完整多项式函数，可推导单元内各相平衡渗流场表达式：

　 　 Φ（ｘ，ｙ） ＝ ∑
ｌ

ｉ ＝ ０
∑

ｉ

ｊ ＝ ０
β ｊ，ｉ －ｊ ｘ ｊ ｙｉ －ｊ ． （１７）

一阶完备多项式能够精确地描述物理场的常梯度状态，这是渗流问题中最基础的解形式，若多项式阶数

不足（如零阶时），则无法表征梯度，导致矩阵秩缺失．为保证渗透系数矩阵 Ｋｑ 的可逆性，渗流通量函数至少

应从一阶完备多项式开始，

　 　 Φ（ｘ，ｙ） ＝ ∑
ｌ

ｉ ＝ １
∑

ｉ

ｊ ＝ ０
β ｊ，ｉ －ｊ ｘ ｊ ｙｉ －ｊ ． （１８）

在平面问题中，根据渗流通量函数，可导出两个渗流通量分量 ｑ ＝ （ｑｘ 　 ｑｙ） Ｔ，

　 　 ｑｘ ＝
∂Φ
∂ｙ

， ｑｙ ＝ －
∂Φ
∂ｘ

， （１９）

将 ｑ 用基函数矩阵 Ｐ 和未知系数向量 β 表示为

　 　 ｑ ＝ Ｐβ， （２０）
其中 Ｐ 是一个 ２ × ｍ 的矩阵，举例来说，一个无源项（ ｓ ＝ ０） 渗流通量 ３ 阶完备多项式公式为

　 　
ｑｘ

ｑｙ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

０ １ ０ ｘ ２ｙ ０ ｘ２ ２ｘｙ ３ｙ２

－ １ ０ － ２ｘ － ｙ ０ － ３ｘ２ － ２ｘｙ － ｙ２ ０
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

β １

︙
β ９

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
＝ Ｐβ ． （２１）

对边界上 ｈ 的处理须保证：在边界 Ｓ ＝ Ｓｈ ∪ Ｓｑ ∪ Ｓｅ 上，ｈ 的唯一性（即 Ｃ０ 连续）；在水头边界 Ｓｈ 上，ｈ ＝

ｈ－ ．对节点水头进行 Ｌａｇｒａｎｇｅ 线性插值，得边界水头为

　 　 ｈ ＝ Ｌｄ，　 　 ｏｎ Ｓ， （２２）
其中， ｄ 是边界节点水头向量， Ｌ ＝ （１ － ξ 　 ξ） 是插值向量，ξ 是局部坐标，取值为［０，１］．域内水头使用线性

插值函数求得，其数学表述为

　 　 ｈ（ｘ，ｙ） ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ ３
Ｌ ｉ（ξ）ｄ ． （２３）
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由于土石混合体内部岩块分布的随机性和不规则形状，Ｖｏｒｏｎｏｉ 单元边数也是不确定的，并且边数往往

大于 ４．整个域内的杂交渗流单元可以包含不同的边数，正是这种单元与传统有限元的区别．传统有限元在处

理边数大于 ４ 的单元时，碰到的最大困难是很难构造 ｎ 次插值多项式，以保证水头场在单元内部和单元边界

上均协调一致；另外容易导致渗透矩阵的奇异．然而，渗流杂交单元在处理边数大于 ４ 的单元时，为了域内边

界水头的协调连续，先将全域通过 Ｄｅｌａｕｎａｙ 三角剖分离散，基于三角形线性形函数的节点插值方法求得．这
样，边数的增加不会带来构造插值函数的困难．

将式（２０）与式（２２）代入式（１６）中，因此有限元离散化后的泛函表达式为

　 　 ΠＭＣ ＝ ∑
ｅ
∫
Ｖ

１
２

β ＴＰＴＫ －１ＰβｄＶ ＋ ∫
Ｓ
β ＴＰＴｎＴＬｄｄＳ － ∫

Ｓｑ
ｑ－ＬｄｄＳ{ } ． （２４）

１．２　 求解方法

为简化推导，对式（２４）进行以下处理，将其中域积分和线积分别用 Ｈ和Ｇ表示，并简化指定流速边界项

Ｑ， 得到

　 　 Ｈ ＝ ∫
Ｖ
ＰＴＫ －１ＰｄＶ， Ｇ ＝ ∫

Ｓ
ＰＴｎＴＬｄＳ， Ｑ ＝ ∫

Ｓｑ
ｑ－ＬｄＳ ． （２５）

由此，方程（２４）改写为

　 　 ΠＭＣ ＝ ∑
ｅ

１
２

β ＴＨβ ＋ β ＴＧｄ － Ｑｄ ． （２６）

根据驻值条件，将 ΠＭＣ 关于系数向量 β 的一阶变分设为 ０，

　 　
∂ΠＭＣ

∂β
＝ ０， （２７）

得到单元内运动关系的弱表达式：
　 　 － Ｈβ ＝ Ｇｄ， （２８）

上式中未知系数向量 β 可表示为

　 　 β ＝ － Ｈ －１Ｇｄ ． （２９）
根据驻值条件，将 ΠＭＣ 关于节点水头向量 ｄ 的一阶变分设为 ０，

　 　
∂ΠＭＣ

∂ｄ
＝ ０， （３０）

得到每个单元流量互易关系的弱形式：
　 　 Ｇβ ＝ Ｑ， （３１）

联立单元内运动关系与流量互易关系，得
　 　 － ＧＴＨ －１Ｇｄ ＝ Ｑ ． （３２）

上式可用于求解单元节点水头，其中 Ｑ 是流量向量，该单元的渗透系数矩阵 Ｋｅ 最终可以表示为

　 　 Ｋｅ ＝ － ＧＴＨ －１Ｇ， （３３）
渗流场总渗透系数矩阵 Ｋｑ 为

　 　 Ｋｑ ＝ ∑
ｅ
Ｋｅ ． （３４）

如果假设系统自由度总数为 ｎ，运动约束的数量为 ｌ，当 ｒａｎｋ（Ｋｑ） ＜ｎ － ｌ时，总渗透系数矩阵就会奇异．从
总渗透系数矩阵的角度来看，保证该矩阵不奇异的必要条件是 ｍ ＞ ｎ － ｌ，这里，ｍ 是独立的渗流系数的总个

数．因此，选择适当数量的渗流系数对获得精确可靠的计算结果至关重要．总渗透系数矩阵 Ｋｑ 与矩阵 Ｈ 的逆

矩阵直接相关，故采用最少渗流系数构建非奇异刚度渗透矩阵最具优势．需注意的是，增加渗流系数数量会

提升“单元刚度”，因而虽然理想情况应满足 ｍ ＝ ｎ － ｌ，但实际计算中往往难以达成．此外，渗流系数的完整多

项式插值必须确保渗透矩阵的旋转不变性．

２　 数 值 算 例

为了证明渗流杂交单元的性能，我们使用 ＭＡＲＣ 商业仿真软件对 ２ 个数值算例进行了对比验证．研究检
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查的显著特征包括： ① 与传统有限元方法相比，通量结果的准确性； ② 域内水头分布及水头等值线分布；
③ 基函数矩阵项数对渗流分布的影响．第一个算例研究了承压渗流下带界面的土石混合体渗流场，第二个

算例考虑在上下游存在水头差工况下的各向异性均质坝基渗流场．
２．１　 算例 １：考虑土石界面的非均质土石混合体渗流分析

为验证方法的可行性与数值精度，考虑一个上下两侧为不透水边界的带界面的土石混合体，高为 Ｈ ＝
１０．０ ｍ，宽为 Ｌ ＝ １０．０ ｍ，渗流域左侧水头 Ｈ１ ＝ ４０．０ ｍ，右侧下游水头 Ｈ２ ＝ ３０．０ ｍ ．材料均为各向同性，其中细

砂渗透系数 ｋ ＝ １×１０－５ ｍ ／ ｓ，砂岩渗透系数 ｋ ＝ １×１０－８ ｍ ／ ｓ ．图 ２（ａ）为 ＭＡＲＣ 模型， 经过收敛性验证， 使用

１２ ３９７ 个三节点三角形单元建模，而使用 ＨＳ⁃ＦＥＭ 方法构建的模型仅需 ６０ 个单元（图 ２（ｂ））．

（ａ） ＭＡＲＣ 模型 （ｂ） ＨＳ⁃ＦＥＭ 模型

（ａ） Ｔｈｅ ＭＡＲＣ ｍｏｄｅｌ （ｂ） Ｔｈｅ ＨＳ⁃ＦＥＭ ｍｏｄｅｌ
图 ２　 土石混合体模型对比

Ｆｉｇ． ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｓｏｉｌ⁃ｒｏｃｋ ｍｉｘｔｕｒｅ ｍｏｄｅｌｓ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

ＨＳ⁃ＦＥＭ 方法计算耗时 ７ ｓ，峰值内存占用 １０．７６ ＭＢ，ＭＡＲＣ 耗时 ８．９ ｓ，峰值内存占用 １５９ ＭＢ ．图 ３（ａ）、
３（ｂ）分别展示了 ＭＡＲＣ 模型和 ＨＳ⁃ＦＥＭ 模型的域内水头分布云图，结果显示二者具有高度一致性．图 ３（ｃ）、
３（ｄ）为水平渗流通量 ｑｘ 云图，图 ３（ｅ）、３（ｆ）为竖直渗流通量 ｑｙ 云图．特别值得注意的是，ＨＳ⁃ＦＥＭ 方法在土

石界面位置对渗流变化的捕捉更为敏感．
２．２　 算例 ２：各向异性均质坝基渗流分析

考虑一个底部不透水的各向异性均质坝基模型，如图 ４ 所示，该坝基高为 Ｈ ＝ ９０．０ ｍ，坝宽为 Ｌ ＝ ２００．０
ｍ，渗流域顶部左侧水头 Ｈ１ ＝ ４０．０ ｍ，顶部右侧水头 Ｈ２ ＝ ２０．０ ｍ，顶部中央设有止水闸门，其他边界无渗流通

过．坝基渗透系数为 ｋｘ ＝ ４×１０－５ ｍ ／ ｓ， ｋｙ ＝ １×１０－５ ｍ ／ ｓ ．
ＭＡＲＣ 模型如图 ５（ａ）所示，经过收敛性验证，使用 ３５ ５７４ 个三节点三角形单元建模，而使用 ＨＳ⁃ＦＥＭ 方

法构建的模型仅需 ２００ 个单元（图 ５（ｂ））．

（ａ） ＭＡＲＣ 模型水头 （ｂ） ＨＳ⁃ＦＥＭ 模型水头

（ａ） Ｈｙｄｒａｕｌｉｃ ｈｅａｄｓ ｏｆ ｔｈｅ ＭＡＲＣ ｍｏｄｅｌ （ｂ） Ｈｙｄｒａｕｌｉｃ ｈｅａｄｓ ｏｆ ｔｈｅ ＨＳ⁃ＦＥＭ ｍｏｄｅｌ
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（ｃ） ＭＡＲＣ 模型水平渗流通量 （ｄ） ＨＳ⁃ＦＥＭ 模型水平渗流通量

（ｃ） Ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ ｓｅｅｐａｇｅ ｆｌｕｘｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ＭＡＲＣ ｍｏｄｅｌ （ｄ） Ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ ｓｅｅｐａｇｅ ｆｌｕｘｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ＨＳ⁃ＦＥＭ ｍｏｄｅｌ

（ｅ） ＭＡＲＣ 模型竖直渗流通量 （ｆ） ＨＳ⁃ＦＥＭ 模型竖直渗流通量

（ｅ） Ｖｅｒｔｉｃａｌ ｓｅｅｐａｇｅ ｆｌｕｘｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ＭＡＲＣ ｍｏｄｅｌ （ ｆ） Ｖｅｒｔｉｃａｌ ｓｅｅｐａｇｅ ｆｌｕｘｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ＨＳ⁃ＦＥＭ ｍｏｄｅｌ
图 ３　 水头及渗流通量分布云图对比

Ｆｉｇ． ３　 Ｃｏｍｐａｒａｔｉｖｅ ｃｏｎｔｏｕｒ ｐｌｏｔｓ ｏｆ ｈｙｄｒａｕｌｉｃ ｈｅａｄ ａｎｄ ｓｅｅｐａｇｅ ｆｌｕｘ

图 ４　 工况条件下的各向异性均质坝基模型

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ａｎｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ ｄａｍ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｕｎｄｅｒ ｏｐｅｒａｔｉｏｎａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

ＨＳ⁃ＦＥＭ 方法计算耗时 ７ ｓ，峰值内存占用 １４．３２ ＭＢ，ＭＡＲＣ 耗时 １６．４ ｓ，峰值内存占用 ２００ ＭＢ ．图 ６
（ａ）、 ６（ｂ）分别是 ＭＡＲＣ 模型和 ＨＳ⁃ＦＥＭ 模型水头等值线分布图，渗流方向从左向右，在闸门左右两侧水头

梯度平缓，与 Ｄａｒｃｙ 定律预测一致．在闸门底部位置区域出现显著水力梯度，表明该区域存在潜在冲刷风险．
图 ７（ａ）、７（ｂ）的水平渗流通量 ｑｘ 云图显示，ＨＳ⁃ＦＥＭ 模型是右端值大于左端值，与 ＭＡＲＣ 模型存在差

异．图 ７（ｃ）、７（ｄ）的竖直渗流通量 ｑｙ 分布则表现出良好的一致性，极值分别出现在闸门底部左右两侧．
考虑到渗流通量云图分布情况以及尽可能反映云图变化趋势的目的，选取了靠近闸门底部 ｙ ＝ ５８ ｍ 的

路径进行对比，两者基本一致（图 ８）．水平渗流通量路径对比（图 ８（ａ））可以看出在凹处边界附近 ＭＡＲＣ 模

型显示出强烈的对称性，与云图对比结果一致，ＨＳ⁃ＦＥＭ 模型对渗流集中效应捕捉更为明显．竖直渗流通量

路径对比（图 ８（ｂ））可以看出，在凹处边界附近 ＨＳ⁃ＦＥＭ 模型对渗流极端值捕捉更为精确．
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（ａ） ＭＡＲＣ 模型 （ｂ） ＨＳ⁃ＦＥＭ 模型

（ａ） Ｔｈｅ ＭＡＲＣ ｍｏｄｅｌ （ｂ） Ｔｈｅ ＨＳ⁃ＦＥＭ ｍｏｄｅｌ
图 ５　 坝基模型对比

Ｆｉｇ． ５　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｄａｍ ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌｓ

（ａ） ＭＡＲＣ 模型

（ａ） Ｔｈｅ ＭＡＲＣ ｍｏｄｅｌ

（ｂ） ＨＳ⁃ＦＥＭ 模型

（ｂ） Ｔｈｅ ＨＳ⁃ＦＥＭ ｍｏｄｅｌ
图 ６　 水头等值线对比

Ｆｉｇ． ６　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｈｙｄｒａｕｌｉｃ ｈｅａｄ ｃｏｎｔｏｕｒｓ

如图 ９ 所示，渗流系数多项式分别取 ４～９ 阶完备多项式，即 ｍ为 １４～５４ 时，取路径 ｙ ＝ ５８ ｍ 时渗流通量

ｑｘ 对比．研究表明，阶数越高，对渗流集中效应捕捉越精准．尽管如此，增加过多的渗流系数个数会导致“单元

刚度”增强，因此选择适当高阶完备多项式是必要且谨慎的．

（ａ） ＭＡＲＣ 模型水平渗流通量 （ｂ） ＨＳ⁃ＦＥＭ 模型水平渗流通量

（ａ） Ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ ｓｅｅｐａｇｅ ｆｌｕｘｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ＭＡＲＣ ｍｏｄｅｌ （ｂ） Ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ ｓｅｅｐａｇｅ ｆｌｕｘｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ＨＳ⁃ＦＥＭ ｍｏｄｅｌ
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（ｃ） ＭＡＲＣ 模型竖直渗流通量 （ｄ） ＨＳ⁃ＦＥＭ 模型竖直渗流通量

（ｃ） Ｖｅｒｔｉｃａｌ ｓｅｅｐａｇｅ ｆｌｕｘｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ＭＡＲＣ ｍｏｄｅｌ （ｄ） Ｖｅｒｔｉｃａｌ ｓｅｅｐａｇｅ ｆｌｕｘｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ＨＳ⁃ＦＥＭ ｍｏｄｅｌ
图 ７　 渗流通量云图对比

Ｆｉｇ． ７　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｓｅｅｐａｇｅ ｆｌｕｘ ｃｏｎｔｏｕｒｓ

（ａ） 水平渗流通量路径比较 （ｂ） 竖直渗流通量路径比较

（ａ） Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ ｓｅｅｐａｇｅ ｆｌｕｘ ｐａｔｈｓ （ｂ） Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｓｅｅｐａｇｅ ｆｌｕｘ ｐａｔｈｓ
图 ８　 ｙ ＝ ５８ ｍ 渗流通量路径比较

Ｆｉｇ． ８　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｓｅｅｐａｇｅ ｆｌｕｘｅｓ ｐａｔｈｓ ａｔ ｙ ＝ ５８ ｍ

图 ９　 基函数矩阵 Ｐ 项数对渗流通量 ｑｘ 的影响

Ｆｉｇ． ９　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂａｓｉｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｍａｔｒｉｘ Ｐ ｔｅｒｍ ｎｕｍｂｅｒ ｏｎ ｓｅｅｐａｇｅ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ｑｘ

３　 结　 　 论

本研究基于最小变分原理，提出了一种新型杂交渗流有限元方法（ＨＳ⁃ＦＥＭ）．通过构建渗流问题的杂交

有限元泛函，推导了单元离散求解格式．数值模拟结果表明，该方法在模拟非均质土石混合体和各向异性均

质坝基渗流问题时，能够准确地捕捉水头分布和渗流通量特征，特别是在材料界面处表现出优异的数值稳定

性和灵敏度．与传统有限元方法相比，ＨＳ⁃ＦＥＭ 在计算效率方面具有显著优势，计算时间少于传统有限元，仅
需数十至数百个单元即可达到传统有限元数万个单元才收敛的同等精度；传统有限元模型通常涉及 １０４ ～
１０５量级的自由度，ＨＳ⁃ＦＥＭ 方法则通过渗流量与节点水头的独立插值将其降至 １０２量级，内存节省 ９０％．同
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时将计算自由度降低 ２ 个数量级，内存消耗减少约 ９０％．该方法可灵活处理复杂几何形状简化网格生成过

程，以较少单元实现全域渗流场求解，为工程应用提供了高效可靠的数值工具．
该方法框架可扩展至求解三维和其他多物理场耦合分析领域，三维求解面临几何与拓扑复杂性提升、自

由度与计算量指数增长、数值积分效率、边界条件与约束处理、材料本构与各向异性等诸多困难，但 Ｖｏｒｏｎｏｉ
杂交渗流单元仍展现出广阔的学术价值与应用前景．未来研究可从以下方面展开：基于渗流⁃应力耦合理论，
建立考虑渗流体积力、孔隙压力和重力等多物理场协同作用的三维坝体稳定性数值模型．
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