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摘要：　 研究了外磁场调控下弹性波在偶应力固体中弹性界面处的反射问题．首先， 应用偶应力理论和 Ｍａｘｗｅｌｌ 电
磁学理论推导出了弹性波传播的控制方程和三种波（Ｐ 波、ＳＶ 波和 ＳＳ 波），并且发现外磁场会通过 Ｌｏｒｅｎｔｚ 力对弹

性波的传播产生影响， 但不会产生新的波动模式．其次， 根据弹性界面条件得到相应线性代数方程组，推导出了 Ｐ
波和 ＳＶ 波入射时各种反射波相对于入射波的振幅比．然后，用能流比定义反射系数，讨论了 Ｐ 波入射时外磁场、 ３
个弹性常数、偶应力参数和入射波的角频率对弹性波反射系数的影响．最后， 通过各波的法向能量守恒检验了数值

结果的准确性．
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０　 引　 　 言

了解地壳中电磁场与弹性波之间的耦合关系，能帮助我们更准确地判断地震发生概率，并且可以通过外

加电磁场对弹性波动进行调控，这一领域持续引起诸多专家学者关注．１９５５ 年，Ｋｎｏｐｏｆｆ［１］ 研究了均匀静态磁

场中弹性波的传播．１９６３ 年，Ｄｕｎｋｉｎ 和 Ｅｒｉｎｇｅｎ［２］通过引入 Ｌｏｒｅｎｔｚ 力并且应用线性化方法，研究了自由无限

弹性板在静场中的振动，以及弹性波在均匀静磁场和均匀静电场中的传播问题．１９６６ 年，Ｙｕ 和 Ｔａｎｇ［３］ 在三

种初应力状态下，研究了弹性波在均匀磁场中的传播．１９６８ 年，Ｌｉｌｌｅｙ 和 Ｓｍｙｌｉｅ［４］通过级数展开讨论了导体中

的弹性波在非均匀磁场中的传播问题．１９７２ 年，Ｓｕｃｈｔｅｌｅｎ［５］ 考虑了电磁场对弹性波的扰动问题． １９９０ 年，
Ｃｈａｔｔｏｐａｄｈｙａｙ 和 Ｃｈｏｕｄｈｕｒｙ［６］研究了在自增强介质中磁弹性横波的传播问题．２０２３ 年，岳田田和李月秋等［７］

应用 Ｍａｘｗｅｌｌ 电磁学理论研究了弹性波在外磁场调控下的反射和透射问题．
最近二十年，弹性波反射透射问题成为弹性波动力学的重要研究领域，外磁场调控导电固体中弹性波的

传播引起了学者的广泛关注．２００６—２０１０ 年，Ｏｔｈｍａｎ 等［８⁃１０］通过引入 Ｌｏｒｅｎｔｚ 力和广义热弹性理论，研究了弹

性波在电磁热弹性固体中的反射问题．２０１５ 年，Ｋｕｍａｒ 等［１１⁃１２］研究了平面 ＳＨ 波在夹在两个半无限非均匀黏

弹性半空间之间的各向异性磁弹性层的反射和透射．Ｗａｎｇ 和 Ｗｅｉ 等［１３］ 讨论了黏弹性边界条件对弹性波在

偶应力半空间反射的影响．２０１９ 年，Ｓｉｎｇｈ 和 Ｃｈａｔｔｏｐａｄｈｙａｙ 等［１４］ 研究了在功能梯度预应力磁黏弹性纤维增

强复合材料结构中 Ｌｏｖｅ 波的传播．２０２０ 年，Ｇｕｎｇｈａｓ 等［１５］ 研究了半无限大均匀各向同性磁热弹性介质中波

的传播特征．２０２３—２０２５ 年，Ｌｉ 等［１６⁃２０］应用 Ｍａｘｗｅｌｌ 电磁学理论和应变梯度理论，分别讨论了 Ｐ 波、ＳＶ 波和

ＳＨ 波入射时，外部磁场对两种偶极梯度弹性固体界面处反射波和透射波的影响；考虑微结构效应和 Ｌｏｒｅｎｔｚ
力作用下，弹性波在具有夹层结构介质中的反射和透射；考虑分数阶热弹性效应和微结构效应，耦合波在磁⁃
电⁃热⁃弹性界面处的反射透射；基于 ＧＮ⁃Ⅱ型热传导和偶极梯度弹性理论的外磁场下热弹性波在界面处的

反射与透射；考虑分数阶热弹性理论的外磁场对热弹性耦合波反射和透射的影响．Ｙａｎｇ 等［２１］ 研究了功能梯

度材料中周期性非均匀结构对弹性 ＳＨ 波衰减的影响．
经典弹性理论不能精确地描述材料在微纳米尺度上的力学行为，为了考虑介质中的微结构效应，１９６２

年，Ｔｏｕｐｉｎ［２２］和 Ｍｉｎｄｌｉｎ 等［２３］提出了线性化、各向同性、均匀和中心对称条件下的偶应力理论．在偶应力理论

的基础上，微结构理论［２４］和应变梯度理论［２５］等其他广义连续介质理论相继建立起来．偶应力理论既能反映

材料微结构，特征参数又小于其他广义连续介质理论，因此得到广泛的应用．张立明和张波等［２６］ 基于修正偶

应力和双变量高阶剪切变形理论，发展了面内压缩荷载作用下双层微板系统的屈曲模型．赵英治和唐怀平

等［２７］考虑修正偶应力和 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁理论，研究了 Ｗｉｎｋｌｅｒ 弹性地基上多孔二维功能梯度材料微梁自由振

动无量纲振动频率变化规律的问题．Ｓｕ 和 Ｇｕａｎ 等［２８］ 将偶应力理论与 Ｂｉｏｔ 理论相结合，并引入高阶微惯性

效应，研究了微 ／纳饱和流体多孔材料中弹性波传播的尺寸效应．吕鑫和柯燎亮等［２９］基于偶应力理论、Ｈａｎｋｅｌ
积分变换和积分最小二乘法，研究了横观各向同性压电半空间和刚性绝缘球压头尺度依赖的轴对称无摩擦

接触问题．张漫哲和冯志强等［３０］ 应用双向渐进结构拓扑优化（ＢＥＳＯ）方法在修正偶应力弹性理论中进行应

力优化，建立了考虑偶应力贡献的非经典等效应力的新型公式．
本文研究了在外加磁场作用下，弹性波在偶应力固体中的传播行为，并考虑弹性波在弹性边界的反射问
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题，通过求解控制方程得到三种平面波：纵波（Ｐ 波）、横波（ＳＶ 波）和横波模式的表面波（Ｓ 型 ＳＳ 波）．ＳＶ 波

和 ＳＳ 波为色散波，在考虑外加磁场的情况下，弹性波的色散特征保持不变．利用弹性界面条件，得到一个线

性代数方程组，推导出各反射波相对于入射波的振幅比； 利用能流比定义了反射系数，揭示了外磁场、３ 个

弹性常数、偶应力参数和入射波的角频率对弹性波传播的影响，并验证了能量守恒．外加磁场通过 Ｌｏｒｅｎｔｚ 力

的作用对弹性波传播产生影响，但只是影响速度，不产生新的波动模式和影响弹性波的色散特征．相应的理

论成果可以应用在地震预测和防灾减灾领域中．

１　 外磁场作用下偶应力固体中的弹性波

对于均匀、完全导电的弹性固体，电磁场由 Ｍａｘｗｅｌｌ 方程组表示为

　 　 Ñ× ｈ ＝ Ｊ ＋ ε ０Ｅ， （１ａ）
　 　 Ñ× Ｅ ＝ － μ ０ｈ， （１ｂ）
　 　 Ｅ ＝ － μ ０（ｕ × Ｈ０）， （１ｃ）
　 　 Ñ·ｈ ＝ ０， （１ｄ）

其中，Ñ是 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 算子， μ ０ 和 ε ０ 分别为磁导率和电导率，Ｈ０ 为外加磁场强度矢量， ｈ和 Ｅ分别为感应磁场

和电场强度矢量， Ｊ 是位移电流密度矢量， ｕ 是位移矢量．
偶应力固体的本构关系为［２３，１３］

　 　 τＳ ＝ λεＳＩ ＋ ２με， （２ａ）
　 　 μ Ｄ ＝ ４ηχ ＋ ４η′χＣ， （２ｂ）

其中， λ 和 μ 是经典弹性中的 Ｌａｍé 常数， η 和 η′是考虑偶应力效应产生的材料常数， ε是应变张量， χ 是曲

率⁃扭曲张量， τＳ 是应力张量 τ 的对称部分， μ Ｄ 是偶应力张量 μ 的斜偏部分．
考虑电磁弹性半空间 （ｙ ≥０）， 假设外加磁场 Ｈ０ ＝ Ｈ０ｅｚ（ｅｚ 是沿 ｚ 轴方向的单位向量， Ｈ０ 是常数）．外加

磁场下偶应力固体中弹性波的运动方程（控制方程）表示为［７，１３，１６⁃２０］

　 　 （λ ＋ μ） ÑÑ·ｕ ＋ μ Ñ２ｕ ＋ η Ñ２［Ñ× （Ñ× ｕ）］ ＋ Ｆ ＝ ρｕ， （３）
其中， ρ 是质量密度， Ｆ ＝ μ ０（Ｊ × Ｈ０） 为 Ｌｏｒｅｎｔｚ 力．

根据式（１），得到 Ｌｏｒｅｎｔｚ 力的表达式为

　 　 Ｆ ＝ μ ０（Ñ× ｈ － ε ０Ｅ） × Ｈ０ ＝ μ ０Ｈ２
０ ÑÑ·ｕ － ε ０ μ ２

０Ｈ２
０ｕ ． （４）

对于平面应变的情况，位移 ｕｚ ＝ ０，ｕｘ 和 ｕｙ 是 ｘ 和 ｙ 的函数，矢量势 ψ ＝ ψ（ｘ，ｙ）ｅｚ， 由 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 定理得

　 　 ｕ（ｘ，ｙ） ＝ ｕｘ（ｘ，ｙ）ｅｘ ＋ ｕｙ（ｘ，ｙ）ｅｙ ＝ Ñφ（ｘ，ｙ） ＋ Ñ× ψ（ｘ，ｙ）ｅｚ， （５）
其中， φ（ｘ，ｙ） 和 ψ（ｘ，ｙ） 是势函数．

由式（５）结合式（３）和（４）， 整理后得到

　 　 （１ ＋ Ｈ
－ ２

０） Ñ２φ ＋
ω ２Ｈ

－ ２
０

Ｖ２
Ｄ

＋ ω ２

Ｖ２
１

æ

è
ç

ö

ø
÷ φ ＝ ０， （６ａ）

　 　
Ｖ２

２

Ｖ２
１

（１ － ｌ２ Ñ２） Ñ２ψ ＋
ω ２Ｈ

－ ２
０

Ｖ２
Ｄ

＋ ω ２

Ｖ２
１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ψ ＝ ０， （６ｂ）

其中， Ｖ１ ＝ （λ ＋ ２μ） ／ ρ 和 Ｖ２ ＝ μ ／ ρ 分别是经典弹性固体中的纵波和横波的速度； ＶＤ ＝ １ ／ ε ０ μ ０ 是电

磁波的速度； Ｈ
－

０ ＝ （Ｈ０ ／ Ｖ１） μ ０ ／ ρ ， 当 Ｈ０ →０ 时，外磁场影响逐渐消失，式（８ａ）—８（ｃ）退化为经典偶应力弹

性情况； ｌ ＝ η ／ μ 是偶应力效应中的微结构特征参数，具有长度的量纲．从式（６ａ）和（６ｂ）可以看出，电磁效

应既影响 Ｐ 波，也影响 ＳＶ 波，但是影响的效果并不相同．
设波的势函数分别为

　 　 φ ＝ Ａｅｘｐ［ｉ（σＰ·ｒ － ωｔ）］， （７ａ）
　 　 ψ ＝ Ｂｅｘｐ［ｉ（σＳ·ｒ － ωｔ）］， （７ｂ）

其中， Ａ 和 Ｂ 分别表示纵波和横波的振幅， σ 是波数矢量， ｒ 为波传播方向上的单位矢量， ω 是角频率．
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将式（７ａ）和（７ｂ）代入式（６ａ）和（６ｂ）中，得

　 　 σ ２
Ｐ ＝ ω ２

Ｈ
－ ２

０ ＋ １

Ｈ
－ ２

０

Ｖ２
Ｄ

＋ １
Ｖ２

１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （８ａ）

　 　 σ ２
ＳＶ ＝

－ １ ＋ １ ＋ ４ ｌ２ω ２

Ｖ２
２

Ｖ２
１Ｈ
－ ２

０

Ｖ２
Ｄ

＋ １
æ

è
ç

ö

ø
÷

２ｌ２
， （８ｂ）

　 　 σ ２
ＳＳ ＝

１ ＋ １ ＋ ４ ｌ２ω ２

Ｖ２
２

Ｖ２
１Ｈ
－ ２

０

Ｖ２
Ｄ

＋ １
æ

è
ç

ö

ø
÷

２ｌ２
． （８ｃ）

这表明在偶应力固体中，有一个 Ｐ 波、一个 ＳＶ 波和一个 ＳＳ 波， 其波数分别为 σ Ｐ，σ ＳＶ 和 σ ＳＳ， 具有横波模式

的 ＳＳ 波是考虑偶应力效应新产生的波型，但是外磁场不会产生新的波动模式．

２　 非完好界面条件和振幅比

入射 Ｐ 波（纵波）或 ＳＶ 波（横波）从半无限大介质中向非完好界面倾斜入射，经过界面反射形成反射的

Ｐ 波、ＳＶ 波和表面波，如图 １ 所示．入射纵波 φ Ｉ、 入射横波 ψ Ｉ
ｚ１、 反射纵波 φＲ、 反射横波 ψＲ

ｚ１ 和反射表面波 ψＲ
ｚ２

（横波模式）分别用势函数表示为

　 　 φ Ｉ ＝ Ａ１ｅｘｐ［ｉ（ξｘ － αｙ － ωｔ）］， （９ａ）
　 　 ψ Ｉ

ｚ１ ＝ Ｂ１ｅｘｐ［ｉ（ζｘ － βｙ － ωｔ）］， （９ｂ）
　 　 φＲ ＝ Ａ２ｅｘｐ［ｉ（ξｘ ＋ αｙ － ωｔ）］， （９ｃ）
　 　 ψＲ

ｚ１ ＝ Ｂ２ｅｘｐ［ｉ（ζｘ ＋ βｙ － ωｔ）］， （９ｄ）
　 　 ψＲ

ｚ２ ＝ Ｃ２ｅｘｐ［ － γｙ ＋ ｉ（ζｘ － ωｔ）］， （９ｅ）
其中， Ａ１，Ｂ１，Ａ２，Ｂ２ 和 Ｃ２ 分别是各种波的振幅； ξ 和 ζ 是视波数； α 和 β 分别是 Ｐ 波和 ＳＶ 波波数矢量在 ｙ方
向的分量； γ 为表面波的衰减系数，波数之间的关系为

　 　 σ ２
Ｐ ＝ ω ２ ／ Ｖ２

１， （１０ａ）
　 　 σ ２

Ｐ ＝ ξ ２ ＋ α２， （１０ｂ）
　 　 σ ２

ＳＶ ＝ ζ ２ ＋ β ２， （１０ｃ）
　 　 γ ２ ＝ σ ２

ＳＳ ＋ ζ ２ ． （１０ｄ）
由式（８ａ）—（８ｃ）得到外磁场作用下偶应力固体中 Ｐ 波、ＳＶ 波和 ＳＳ 波的相速度分别是 ＶＰ ＝ ω ／ σ Ｐ，ＶＳＶ ＝

ω ／ σ ＳＶ 和ＶＳＳ ＝ω ／ ζ，从中可以看出外磁场不影响波的色散特性，即外磁场扰动下的 Ｐ 波仍是非色散波，而 ＳＶ
波和 ＳＳ 波仍然是色散的，外磁场只改变弹性波传播速度的大小．

界面中会存在各种缺陷和损伤，界面连接的基体之间不再是完好的黏结，界面处的应力和位移不能同时

保持连续性，弹簧模型是一种弱连接的非完好界面，弹性支撑边界的弹性效应可以影响边界处的力学行为．
其表达式为

　 　 ｐｙｙ ｙ ＝ ０ ＝ Ｋｎｕｙ ｙ ＝ ０， （１１ａ）
　 　 ｐｙｘ ｙ ＝ ０ ＝ Ｋτｕｘ ｙ ＝ ０， （１１ｂ）
　 　 μ ｙｚ ｙ ＝ ０ ＝ Ｋｇω ｚ ｙ ＝ ０， （１１ｃ）

其中， Ｋｎ 是法向弹性常数， Ｋτ 是切向弹性常数， Ｋｇ 是旋转弹性常数， ｐｙｙ 和 ｐｙｘ 是应力， μ ｙｚ 是偶应力，应力和

偶应力与势函数的关系为［２３，１３］

　 　 ｐｙｙ ＝ σ Ｓ
ｙｙ， （１２ａ）

　 　 ｐｙｘ ＝ σ Ｓ
ｙｘ ＋ １

２
∂μ ｄ

ｘｚ

∂ｘ
＋

∂μ ｄ
ｙｚ

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１２ｂ）
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　 　 μ ｙｚ ＝ ４ηω ｚ，ｙ ＋ ４η′ω ｙ，ｚ ＝ ４ηω ｚ，ｙ， （１２ｃ）
　 　 ｐｘｘ ＝ σ Ｓ

ｘｘ， （１２ｄ）

　 　 ｐｘｙ ＝ σ Ｓ
ｘｙ － １

２
∂μ ｄ

ｘｚ

∂ｘ
＋

∂μ ｄ
ｙｚ

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （１２ｅ）

　 　 μ ｘｚ ＝ ４ηω ｚ，ｘ ＋ ４η′ω ｘ，ｚ ＝ ４ηω ｚ，ｘ ． （１２ｆ）

图 １　 外磁场作用下入射 Ｐ 波和 ＳＶ 波在偶应力固体半空间非完好界面的反射

Ｆｉｇ． １　 Ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｃｉｄｅｎｔ Ｐ ｗａｖｅ ａｎｄ ＳＶ ｗａｖｅ ａｔ ｔｈｅ ｉｎｃｏｍｐｌｅｔｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｏｆ ａ
ｃｏｕｐｌｅ ｓｔｒｅｓｓ ｓｏｌｉｄ ｈａｌｆ⁃ｓｐａｃｅ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｆｉｅｌｄ

位移 ｕｘ，ｕｙ 和转角 ω ｚ 与势函数的关系为

　 　 ｕｘ ＝
∂φ
∂ｘ

＋
∂ψ ｚ

∂ｙ
， （１３ａ）

　 　 ｕｙ ＝
∂φ
∂ｙ

－
∂ψ ｚ

∂ｘ
， （１３ｂ）

　 　 ω ｚ ＝ －
１
２

∂２ψ ｚ

∂ｘ∂ｘ
＋

∂２ψ ｚ

∂ｙ∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － １

２
Ñ２ψ ｚ ． （１３ｃ）

由以上各式，结合各波的函数表达式（９ａ）—（９ｅ）和边界条件（１１ａ）—（１１ｃ），边界条件对于任何时间 ｔ
和任何坐标 ｘ 都成立，这要求

　 　 ξ ＝ ζ， （１４）
即纵波和横波（入射波和反射波）的视波数必须相等．由 Ｓｎｅｌｌ 定律可得纵波和横波的入射角和反射角关系为

　 　
ωｓｉｎ θ Ｉ

１

ＶＰ

＝
ωｓｉｎ θ Ｉ

２

ＶＳＶ

＝
ωｓｉｎ θＲ

１

ＶＰ

＝
ωｓｉｎ θＲ

２

ＶＳＶ

＝ ξ ． （１５）

最终，可以得到矩阵形式

　 　 Ａｘ ＝ ｂＡ１ ＋ ｃＢ１， （１６）
式中

　 　 Ａ ＝ （ａｉｊ） ３×３， ｂ ＝ （ｂｉ） ３×１， ｃ ＝ （ｃｉ） ３×１，　 　 ｉ， ｊ ＝ １，２，３；
　 　 ａ１１ ＝ μ（２ξ ２ － ω ２ ／ Ｖ２

２） － ｉＫｎα， ａ１２ ＝ ２μζβ ＋ ｉＫｎζ， ａ１３ ＝ ２ｉμγζ ＋ ｉＫｎζ，
　 　 ａ２１ ＝ － ２μξα － ｉＫτξ， ａ２２ ＝ μ（２ζ ２ － ω ２ ／ Ｖ２

２） － ｉＫτβ， ａ２３ ＝ μ（２ζ ２ － ω ２ ／ Ｖ２
２） ＋ Ｋτγ，

　 　 ａ３１ ＝ ０， ａ３２ ＝ ２ｉηβσ ２
ＳＶ － １

２
Ｋｇσ ２

ＳＶ， ａ３３ ＝ ２ηγσ ２
ＳＳ ＋ １

２
Ｋｇσ ２

ＳＳ；

　 　 ｂ１ ＝ － μ（２ξ ２ － ω ２ ／ Ｖ２
２） － ｉＫｎα， ｂ２ ＝ － ２μξα ＋ ｉＫτξ， ｂ３ ＝ ０；

　 　 ｃ１ ＝ ２μζβ － ｉＫｎζ， ｃ２ ＝ － μ（２ζ ２ － ω ２ ／ Ｖ２
２） － ｉＫτβ， ｃ３ ＝ ２ｉηβσ ２

ＳＶ ＋ １
２

Ｋｇσ ２
ＳＶ ．
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式（１６）中， ｘ ＝ ［Ａ２，Ｂ２，Ｃ２］ Ｔ 是反射波的振幅； ｂ与入射 Ｐ 波相关； ｃ与入射 ＳＶ 波相关，反射波相对入射波的

振幅比通过求解方程组（１６）获得，当 Ｂ１ ＝ ０， 即为入射 Ｐ 波时， ｘ ／ Ａ１ 为各个波对应的振幅比．

３　 能流比反射系数和能量守恒

沿 ｘ 和 ｙ 轴正方向的能流计算公式分别为

　 　 Ｉｘ ＝ － ［Ｒｅ（ｐｘｘ）·Ｒｅ（ｕｘ） ＋ Ｒｅ（ｐｘｙ）·Ｒｅ（ｕｙ） ＋ Ｒｅ（μ ｘｚ）·Ｒｅ（ω ｚ）］， （１７ａ）
　 　 Ｉｙ ＝ － ［Ｒｅ（ｐｙｘ）·Ｒｅ（ｕｘ） ＋ Ｒｅ（ｐｙｙ）·Ｒｅ（ｕｙ） ＋ Ｒｅ（μ ｙｚ）·Ｒｅ（ω ｚ）］ ． （１７ｂ）

一个周期内能流平均值计算公式为

　 　 〈 Ｉｉ〉 ＝ １
Ｔ ∫

Ｔ

０
Ｉｉ（ ｔ）ｄｔ，　 　 ｉ ＝ ｘ，ｙ ． （１８）

沿着 ｎ 方向传播的能流为

　 　 〈 Ｉｎ〉ｅｎ ＝ 〈 Ｉｘ〉ｅｘ ＋ 〈 Ｉｙ〉ｅｙ ． （１９）
入射和反射 Ｐ 波和 ＳＶ 波的能流分别为

　 　 〈 ＩＩｎ〉 Ｐ ＝
σ Ｐμω ３

２Ｖ２
２

Ａ１
２， （２０ａ）

　 　 〈 ＩＩｎ〉 ＳＶ ＝ １
２

σ ＳＶ（μω ３ ／ Ｖ２
２ ＋ ησ ４

ＳＶω） Ｂ１
２， （２０ｂ）

　 　 〈 ＩＲｎ 〉 Ｐ ＝
σ Ｐμω ３

２Ｖ２
２

Ａ２
２， （２０ｃ）

　 　 〈 ＩＲｎ 〉 ＳＶ ＝ １
２

σ ＳＶ（μω ３ ／ Ｖ２
２ ＋ ησ ４

ＳＶω） Ｂ２
２ ． （２０ｄ）

表面波的能流为

　 　 〈 ＩＲｎ 〉 ＳＳ ＝ 〈 ＩＲｘ 〉 ＳＳ ＝ １ － ｅ －２

４
ζω ４μγ ２ ＋ ησ ４

ＳＳ ＋ μ ω ２

Ｖ２
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｃ２

２ ． （２１）

弹性边界的能流为

　 　 〈 Ｉｔ〉 ＝ １
２
Ｒｅ（ｕｙＫｎｕ∗

ｙ ＋ ｕｘＫτｕ∗
ｘ ＋ ω ｚＫｇω∗

ｚ ） ＝ ０． （２２）

这是由于弹簧约束周期性地储存和释放能量但不吸收能量，一个周期的平均能流是零．
用反射波对入射波的能流比定义为反射系数：
　 　 Ｅ ｊ ＝ 〈 ＩＲｎ 〉 ｊ ／ 〈 ＩＩｎ〉 ｉ，　 　 ｉ ＝ Ｐ，ＳＶ； ｊ ＝ Ｐ，ＳＶ，ＳＳ， （２３）

其中， 〈 ＩＩｎ〉 ｉ 是入射波的能流， 〈 ＩＲｎ 〉 ｊ 是反射波的能流密度．
根据能量守恒，在边界处单位面积上的输入能流等于同一区域的输出能流，定义能量守恒指数：
　 　 Ｅ ＝ （〈 ＩＲｙ 〉 Ｐ ＋ 〈 ＩＲｙ 〉 ＳＶ） ／ 〈 ＩＩｙ〉 ｉ ＝ １，　 　 ｉ ＝ Ｐ，ＳＶ ． （２４）

表面波不参与能量守恒的校核，式（２４）可用于验证数值结果的准确性．

４　 数值算例和讨论

设定材料参数：Ｌａｍé 常数 λ ＝ ２．２×１０１０ Ｎ·ｍ－２， μ ＝ １．１×１０１０ Ｎ·ｍ－２， 密度 ρ ＝ ２．６×１０３ ｋｇ·ｍ－３， 磁导率常

数 ε ０ ＝ １０－９ ／ （３６π） Ｆ·ｍ－１， 介电常数 μ ０ ＝ ４π×１０－７ Ｈ·ｍ－１， 偶应力参数 η ＝ ０．０１１ Ｎ， 外加磁场强度 Ｈ０ ＝
１０７ ／ （４π） Ａ ／ ｍ，法向弹性常数 Ｋｎ ＝ １×１０１６ Ｎ·ｍ－３，切向弹性常数 Ｋτ ＝ １×１０１６ Ｎ·ｍ－３，旋转弹性常数 Ｋｇ ＝ １×
１０４ Ｎ·ｍ－１，角频率 ω ＝ ６ × １０９ ｒａｄ ／ ｓ ．

图 ２ 展示了在 Ｐ 波入射情况时，外磁场对反射 Ｐ 波、反射 ＳＶ 波和反射表面波的影响．可以观察到，随着

外磁场的单调增加，反射 Ｐ 波逐渐的增加，反射 ＳＶ 波和反射表面波逐渐的减少．这说明 Ｐ 波入射时，外磁场

能抑制弹性波的模式转换，更好地促进与入射波相同模式的波在界面处的反射．当外磁场逐渐减小并趋于 ０
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时，各波反射系数接近于经典偶应力弹性情况，验证了方法的有效性．

（ａ） 反射 Ｐ 波 （ｂ） 反射 ＳＶ 波 （ｃ） 反射 ＳＳ 波

（ａ） Ｔｈｅ ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ Ｐ ｗａｖｅ （ｂ） Ｔｈｅ ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ＳＶ ｗａｖｅ （ｃ） Ｔｈｅ ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ＳＳ ｗａｖｅ
图 ２　 Ｐ 波入射时外磁场 Ｈ０ 对反射系数的影响

Ｆｉｇ． ２　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｓ ｏｆ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｆｉｅｌｄ Ｈ０ ｏｎ ｔｈｅ ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｉｎ ｔｈｅ ｉｎｃｉｄｅｎｔ Ｐ ｗａｖｅ ｓｉｔｕａｔｉｏｎ

（ａ） Ｋｎ ＝ １×１０１５ Ｎ ／ ｍ３ （ｂ） Ｋｎ ＝ ２×１０１７ Ｎ ／ ｍ３ （ｃ） Ｋｎ ＝ １×１０１８ Ｎ ／ ｍ３

图 ３　 Ｐ 波入射时法向弹性常数 Ｋｎ 对反射系数的影响

Ｆｉｇ． ３　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｓ ｏｆ ｎｏｒｍａｌ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ Ｋｎ ｏｎ ｔｈｅ ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｉｎ ｔｈｅ ｉｎｃｉｄｅｎｔ Ｐ ｗａｖｅ ｓｉｔｕａｔｉｏｎ

（ａ） Ｋτ ＝ １×１０１５ Ｎ ／ ｍ３ （ｂ） Ｋτ ＝ ５×１０１６ Ｎ ／ ｍ３ （ｃ） Ｋτ ＝ １×１０１７ Ｎ ／ ｍ３

图 ４　 Ｐ 波入射时切向弹性常数 Ｋτ 对反射系数的影响

Ｆｉｇ． ４　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｓ ｏｆ ｔａｎｇｅｎｔ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ Ｋτ ｏｎ ｔｈｅ ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｉｎ ｔｈｅ ｉｎｃｉｄｅｎｔ Ｐ ｗａｖｅ ｓｉｔｕａｔｉｏｎ

图 ３ 至图 ５ 分别展示了 Ｐ 波入射情况时非完好界面（弹性边界）对反射波的影响．图 ３ 说明法向弹性常

数 Ｋｎ 的影响：随着法向弹性常数 Ｋｎ 的增加，反射 Ｐ 波单调地增加，而反射 ＳＶ 波和表面波则单调地减少．图 ４
说明切向弹性常数 Ｋτ 的影响：切向弹性系数 Ｋτ 和法向弹性常数 Ｋｎ 的影响相似，即切向弹性常数 Ｋτ 的增加

使反射 Ｐ 波增大，使反射 ＳＶ 波和表面波减小．图 ５ 说明旋转弹性常数 Ｋｇ 的影响：随着旋转弹性常数 Ｋｇ 的增

大，反射 Ｐ 波和表面波单调地增大，而反射 ＳＶ 波则单调地减少．从图中可以发现：法向、切向和旋转弹性常数

对反射 Ｐ 波和反射 ＳＶ 波的影响是相似的，即随着弹性常数的增加使反射 Ｐ 波增强，使反射 ＳＶ 波减弱．然
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而，三种弹性常数对反射表面波有不同的影响，法向弹性常数 Ｋｎ 和切向弹性常数 Ｋτ 的增加使反射 ＳＳ 波减

弱，而旋转弹性常数 Ｋｇ 的增加增强了反射 ＳＳ 波．
图 ６ 和图 ７ 展示了偶应力参数 η 和入射波的角频率 ω 对各反射波的影响．偶应力参数 η 或角频率 ω 的

增加提高了 Ｐ 波的反射系数，而 ＳＶ 波和 ＳＳ 波的反射系数没有明显变化．这说明在这个算例中，由于入射波

是纵波（Ｐ 波），偶应力参数 η 和入射波的角频率 ω 对横波（ＳＶ 波）和横波模式的表面波影响较小．图 ８ 展示

了外加磁场对三种波传播速度的影响，由于 Ｐ 波是非色散波，所以当外磁场作用消失时，Ｐ 波的速度接近于

经典弹性固体中纵波波速．

（ａ） Ｋｇ ＝ ５×１０３ Ｎ ／ ｍ （ｂ） Ｋｇ ＝ ２×１０５ Ｎ ／ ｍ （ｃ） Ｋｇ ＝ ６×１０５ Ｎ ／ ｍ

图 ５　 Ｐ 波入射时旋转弹性常数 Ｋｇ 对反射系数的影响

Ｆｉｇ． ５　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｓ ｏｆ ｒｏｔａｔｉｏｎａｌ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ Ｋｇ ｏｎ ｔｈｅ ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｉｎ ｔｈｅ ｉｎｃｉｄｅｎｔ Ｐ ｗａｖｅ ｓｉｔｕａｔｉｏｎ

（ａ） η ＝ ０．００１ １ Ｎ （ｂ） η ＝ ０．００６ ６ Ｎ （ｃ） η ＝ ０．０１４ ３ Ｎ
图 ６　 Ｐ 波入射时偶应力参数 η 对反射系数的影响

Ｆｉｇ． ６　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｓ ｏｆ ｃｏｕｐｌｅ⁃ｓｔｒｅｓｓ ｃｏｎｓｔａｎｔ η ｏｎ ｔｈｅ ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｉｎ ｔｈｅ ｉｎｃｉｄｅｎｔ Ｐ ｗａｖｅ ｓｉｔｕａｔｉｏｎ

（ａ） ω ＝ ５ × １０９ ｒａｄ ／ ｓ （ｂ） ω ＝ ６ × １０９ ｒａｄ ／ ｓ （ｃ） ω ＝ ７ × １０９ ｒａｄ ／ ｓ
图 ７　 Ｐ 波入射时角频率 ω 对反射系数的影响

Ｆｉｇ． ７　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｓ ｏｆ ａｎｇｕｌａｒ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ω ｏｎ ｔｈｅ ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｉｎ ｔｈｅ ｉｎｃｉｄｅｎｔ Ｐ ｗａｖｅ ｓｉｔｕａｔｉｏｎ

６１０１ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２６ 年　 第 ４７ 卷



（ａ） ＶＰ ／ Ｖ１ （ｂ） ＶＳＶ ／ Ｖ２ （ｃ） ＶＳＳ ／ Ｖ２（θ ＝ ４５°）

图 ８　 Ｐ 波入射时外磁场 Ｈ０ 对波速的影响

Ｆｉｇ． ８　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｓ ｏｆ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｆｉｅｌｄ Ｈ０ ｏｎ ｔｈｅ ｗａｖｅ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ ｉｎ ｔｈｅ ｉｎｃｉｄｅｎｔ Ｐ ｗａｖｅ ｓｉｔｕａｔｉｏｎ

５　 结　 　 论

Ｐ 波入射时，外磁场、偶应力参数 η、 入射波的角频率 ω、 弹簧的法向弹性常数 Ｋｎ、 切向弹性常数 Ｋτ 和

旋转弹性常数 Ｋｇ 对反射 Ｐ 波、反射 ＳＶ 波和表面波的影响不完全相同，外磁场、偶应力参数 η、 入射波的角

频率 ω 和三种弹性常数均能提高 Ｐ 波的反射系数，并且除了偶应力参数 η 和入射波的角频率 ω 都可以抑制

弹性波的波型转换，但是旋转弹性常数 Ｋｇ 提高了表面波，偶应力参数 η 和入射波的角频率 ω 对 ＳＶ 波和表

面波影响不大，这与其他情况明显不同．表面波要比反射 Ｐ 波和 ＳＶ 波低一个量级，这是由于表面波为考虑偶

应效应新产生的波．从图 ２ 到图 ７ 能量守恒指数 Ｅ 始终保持单位一，这说明反射波满足能量守恒，验证了数

值结果的准确性．
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