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摘要：　 基于 Ｂｉｏｔ 形式的非饱和土波动方程，本文研究了一维非饱和土柱在动力荷载作用下的瞬态响应问题．目的

在于分析非饱和土中的波动特性，并推导该问题的解析解，为相关工程问题提供理论依据．在方法上，考虑饱和度对

渗透系数和动剪切模量的影响，采用分离变量法和状态空间法相结合的方式系统求解了一维非饱和土柱在动载下

的瞬态响应问题解析解，并通过与 Ｃｏｍｓｏｌ ＰＤＥ 模块的有限元数值结果对比，验证了解答的正确性．结果显示：在非

饱和土中，由于渗透系数较低，仅能观测到一种压缩波；随着固有渗透系数的增大，孔隙水压力的瞬态响应峰值逐

渐减小；同时，饱和度增加会导致孔隙水压力响应幅值明显上升．结论认为，饱和度与渗透系数对非饱和土中的波动

响应具有显著影响，解析解能够有效预测瞬态响应特征，并为非饱和土动力学行为分析提供理论支持．
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０　 引　 　 言

动荷载下非饱和土体的瞬态响应问题是土动力学的重要研究内容，在地震工程和交通岩土工程等方面

有着广泛的应用．寻求不同工况下的非饱和土的瞬态响应解答对研究波在非饱和土中的传播具有重要意义．
当前，常用的非饱和土波动理论主要有两种，一是基于混合物理论的多孔介质理论［１⁃３］，该理论基于严

格的热力学定律，可以较好地描述土体内多相介质间的耦合作用，然而，该模型诸多参数需要通过理想试验

获得，不便于推广应用．另一种是在饱和土基础上，可描述三相土体力学特性的 Ｂｉｏｔ 理论［４⁃５］ ．尽管 Ｂｉｏｔ 理论

基于唯象获得，但由于其理论相对简单，可以用相对较少的参数描述非饱和土的力学特性，在工程实践中得

到广泛应用．如在交通岩土工程领域，Ｌｕ 等［６］采用双重 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换方法，给出了移动荷载下非饱和半空间的

动力响应．在桩基工程中，Ｚｈａｎｇ 等［７］给出了非饱和土层中群桩的动力响应．在海洋岩土工程中，Ｍａ 等［８］建立

了流体⁃非饱和多孔介质双层模型，给出半解析解．在地震工程方面，考虑热效应，马强等［９］ 研究了 Ｐ 波入射

非饱和土自由场地震动响应．
可以看出，当前非饱和土的动力问题已经得到广泛关注，然而由于非饱和问题的复杂性，当前对动力问

题的求解往往采用数值方法和积分变换法，时域内的解析解答并不多见．基于 Ｚｉｅｎｋｉｅｗｉｃｚ 等［１０］ 提出的非饱

和多孔介质波动方程，Ｓｈａｎ 等［１１］和 Ｚｈａｏ 等［１２⁃１３］ 给出了一系列瞬态响应问题解析和半解析解，然而，Ｚｉｅｎｋ⁃
ｉｅｗｉｃｚ 的波动方程没有考虑土水曲线在非饱和土中的作用．此外，当前已有的解答没有考虑饱和度变化对动

剪切模量、渗透系数等参数的影响，从而导致出现一些不合理的结果，如超静孔压随着饱和度增加而降低．在
动力过程中，孔隙水 ／气压力瞬变，导致吸力瞬时变化，进而引起饱和度重新分布，这又反过来实时改变着土

体的刚度和渗透性．这种“动力场⁃流体压力场⁃饱和度场⁃材料参数场”之间的强非线性、时变耦合效应，使得

建立和求解考虑 ＳＷＣＣ 曲线的非饱和土波动方程较为困难．非饱和土的力学与水力特性（如剪切模量、压缩

性、渗透系数）强烈依赖于饱和度，而饱和度本身又随着土中的吸力（与 ＳＷＣＣ 直接相关）和动力荷载导致的

孔隙水 ／气压力变化动态演化， 准确描述这一复杂的、 路径依赖的耦合本构关系， 是当前非饱和土研究的挑

战．因此，许多早期研究为了获得数学上可处理的解析解，不得不将这些参数设为常量．然而，忽略 ＳＷＣＣ 和

饱和度的动态影响，将无法真实反映非饱和土在动荷载下的瞬态响应机理．基于连续介质力学和空间平均化

方法，明确考虑 ＳＷＣＣ 及饱和度的影响，文献［６⁃７，１４］等建立了相应的非饱和波动方程，相较于传统模型有

了较大改进．但也由此引入了以下难点： ① 波动方程本身是非线性，传统解析方法难以进行求解； ② 诸多参

数是饱和度的函数，强非线性、时变耦合效应使得求解困难，尤其是解析解难以获得．本文通过引入参数化函

数方程来表征剪切模量和动力渗透系数随饱和度的变化情况，将复杂的非线性问题在特定条件下进行了线

性化或准线性化处理，从而使得问题既考虑饱和度关键影响，又能在数学上可解．本文在前人研究基础上，基
于 Ｂｉｏｔ 形式的非饱和土波动方程，考虑饱和度对剪切模量和渗透系数影响，采用分离变量法和状态空间法

给出一维非饱和土柱在动载作用下的瞬态响应问题解析解，系统分析了饱和度和渗透系数对非饱和土柱瞬

态响应的影响．

１　 分 析 模 型

建立如图 １ 所示的一维非饱和土柱理论分析模型，土层高度为 Ｈ ，在上表面施加应力边界条件，在下表
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面施加位移边界条件．对于一维问题，波仅在 ｚ 方向上传播．

图 １　 一维非饱和土柱计算模型

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｔｈｅ １Ｄ ｕｎｓａｔｕｒａｔｅｄ ｓｏｉｌ

２　 控制方程与求解方法

２．１　 控制方程

对于非饱和土，其动量平衡方程如下：
　 　 σ，ｚ － ρｕ，ｔｔ － ρｗｗ，ｔｔ － ρｎｖ，ｔｔ ＝ ０， （１）
　 　 ｐｗ，ｚ ＋ ρｗｕ，ｔｔ ＋ ρｗｗ，ｔｔ ／ （ｎＳｗ） ＋ ρｗｇｗ，ｔ ／ ｋｗ ＝ ０， （２）
　 　 ｐｎ，ｚ ＋ ρｎｕ，ｔｔ ＋ ρｎｖ，ｔｔ ／ （ｎＳｎ） ＋ ρｎｇｖ，ｔ ／ ｋｎ ＝ ０， （３）

式中， σ 为总应力，以拉为正； ｐｗ 和 ｐｎ 为孔隙水和孔隙气压力，以压为正； ｕ 为固体骨架绝对位移， ｗ 和 ｖ 分
别为孔隙水和孔隙气的相对位移，与固体骨架绝对位移间满足， ｗ ＝ ｎＳｗ（ｗ

－ － ｕ） 和 ｖ ＝ ｎＳｎ（ｖ
－ － ｕ）， ｗ－ 和 ｖ－ 分

别为孔隙水和孔隙气的绝对位移， ｎ 为材料孔隙率， Ｓｗ 和 Ｓｎ 分别为孔隙水和孔隙气的饱和度，满足 Ｓｗ ＋ Ｓｎ ＝
１；ρ 为非饱和土的密度，满足表达式 ρ ＝ （１ － ｎ）ρｓ ＋ ｎＳｗρｗ ＋ ｎＳｎρｎ， 其中， ρｓ，ρｗ 和 ρｎ 分别为固体颗粒、孔隙

水和孔隙气的密度； ｋｗ 和 ｋｎ 分别为孔隙水和孔隙气的渗透系数，表达式分别为 ｋｗ ＝ ρｗｇκｋｒｗ ／ ηｗ 和 ｋｎ ＝
ρｎｇκｋｒｎ ／ ηｎ， κ 为非饱和土的固有渗透系数， ｋｒｗ 和 ｋｒｎ 分别为孔隙水和孔隙气的相对渗透系数， ηｗ 和 ηｎ 分别

为孔隙水和孔隙气的动力黏滞系数， ｇ 为重力加速度，方程中符号下标中的“，”表示对某一变量（如坐标 ｚ和
时间 ｔ ）求导．

渗流连续方程采用积分形式［６⁃７， １４］：
　 　 Ａ１１ｐｗ ＋ Ａ１２ｐｎ ＋ Ａ１３ｕ，ｚ ＋ ｖ，ｚ ＝ ０， （４）
　 　 Ａ２１ｐｗ ＋ Ａ２２ｐｎ ＋ Ａ２３ｕ，ｚ ＋ ｗ，ｚ ＝ ０， （５）

式中

　 　 Ａ１１ ＝ ｎＡｓ ＋ （１ － Ｓｗ）
α χ － ｎＳｗ

Ｋｓ
， Ａ１２ ＝ （１ － Ｓｗ）

α（１ － χ） － ｎ（１ － Ｓｗ）
Ｋｓ

＋ ｎ
Ｋｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｎＡｓ，

　 　 Ａ１３ ＝ （１ － Ｓｗ） １ －
Ｋｂ

Ｋｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ａ２１ ＝

Ｓｗ（α χ － ｎＳｗ）
Ｋｓ

－ ｎＡｓ ＋
ｎＳｗ

Ｋｗ
， Ａ２２ ＝

（α（１ － χ） － ｎ（１ － Ｓｗ））Ｓｗ

Ｋｓ

＋ ｎＡｓ，

　 　 　 　 Ａ２３ ＝ Ｓｗ １ －
Ｋｂ

Ｋｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ａｓ ＝ － ａｍｄ（１ － Ｓｗ０） （Ｓｅ） （ｍ＋１） ／ ｍ （（Ｓｅ）

－１ ／ ｍ － １） （ｄ－１） ／ ｄ，

χ 为有效应力系数； Ｓｗ０ 为束缚饱和度， Ｓｅ ＝ （Ｓｗ － Ｓｗ０） ／ （１ － Ｓｗ０）；α ＝ １ － Ｋｂ ／ Ｋｓ；ａ，ｍ，ｄ 为 Ｖ⁃Ｇ 模型的参数；
Ｋｓ，Ｋｂ，Ｋｗ 和 Ｋｎ 分别为固相、土骨架、液相和气相的体积压缩模量．

方程（４）和方程（５）可进一步改写为

　 　 ｐｗ ＝
Ａ１２Ａ２３ － Ａ１３Ａ２２

Δ
ｕ，ｚ ＋

Ａ１２

Δ
ｗ，ｚ －

Ａ２２

Δ
ｖ，ｚ， （６）

　 　 ｐｎ ＝
Ａ１３Ａ２１ － Ａ１１Ａ２３

Δ
ｕ，ｚ －

Ａ１１

Δ
ｗ，ｚ ＋

Ａ２１

Δ
ｖ，ｚ， （７）
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式中， Δ ＝ Ａ１１Ａ２２ － Ａ１２Ａ２１ ．
固体骨架本构方程为

　 　 σ ＋ α（Ｓｗｐｗ ＋ Ｓｎｐｎ） ＝ （λ ＋ ２μ）ｕ，ｚ ． （８）
上述控制方程（１）—（８）写为矩阵形式为

　 　 Ｋｕ，ｚｚ － Ｍｕ，ｔｔ － Ｃｕ，ｔ ＝ ０， （９）
其中

　 　 σ ＝
σ
－ ｐｗ

－ ｐｎ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

＝ Ｋｕ，ｚ， ｕ ＝
ｕ
ｗ
ｖ

ì

î

í

ïï

ïï

ü

þ

ý

ïï

ïï

， Ｃ ＝
０ ０ ０
０ ρｗｇ ／ ｋｗ ０
０ ０ ρ ｎｇ ／ ｋｎ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

，

　 　 Ｍ ＝
ρ ρｗ ρ ｎ

ρｗ ρｗ ／ （ｎＳｗ） ０
ρ ｎ ０ ρ ｎ ／ （ｎＳｎ）

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

， Ｋ ＝
Ｂ１１ Ｂ１２ Ｂ１３

Ｂ２１ Ｂ２２ Ｂ２３

Ｂ３１ Ｂ３２ Ｂ３３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

，

其中

　 　 Ｂ１１ ＝ λ ＋ ２μ ＋
（Ａ１３Ａ２２ － Ａ１２Ａ２３）Ｓｗα

Δ
＋

（Ａ１１Ａ２３ － Ａ１３Ａ２１）Ｓｎα
Δ

， Ｂ１２ ＝
（Ａ１１Ｓｎ － Ａ１２Ｓｗ）α

Δ
，

　 　 Ｂ１３ ＝
（Ａ２２Ｓｗ － Ａ２１Ｓｎ）α

Δ
， Ｂ２１ ＝

Ａ１３Ａ２２ － Ａ１２Ａ２３

Δ
， Ｂ２２ ＝

－ Ａ１２

Δ
， Ｂ２３ ＝

Ａ２２

Δ
，

　 　 Ｂ３１ ＝
Ａ１１Ａ２３ － Ａ１３Ａ２１

Δ
， Ｂ３２ ＝

Ａ１１

Δ
， Ｂ３３ ＝

－ Ａ２１

Δ
．

２．２　 边界条件与初始条件

如图 １ 所述，本文模型假设如下边界条件：

　 　
σ（０，ｔ） ＝ ｆ１（ ｔ）， ｐｗ（０，ｔ） ＝ ｆ２（ ｔ）， ｐｎ（０，ｔ） ＝ ｆ３（ ｔ），
ｕ（Ｈ，ｔ） ＝ ｆ４（ ｔ）， ｗ（Ｈ，ｔ） ＝ ｆ５（ ｔ）， ｖ（Ｈ，ｔ） ＝ ｆ６（ ｔ） ．{ （１０）

本文采用如下初始条件，即
　 　 ｕ（ ｚ，０） ＝ ｇ１ ＝ （ｇ１１，ｇ１２，ｇ１３） Ｔ， ｕ，ｔ（ ｚ，０） ＝ ｇ２ ＝ （ｇ２１，ｇ２２，ｇ２３） Ｔ， （１１）

式中， ｇ１１ ～ ｇ２３ 为任意函数．
控制方程（９）以及边界条件（１０）和初始条件（１１）组成本问题定解模型．

３　 求 解 过 程

３．１　 边界齐次化

为求解控制方程（９），首先将边界进行齐次化处理，位移 ｕ 写成两部分之和：
　 　 ｕ（ ｚ） ＝ ｕｄ ＋ ｕｓ， （１２）

式中上标 ｄ 和 ｓ 分别代表动力分量和静力分量．
静力分量表达式如下：

　 　 ｕｓ ＝ ｕｓ
，ｚ（ ｚ － Ｈ） ＋ ｕ（Ｈ，ｔ） ＝ Ｋ －１

ｆ１（ ｔ）
－ ｆ２（ ｔ）
－ ｆ３（ ｔ）

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

（ ｚ － Ｈ） ＋
ｆ４（ ｔ）
ｆ５（ ｔ）
ｆ６（ ｔ）

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

． （１３）

将 ｕｓ 表达式代入边界条件（１０），可得

　 　 σ ｄ（０，ｔ） ＝ ０， ｐｄ
ｗ（０，ｔ） ＝ ０， ｐｄ

ｎ（０，ｔ） ＝ ０， ｕｄ（Ｈ，ｔ） ＝ ０， ｗｄ（Ｈ，ｔ） ＝ ０， ｖｄ（Ｈ，ｔ） ＝ ０． （１４）
代入初始条件（１１），可得

　 　 ｕｄ（ ｚ，０） ＝ ｇ１ － ｕｓ（ ｚ，０）， ｕｄ
，ｔ（ ｚ，０） ＝ ｇ２ － ｕｓ

，ｔ（ ｚ，０） ． （１５）
代入到控制方程（９）中，可得
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　 　 Ｋｕｄ
，ｚｚ － Ｍｕｄ

，ｔｔ － Ｃｕｄ
，ｔ ＝ Ｍｕｓ

，ｔｔ ＋ Ｃｕｓ
，ｔ － Ｋｕｓ

，ｚｚ ． （１６）
至此，原非齐次边界问题已转换为齐次边界问题，包括控制方程（１６）、边界条件（１４）和初始条件（１５）．

３．２　 齐次方程解

首先求解对应的齐次方程解：
　 　 Ｋｕｄ

，ｚｚ － Ｍｕｄ
，ｔｔ － Ｃｕｄ

，ｔ ＝ ０． （１７）
根据分离变量法，假设方程（１７）的解答具有如下形式：
　 　 ｕｄ ＝ Ｔ（ ｔ）Ｚ（ ｚ） ． （１８）
将式（１８）代入式（１７）可得

　 　 Ｚ，ｚｚ（ ｚ） － λＺ（ ｚ） ＝ ０， （１９）
式中， λ 为任意常数．

容易证明只有当 λ ＝－ ω ２ ＜ ０ 时，方程（１９）有非零解：
　 　 Ｚ（ ｚ） ＝ ｃ１ｃｏｓ（ωｚ） ＋ ｃ２ｓｉｎ（ωｚ） ． （２０）
代入边界条件（１４）可得

　 　 ｃ１ ＝ １， ｃ２ ＝ ０， ω ｋ ＝
２ｋ － １
２Ｈ

π，　 　 ｋ ＝ １，２，３，… ． （２１）

则方程（１７）的解可以写成如下形式：

　 　 ｕｄ ＝ ∑
∞

ｋ ＝ １
Ｔｋ（ ｔ）Ｚｋ（ ｚ） ＝ ∑

∞

ｋ ＝ １
Ｔｋ（ ｔ）ｃｏｓ（ω ｋｚ） ． （２２）

３．３　 非齐次方程解

将方程（２２）代入方程（１６）中，可得

　 　 Ｋ∑
∞

ｋ ＝ １
Ｚｋ，ｚｚ（ ｚ）Ｔｋ（ ｔ） － Ｍ∑

∞

ｋ ＝ １
Ｚｋ（ ｚ）Ｔｋ，ｔｔ（ ｔ） － Ｃ∑

∞

ｋ ＝ １
Ｚｋ（ ｚ）Ｔｋ，ｔ（ ｔ） ＝ Ｍｕｓ

，ｔｔ ＋ Ｃｕｓ
，ｔ ． （２３）

将式（２２）同时左乘 Ｚｋ（ ｚ）， 利用三角函数正交性，可得

　 　 ＭＴｋ，ｔｔ（ ｔ） ＋ ＣＴｋ，ｔ（ ｔ） ＋ ω ２
ｋＫＴｋ（ ｔ） ＝ Ｇｋ（ ｔ） ＝ ２

Ｈ ∫
Ｈ

０
Ｚｋ（ ｚ）（ － Ｍｕｓ

，ｔｔ － Ｃｕｓ
，ｔ）ｄｚ ． （２４）

采用类似的方法，将方程（２２）代入初始条件（１５）中，可以获得

　 　 Ｔｋ（０） ＝ ２
Ｈ ∫

Ｈ

０
Ｚｋ（ ｚ）（ｇ１ － ｕｓ（ ｚ，０））ｄｚ， Ｔｋ，ｔ（０） ＝ ２

Ｈ ∫
Ｈ

０
Ｚｋ（ ｚ）（ｇ２ － ｕｓ

，ｔ（ ｚ，０））ｄｚ ． （２５）

将方程（２４）改写为如下矩阵：

　 　 ｄ
ｄｔ

Ｘ（ ｔ） ＝ ＮＸ（ ｔ） ＋ Ｈ（ ｔ）， （２６）

式中， Ｘ（ ｔ） ＝
Ｔｋ

Ｔｋ，ｔ
{ } ， Ｈ（ ｔ） ＝

０
Ｍ －１Ｇｋ

{ } ， Ｎ ＝
０ Ｉ

－ ω ２
ｋＭ

－１Ｋ － Ｍ －１Ｃ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
．

方程（２６）解的形式为

　 　 Ｘ（ ｔ） ＝ ｅＮｔＸ（０） ＋ ｅＮｔ ∫ｔ
０
ｅ －ＮｔＨ（ ｔ）ｄｔ， （２７）

式中， Ｘ（０） ＝
Ｔｋ（０）
Ｔｋ，ｔ（０）{ } ， 矩阵方程 ｅＮｔ 可由 Ｈａｍｉｌｔｏｎ⁃Ｃａｙｌｅｙ 定理获得［１５］ ．

继而可以根据式（２２）获得 ｕｄ， 根据式（１２）获得位移 ｕ 解答．对式（２２）进行求导，再根据方程（９）可获得

原问题的应力 σ 解答：

　 　 ｕ（ ｚ） ＝ ∑
∞

ｋ ＝ １
Ｔｋ（ ｔ）ｃｏｓ（ω ｋｚ） ＋ Ｋ －１

ｆ１（ ｔ）
－ ｆ２（ ｔ）
－ ｆ３（ ｔ）

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

（ ｚ － Ｈ） ＋
ｆ４（ ｔ）
ｆ５（ ｔ）
ｆ６（ ｔ）

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

， （２８）
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　 　 σ ＝ － Ｋω ｋ∑
∞

ｋ ＝ １
Ｔｋ（ ｔ）ｓｉｎ（ω ｋｚ） ＋

ｆ１（ ｔ）
－ ｆ２（ ｔ）
－ ｆ３（ ｔ）

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

． （２９）

４　 结果验证与分析

４．１　 结果验证

在进行非饱和土柱的瞬态响应分析时，需要考虑饱和度对渗透系数和动剪切模量的影响．
Ｌｏ 等［１６］给出了相对渗透系数 ｋｒｗ 和 ｋｒｎ 的计算方法：

　 　 ｋｒｗ ＝ Ｓｅ （１ － （１ － （Ｓｅ） １ ／ ｍ）ｍ） ２， ｋｒｎ ＝ １ － Ｓｅ （１ － （Ｓｅ） １ ／ ｍ） ２ｍ ． （３０）
饱和度对动剪切模量 μ 的影响，如下式所示［６⁃７，１７］：

　 　 μ ＝ μ ｓ ＋ ２ ０５０·ｔａｎϕ′ ∫ｐｃ
０

Ｓｒ － Ｓｗ０

１ － Ｓｗ０
ｄ（ｐｎ － ｐｗ）， （３１）

式中 μ ｓ 为土体在饱和状态时的值．
无特别说明，本文均采用表 １ 所示的参数进行计算［６］ ．

表 １　 材料参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

ｐｈａｓｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｕｎｉｔ ｖａｌｕｅ

ａｉｒ

Ｋｎ ｋＰａ １４５
η ｎ Ｎ·ｓ ／ ｍ２ １．８×１０－５

ρｎ ｋｇ ／ ｍ３ １．２８

ｗａｔｅｒ

Ｋｗ ＧＰａ ２．２５
ηｗ Ｎ·ｓ ／ ｍ２ ０．００１
ρｗ ｋｇ ／ ｍ３ １ ０００

ｓｏｌｉｄ
Ｋｓ ＧＰａ ３５
ρ ｓ ｋｇ ／ ｍ３ ２ ６５０

ｓｋｅｌｅｔｏｎ

Ｋｂ ＭＰａ ８．３３
μ ｓ ＭＰａ ３．８５

ｎ － ０．４５
Ｓｒ － ０．２～１．０
Ｓｗ０ － ０．０５

κ ｍ２ ５．３×１０－１ ０

ϕ′ （°） １０

ａ Ｐａ－１ １．０×１０－４

ｍ － ０．５

ｄ － ２

　 　 基于 ＣＯＭＳＯＬ Ｍｕｌｔｉｐｈｙｓｉｃｓ 有限元软件中的 ＰＤＥ 模块，对该问题进行数值求解．计算过程中，土层厚度 Ｈ
为 １０ ｍ，饱和度为 ０．８，施加荷载为单位阶跃荷载 ｆ１（ ｔ）＝ － １ Ｐａ，其余边界函数均为 ０．图 ２ 给出了 ｚ ＝ ２ ｍ 处孔

隙水压力响应结果与有限元结果对比．可以看出，在本文计算参数条件下，在非饱和土中只能观察到一种压

缩波 Ｐ １，两种慢波 Ｐ ２ 和 Ｐ ３ 不能被观察到，这与 Ｌｉ 和 Ｓｃｈａｎｚ［１８］以及 Ｌｏ 等［１６］的研究结果一致，这主要由于真

实土体渗透系数较小，流固耦合作用强烈，Ｐ ２波和 Ｐ ３波衰减较快．Ｐ １ 压缩波约在 ０．０２ ｓ 时传播到观察点，经
底面反射后，约在 ０．１７ ｓ 时底面反射波 Ｐ １ｂ传播到观察点，并继续向上传播，在顶面边界反射后，顶面反射波

Ｐ １ｕ约在 ０．２１ ｓ 时再次传播到 ｚ ＝ ２ ｍ 处．随着时间增加，有限元计算结果与本文解答结果具有较好的一致性．
鉴于当前并无适宜的试验结果可用于本文解答的直接验证， Ｂｉｏｔ 饱和波动理论在理论和工程应用上为

广大学者接受，将本文饱和度设置为 ０．９９９，即可将本文解答退化为饱和土的解答．Ｓｈａｎ 等［１９］ 给出了饱和多

孔介质一维瞬态响应解，采用的计算参数如下：
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　 　 λ ＝ １４４．７ ＭＰａ， μ ＝ ９８ ＭＰａ， ｋｗ ＝ １０ －２ ｍ４ ／ （Ｎ·ｓ）， Ｋｓ ＝ １１ ＧＰａ，

Ｋｗ ＝ ３．３ ＧＰａ， ｎ ＝ ０．４８， ρ ｓ ＝ ２ ７００ ｋｇ ／ ｍ３， ρｗ ＝ １ ０００ ｋｇ ／ ｍ３ ．{ （３２）

图 ３ 给出了本文解答与退化解的结果对比，可以看出，两者结果比较一致．

图 ２　 与有限元方法对比

Ｆｉｇ． ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ
图 ３　 与退化解对比

Ｆｉｇ． ３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｓａｔｕｒａｔｅｄ ｓｏｉｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ

　 　 注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

４．２　 渗透系数影响

Ｌｕ 和 Ｌｉｋｏｓ［２０］指出，对于常见土体，固有渗透系数 κ 范围在 １０－７ ～１０－２０之间浮动．图 ４ 给出了固有渗透系

数 κ 在 １０－８ ～１０－１４之间变动时， ｚ ＝ ２ ｍ 处孔隙水压力响应结果随时间变化．可以看出，随着固有渗透系数的

增加，孔隙水压力瞬态响应峰值呈现减小趋势，这是因为较高的渗透系数更容易引起孔隙压力的快速消散．
当固有渗透系数小于 １０－１２时，由于水和气两种流体间存在强烈的黏滞作用，此时非饱和土的波动与单相材

料波动相似．
为了能够在结果中展示饱和度等因素对于这两种波的影响，可将渗透系数放大，如调整为 ｋｗ ＝ Ｓｗ × １０２，

ｋｎ ＝ Ｓｎ × １０２ ．为避免底部反射对观察波动产生影响，可将层厚设置为较大值，如 Ｈ ＝ １００ ｍ ．图 ５ 中可以清晰

直观地反映出不同饱和度下非饱和介质中压缩波的传播和衰减情况．当渗透系数均较大时，流⁃固耦合作用

很小，３ 类压缩波的独立传播很明显．从图 ５ 可以看出，当 ｚ ＝ ２ ｍ，饱和度为 ０．６ 时，可以观察到 Ｐ １波、Ｐ ２波和

Ｐ ３波分别约在 ０．０２ ｓ、０．１６ ｓ 和 ０．４１ ｓ 时传播到观察点 ｚ ＝ ２ ｍ 处．

图 ４　 不同渗透系数下孔压时程曲线图

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｗａｔｅｒ ｐｏｒｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅｓ ｗｉｔｈ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐｅｒｍｅａｂｉｌｉｔｉｅｓ

图 ５　 放大渗透系数后孔压时程曲线图

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｗａｔｅｒ ｐｏｒｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅｓ ａｆｔｅｒ
ｍａｇｎｉｆｙｉｎｇ ｔｈｅ ｐｅｒｍｅａｂｉｌｉｔｙ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ

４．３　 饱和度影响

图 ６ 给出了不同饱和度下 ｚ ＝ ２ ｍ 处孔隙水压力响应结果随时间变化图．可以看出，随着饱和度增加，Ｐ １
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波波速呈减小趋势．随着饱和度增加，孔隙水压力瞬态响应幅值呈增加趋势，尤其当饱和度较高时，孔隙水压

力幅值增幅明显．这与 Ｚｈａｏ 等［１２⁃１３］基于 Ｚｉｅｎｋｉｅｗｉｃｚ 非饱和介质波动方程计算得到的结论不同．本文计算结

果更符合实际非饱和土体的响应情况．作者认为前人不合理的结果主要由于以下两点： ① 对比 Ｚｉｅｎｋｉｅｗｉｃｚ
等［１０］和本文采用的非饱和多孔介质波动方程，可以发现，两者主要区别在于渗流连续方程上，本文采用的方

程，超静水压 ｐｗ 和气压 ｐｎ 分别为固相位移 ｕ、液相和气相相对位移（ｗ，ｖ） 的函数，即 ｐｗ ＝ ｆ（ｕ，ｗ，ｖ），ｐｎ ＝ ｆ（ｕ，
ｗ，ｖ）； 而 Ｚｉｅｎｋｉｅｗｉｃｚ 等建立的方程中，超静水压 ｐｗ 和气相相对位移无关，即 ｐｗ ＝ ｆ（ｕ，ｗ），ｐｎ ＝ ｆ（ｕ，ｗ）， 忽略

了流体间的相互作用．② 在计算过程中，文献［１１⁃１３］将液相和气相动力渗透系数直接表述为 ｋｗ ＝ Ｓｗ × １０ｘ，
ｋｎ ＝ Ｓｎ × １０ｘ（ｘ 为整数），并不能真实反映渗透系数随饱和度的变化情况，而本文采用方程（３０）可以较好地

反映非饱和土中两种流体的相互影响．

图 ６　 不同饱和度下孔压时程曲线图

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｗａｔｅｒ ｐｏｒｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓａｔｕｒａｔｉｏｎｓ

５　 结　 　 论

本文基于 Ｂｉｏｔ⁃ｔｙｐｅ 形式的非饱和土波动方程，采用分离变量法和状态空间法给出了一维非饱和土柱在

动载作用下的瞬态响应问题解析解．有如下结论：
１） 在非饱和土中由于渗透系数较小，仅能观察到一种压缩波；
２） 随着固有渗透系数的增加，孔隙水压力瞬态响应峰值呈现减小趋势；
３） 随着饱和度增加，Ｐ １ 波波速呈减小趋势．孔隙水压力幅值呈增加趋势．
本文建立的一维非饱和土柱模型，其核心价值在于通过严格的数学解析方法，揭示饱和度与渗透系数等

关键参数对波动和土体瞬态动力响应的内在影响机理和规律，其主要目的在于为理解复杂的非饱和土动力

行为提供一个清晰的理论基准和参数分析工具，而非直接、精确地模拟所有现场工况．一维模型适用于波传

播的维度远大于其他维度的情况，比如分析域表面作用均布动载，长径比较大的试验土柱、 波垂直入射等问

题．此外，对于土体需满足控制方程成立的基本假设，如小变形假设，土中水汽处于连通状态等．尽管一维模

型是对现实的三维世界的简化，但其在理论和应用上具有充分的合理性： ① 采用的控制方程基于 Ｂｉｏｔ 理论

框架，引入土水特征曲线，可以较好地反映非饱和土中的流固相互作用，可以精准地退化至饱和 Ｂｉｏｔ 波动方

程．② 在应用上，基于解析解避免了数值解可能存在的离散误差和收敛性问题，能够清晰深入地揭示波动的

本质和进行参数分析，同时可为复杂的数值模型提供验证基准．
需要指出的是，本研究建立的一维解析模型主要揭示了非饱和土动力响应的内在机理，其结论在均匀、

小应变及近似一维波传播条件下最为适用．对于复杂的边界条件、强烈的材料非线性或三维波场效应，需发

展更高级的数值模型进行深入研究，而本文的解析解可为这类数值模型提供重要的验证基准．
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ｒａｔｅｄ ｓｉｎｇｌｅ⁃ｌａｙｅｒ ｐｏｒｏｕｓ ｍｅｄｉａ ｗｉｔｈ ｇｅｎｅｒａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ，
２０２４， １５０（６）： ０４０２４０２４．

［１３］　 Ｚｈａｏ Ｙ， Ｌｉｕ Ｄ， Ｌｉｎｇ Ｄ， ｅｔ ａｌ． Ｓｅｍｉ⁃ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ ｗａｖｅ ｍｏｔｉｏｎ ｏｆ ｕｎｓａｔｕｒａｔｅｄ ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ ｐｏｒｏｕｓ
ｍｅｄｉａ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ Ｐｏｙｎｔｉｎｇ⁃Ｔｈｏｍｓｏｎ ｍｏｄｅｌ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｅａｒｔｈｑｕａｋｅ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０２５， ２９（７）：
１３７７⁃１３９１．

［１４］ 　 Ａｉ Ｚ Ｙ， Ｙｅ Ｚ． Ｅｘｔｅｎｄｅｄ ｐｒｅｃｉｓｅ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｏ ｌａｙｅｒｅｄ ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｌｙ ｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ｕｎｓａｔｕｒａｔｅｄｐｏｒｏｅｌａｓｔｉｃ
ｍｅｄｉａ ｕｎｄｅｒ ｈａｒｍｏｎｉｃａｌｌｙ ｄｙｎａｍｉｃ ｌｏａｄｓ［Ｊ］ ． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ａｎａｌｙｓｉｓ Ｗｉｔｈ Ｂｏｕｎｄａｒｙ Ｅｌｅｍｅｎｔｓ， ２０２１， １２２： ２１⁃
３４．

［１５］　 Ｂｅｌｌｍａｎ Ｒ Ｅ． Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ ｔｏ Ｍａｔｒｉｘ Ａｎａｌｙｓｉｓ［Ｍ］ ． ２ｎｄ ｅｄ． Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ： ＭｃＧｒａｗ⁃Ｈｉｌｌ， １９７０．
［１６］　 Ｌｏ Ｗ Ｃ， Ｓｐｏｓｉｔｏ Ｇ， Ｍａｊｅｒ Ｅ． Ｗａｖｅ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｔｈｒｏｕｇｈ ｅｌａｓｔｉｃ ｐｏｒｏｕｓ ｍｅｄｉａ ｃｏｎｔａｉｎｉｎｇ ｔｗｏ ｉｍｍｉｓｃｉｂｌｅ ｆｌｕｉｄｓ

［Ｊ］ ． Ｗａｔｅｒ Ｒｅｓｏｕｒｃｅｓ Ｒｅｓｅａｒｃｈ， ２００５， ４１（２）： ２００４ＷＲ００３１６２．
［１７］　 ｖａｎ Ｇｅｎｕｃｈｔｅｎ Ｍ Ｔ． Ａ ｃｌｏｓｅｄ⁃ｆｏｒｍ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｆｏｒ ｐｒｅｄｉｃｔｉｎｇ ｔｈｅ ｈｙｄｒａｕｌｉｃ ｃｏｎｄｕｃｔｉｖｉｔｙ ｏｆ ｕｎｓａｔｕｒａｔｅｄ ｓｏｉｌｓ［Ｊ］ ．

Ｓｏｉｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｓｏｃｉｅｔｙ ｏｆ Ａｍｅｒｉｃａ Ｊｏｕｒｎａｌ， １９８０， ４４（５）： ８９２⁃８９８．
［１８］　 Ｌｉ Ｐ，Ｓｃｈａｎｚ Ｍ． Ｗａｖｅ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｉｎ ａ １⁃Ｄ ｐａｒｔｉａｌｌｙ ｓａｔｕｒａｔｅｄ ｐｏｒｏｅｌａｓｔｉｃ ｃｏｌｕｍｎ［Ｊ］ ． Ｇｅｏｐｈｙｓｉｃａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ Ｉｎ⁃

ｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ， ２０１１， １８４（３）： １３４１⁃１３５３．
［１９］　 Ｓｈａｎ Ｚ， Ｌｉｎｇ Ｄ， Ｄｉｎｇ Ｈ． Ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｏｎｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｔｒａｎｓｉｅｎｔ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｆｌｕｉｄ⁃ｓａｔｕｒａｔｅｄ ｐｏｒｏｕｓ

ｍｅｄｉａ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｆｏｒ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ａｎｄ Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ｇｅｏｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１１， ３５（４）：
４６１⁃４７９．

［２０］　 Ｌｕ Ｎ， Ｌｉｋｏｓ Ｗ Ｊ． Ｕｎｓａｔｕｒａｔｅｄ Ｓｏｉｌ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ［Ｍ］ ． Ｈｏｂｏｋｅｎ， Ｎｅｗ Ｊｅｒｓｅｙ： Ｊｏｈｎ Ｗｉｌｅｙ ａｎｄ Ｓｏｎｓ， ２００４．

４９８ 应　 用　 数　 学　 和　 力　 学　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２０２６ 年　 第 ４７ 卷


