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摘要：　 弹跳球模型早在 ２０ 世纪 ４０ 年代便有学者进行研究，其描述一个质点在重力的作用下，与一个周期振动的

板发生碰撞并往复运动的动力学过程．混沌理论与非光滑动力学发展至今，该模型是诸多理论应用的试验田．本文

考虑弹跳椭球模型，推导了椭球在完全弹性碰撞条件下的运动方程，得到了系统的守恒量和平凡周期轨道的稳定

性条件，并在数值上验证了主要结果．
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０　 引　 　 言

碰撞广泛存在于科学研究与工程实践中，是混沌和非典型分岔现象的重要来源之一．国内外学者针对工
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程实践中的碰撞问题，进行了广泛深入的研究．史美娇等［１］研究了具有双侧弹性约束的单自由度悬臂梁系统

的非光滑动力学，验证了该系统双擦边周期运动的存在性，推导了双擦边周期运动附近带参数的高阶分段映

射；结合光滑流映射，获得了新的复合范式映射；通过数值仿真对低阶映射和高阶映射反应的擦边分岔进行

了比较，验证了高阶范式映射的有效性，并揭示了双边弹性碰撞悬臂梁的擦边动力学．杜伟霞等［２］ 研究了对

称碰撞系统的间歇混沌控制方法，将 Ｈｏｐｆ 分岔控制思想用于该对称碰撞系统，对该类系统的混沌控制提供

一个新的控制方法．马成等［３］研究了一类单自由度碰撞振动系统，该模型包含非线性项以及单侧新型非线性

约束；通过 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射方法及胞映射法，分析了该系统各周期运动的迁移规律，吸引子共存现象以及间隙

对周期共存区域的影响．文献［４］中简述了一个动力学台球模型．动力学台球模型用于研究混沌运动及其起

始．物理学家和数学家通过研究不同形状的动力学台球来了解混沌运动．
弹跳球作为经典碰撞力学模型，早在 １９４９ 年就由 Ｆｅｒｍｉ［５］ 提出，并用来解释宇宙射线粒子如何获得高

能量．该系统虽建模简单，却表现出复杂的动力学行为；混沌理论与非光滑动力学发展至今，国外众多学者对

其进行了深入研究．Ｗｏｏｄ 和 Ｂｙｒｎｅ［６］分析了弹跳球简单随机的重复撞击过程，在撞击时，对积分方程迭代求

解，得到了撞击后球速度的概率密度函数，并使用该函数来预测撞击的冲量大小和撞击时间间隔．Ｈｏｌｍｅｓ［７］

导出了二维映射，它近似地描述了一个小球在巨大的正弦振动板上垂直弹跳的运动．在完全弹性碰撞的情况

下，该方程可简化为“标准映射”，这一映射已被物理学家广泛用于研究势阱中受约束的粒子运动．结果表明，
对于足够大的激励速度和接近于 １ 的恢复系数，系统除了表现出预期的谐波和次谐波运动外，还表现出大量

的不规则非周期解．
国内也有许多学者对弹跳球模型进行了研究．谢建华［８］ 通过坐标变换使得弹跳球的 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射在新

的坐标系中具有某种对称性，利用此对称性简化了存在紧致双曲不变集的条件，描述了由此对称性在符号空

间移位映射中引起的若干性质，并对“弹跳球”映射存在双曲马蹄参数值的下限进行了更精确的计算．Ｚｈａｎｇ
等［９］讨论了一个平面的弹跳凸体与固定壁碰撞，在限制参数条件下该模型等效于一个圆柱内的台球问题，
得到的数值结果表明该模型具有复杂的动力学行为．

启发于文献［９］的研究，本文将文献［９］中的二维凸体拓展到三维情况：考虑一个均质旋转椭球与地面

之间碰撞的动力学．首先理论推导了椭球最低点在不同姿态下的精确表达式，得到了椭球碰撞的解析条件；
其次利用基本假设，得到了广义速度在碰撞前后的变化关系；最后在系统的平凡周期轨道附近推导了

Ｐｏｉｎｃａｒé 映射，得到了其稳定性条件，并数值验证了结果．本文方法与结果对于深入理解刚体碰撞动力学具有

一定工程与理论意义．

１　 建 模 说 明

弹跳椭球模型如图 １ 所示．引入三个坐标系，即惯性参考系（静止）： ｏ⁃ｘｙｚ， 平动系： Ｏ⁃ｘｙｚ， 转动系：
Ｏ⁃ＸＹＺ ．假设椭球和 Ｏ⁃ＸＹＺ坐标系固结， Ｏ为其质心．采用 Ｅｕｌｅｒ 角 ϕ （进动角）、 θ （章动角）、 ψ （自旋角） ［１０］

描述椭球的姿态．椭球面方程在转动系 Ｏ⁃ＸＹＺ 中的表达式为 Ｘ２ ／ ａ２ ＋ Ｙ２ ／ ａ２ ＋ Ｚ２ ／ ｃ２ ＝ １， 其中 ａ ＞ ０，ｃ ＞ ０．椭
球质量为 ｍ， 对质心的三个主转动惯量分别为 Ｊ１，Ｊ２，Ｊ３，且 Ｊ１ ＝ Ｊ２ ．

假设椭球与水平面 ｚ ＝ ０ 发生碰撞．为了得到椭球与地面发生碰撞时的解析条件，下面计算椭球在不同

姿态角下的最低点坐标．设椭球在 （ϕ， θ， ψ） 姿态角下，其最低点在平动系 Ｏ⁃ｘｙｚ 下的坐标为 Ｇ（ϕ， θ， ψ） ＝
（Ｇ１（ϕ， θ， ψ），Ｇ２（ϕ， θ， ψ），Ｇ３（ϕ， θ， ψ）） Ｔ ．假设质心在惯性参考系 ｏ⁃ｘｙｚ 中坐标为 （ｘ， ｙ， ｚ） Ｔ， 则碰撞条

件为

　 　 ｚ ＋ Ｇ３（ϕ， θ， ψ） ＝ ０． （１）
平动系 Ｏ⁃ｘｙｚ 下的向量 Ｎ０ ＝ （０，０，１） Ｔ 在转动系 Ｏ⁃ＸＹＺ 下的表达式为

　 　 Ｎ３ ＝ Ａ３０·（０，０，１） Ｔ ＝ （ｓｉｎ θｓｉｎ ψ，ｃｏｓ ψｓｉｎ θ，ｃｏｓ θ） Ｔ， （２）
其中

　 　 Ａ３０ ＝
ｃｏｓ ϕｃｏｓ ψ － ｃｏｓ θｓｉｎ ϕｓｉｎ ψ ｃｏｓ ψｓｉｎ ϕ ＋ ｃｏｓ θｃｏｓ ϕｓｉｎ ψ ｓｉｎ θｓｉｎ ψ
－ ｃｏｓ θｃｏｓ ψｓｉｎ ϕ － ｃｏｓ ϕｓｉｎ ψ ｃｏｓ θｃｏｓ ϕｃｏｓ ψ － ｓｉｎ ϕｓｉｎ ψ ｃｏｓ ψｓｉｎ θ

ｓｉｎ θｓｉｎ ϕ － ｃｏｓ ϕｓｉｎ θ ｃｏｓ θ
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为 Ｅｕｌｅｒ 旋转矩阵．

图 １　 椭球体三维建模示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ３Ｄ ｅｌｌｉｐｓｏｉｄ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｓｃｈｅｍａｔｉｃ

设最低点在 Ｏ⁃ＸＹＺ 中坐标为 （Γ１，Γ２，Γ３） Ｔ ．由几何关系，碰撞点处椭球面的法向量在转动系 Ｏ⁃ＸＹＺ 中

表达式为 （２Γ１ ／ ａ２， ２Γ２ ／ ａ２， ２Γ３ ／ ｃ２） Ｔ 且其方向与 Ｎ３ 平行反向，联立如下方程：
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解得碰撞点在转动系下的坐标

　 　 Γ ＝ －
ａ２ｓｉｎ θｓｉｎ ψ

ａ２ｓｉｎ２θ ＋ ｃ２ｃｏｓ２θ
， ａ２ｓｉｎ θｃｏｓ ψ

ａ２ｓｉｎ２θ ＋ ｃ２ｃｏｓ２θ
， ｃ２ｃｏｓ θ

ａ２ｓｉｎ２θ ＋ ｃ２ｃｏｓ２θ
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è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

， （５）

并利用 Ｅｕｌｅｒ 旋转矩阵 Ａ３０， 可得碰撞点在平动系下的坐标

　 　 Ｇ ＝ ＡＴ
３０·Γ ＝

（ａ２ － ｃ２）ｓｉｎ（２θ）ｓｉｎ ϕ

２ ａ２ ＋ ｃ２ ＋ （ － ａ２ ＋ ｃ２）ｃｏｓ（２θ）

－ （ａ２ － ｃ２）ｓｉｎ（２θ）ｃｏｓ ϕ

２ ａ２ ＋ ｃ２ ＋ （ － ａ２ ＋ ｃ２）ｃｏｓ（２θ）

－ ａ２ ＋ ｃ２ ＋ （ － ａ２ ＋ ｃ２）ｃｏｓ（２θ）
２
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è
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÷
÷
÷
÷
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． （６）

由式（５）和（６）可知：椭球最低点在平动系和转动系下的 ｚ 和 Ｚ 轴分量仅与章动角 θ 相关．

２　 碰撞规则推导

椭球的运动分为自由运动和碰撞两个阶段，假设椭球仅受重力作用．本文假设椭球与地面均是绝对光滑

的，故碰撞时冲量竖直向上．质心在惯性系 ｏ⁃ｘｙｚ中的坐标为 （ｘ， ｙ， ｚ） Ｔ ．根据质心运动定理，在自由运动阶段

ｘ 和 ｙ 保持为常量．由于碰撞时冲量竖直向上，由冲量形式的质心运动定理，碰撞后 ｘ 和 ｙ 仍不变．故本文假定

ｘ（ ｔ） ≡ ０，ｙ（ ｔ） ≡ ０．角速度在平动系 Ｏ⁃ｘｙｚ 中符号记为 ω， 在转动系 Ｏ⁃ＸＹＺ 中记为 Ω ．质心速度的 ｚ 分量记

为 ｖｏｚ ．假设碰撞为完全弹性，下面应用 Ｎｅｗｔｏｎ 碰撞定律（碰撞前后碰撞点处的相对法向速度反向）和碰撞过

程动量矩定理（碰撞前后质点系相对于质心的动量矩变化等于碰撞冲量对质心之矩的矢量和），推导碰撞前

后速度之间的相对关系．
设碰撞发生在 ｔ 时刻．如下记号表示碰撞前 ｔ － 和碰撞后 ｔ ＋ 的状态量：

　 　

ω（ ｔ －） ＝ ω １， ω（ ｔ ＋） ＝ ω ２； Ω（ ｔ －） ＝ Ω１， Ω（ ｔ ＋） ＝ Ω２；

ｖｏｚ（ ｔ
－） ＝ ｖｏｚ１， ｖｏｚ（ ｔ

＋） ＝ ｖｏｚ２；

ϕ（ ｔ －） ＝ ϕ１， ϕ（ ｔ ＋） ＝ ϕ２； θ（ ｔ －） ＝ θ １， θ（ ｔ ＋） ＝ θ ２； ψ（ ｔ －） ＝ ψ １， ψ（ ｔ ＋） ＝ ψ ２ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（７）

由冲量定理，得到
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　 　 Ｉ ＝ ｍｖｏｚ２ － ｍｖｏｚ１ ． （８）
对质心应用冲量形式的动量矩定理，得到

　 　 Ａ３０·（ｒＧ × Ｉ） ＝ Ｊ·（Ω２ － Ω１）， （９）
其中 ｒＧ ＝ （Ｇ１，Ｇ２，Ｇ３） Ｔ 为碰撞点在平动系中相对质心的位置矢量， Ｉ ＝ （０，０，Ｉ） Ｔ 为平动系中碰撞冲量， Ｊ 为

转动系中惯性张量的矩阵形式，其矩阵形式为

　 　 Ｊ ＝
Ｊ１ ０ ０
０ Ｊ２ ０
０ ０ Ｊ３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

． （１０）

根据 Ｎｅｗｔｏｎ 碰撞定律，碰撞点处法向相对速度反向，即 ［ｖＧ］ ａｆｔｅｒ
ｚ ＝ － ［ｖＧ］ ｂｅｆｏｒｅ

ｚ ，其中 ［·］ ｚ 为向量的 ｚ轴分量．故
有如下方程：

　 　 ｖｏｚ２ ＋ （（ω ｘ ２，ω ｙ ２，ω ｚ ２） Ｔ × （Ｇ１，Ｇ２，Ｇ３） Ｔ）·（０，０，１） Ｔ ＝
　 　 　 　 － （ ｖｏｚ１ ＋ （（ω ｘ １，ω ｙ １，ω ｚ １） Ｔ × （Ｇ１，Ｇ２，Ｇ３） Ｔ）·（０，０，１） Ｔ） ． （１１）

联立式（８）—（１１）可得碰撞前后物理量变化关系：

　 　 Ｉ ＝ －
２Ｊ１（ｍｖｏｚ１ ＋ θｍＧ′３（θ））

Ｊ１ ＋ ｍＧ′２３（θ）
， （１２）

　 　 ｖｏｚ２ ＝ －
Ｊ１ｖｏｚ１ ＋ ２θＪ１Ｇ′３（θ） － ｍｖｏｚ１Ｇ′２３（θ）

Ｊ１ ＋ ｍＧ′２３（θ）
， （１３）

　 　 ϕ２ ＝ ϕ１， （１４）
　 　 ψ ２ ＝ ψ １， （１５）

　 　 θ ２ ＝ －
－ θ １Ｊ１ ＋ ２ｍｖｏｚ１Ｇ′３（θ） ＋ θ １ｍＧ′２３（θ）

Ｊ１ ＋ ｍＧ′２３（θ）
． （１６）

由式（１２）—（１６）可知：
① 进动角速度 ϕ 和自旋角速度 ψ 在碰撞前后保持不变；
② 在碰撞前后，章动角速度 θ 的变化仅与质心速度 ｖｏｚ 和章动角 θ 相关，与进动角 ϕ、 进动角速度 ϕ、 自

旋角 ψ、 自旋角速度 ψ 无关．

３　 小角度近似下的 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射与数值模拟

３．１　 椭球运动微分方程与 Ｐｏｉｎｃａｒé映射

当 θ ＝ ０，θ ＝ ０，ｚ ＞ ｃ，由式（１２）—（１６）知，椭球在与地面发生碰撞后， θ 仍保持为 ０，而质心速度反向，其
运动重复．此即系统的平凡周期轨道．本小节讨论这类周期轨道稳定性．

椭球作自由运动的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数为

　 　 Ｌ ＝ １
２

ｍｚ２ ＋ １
２

Ｊ１（ϕ２ｓｉｎ２θ ＋ θ ２） ＋ １
２

Ｊ３（ϕｃｏｓ θ ＋ ψ） ２ － ｍｇｚ ． （１７）

椭球作自由运动的能量函数为

　 　 Ｅ ＝ １
２

ｍｚ２ ＋ １
２

Ｊ１（ϕ２ｓｉｎ２θ ＋ θ ２） ＋ １
２

Ｊ３（ϕｃｏｓ θ ＋ ψ） ２ ＋ ｍｇｚ ． （１８）

椭球 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数不显含循环坐标 ϕ 和 ψ， 对应两个循环积分：

　 　 ∂Ｌ
∂ϕ

＝ ϕ（Ｊ１ｓｉｎ２θ ＋ Ｊ３ｃｏｓ２θ） ＋ ψＪ３ｃｏｓ θ ＝ Ｍ３， （１９）

　 　 ∂Ｌ
∂ψ

＝ ϕＪ３ｃｏｓ θ ＋ ψＪ３ ＝ ＭＺ ． （２０）

由于碰撞时 ψ 和 ϕ 不变，因此动量矩在 Ｏｚ 和 ＯＺ 轴的投影 Ｍ３ 和 ＭＺ 守恒．将式（１９）和（２０）代入能量函数

（１８）得到系统关于 θ 的等效动能和等效势能，进而得到等效系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数和能量函数：
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　 　 Ｌ ＝ １
２

ｍｚ２ ＋ １
２

Ｊ１θ ２ － １
２

（Ｍ３ － ＭＺｃｏｓ θ） ２

Ｊ１ｓｉｎ２θ
－ ｍｇｚ， （２１）

　 　 Ｅ ＝ １
２

ｍｚ２ ＋ １
２

Ｊ１θ ２ ＋ １
２

（Ｍ３ － ＭＺｃｏｓ θ） ２

Ｊ１ｓｉｎ２θ
＋ ｍｇｚ ． （２２）

下面考虑平凡周期轨道稳定性．平凡周期轨道的初值满足 θ（０） ＝ ０，θ（０） ＝ ０．将 θ（０） ＝ ０ 代入式（１９）和
（２０）有Ｍ３ ＝ ＭＺ ．由于Ｍ３ 和ＭＺ 全局守恒，故Ｍ３ ＝ ＭＺ 全局成立．由等效系统 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数得到运动微分方程

　 　 θ ＝ －
Ｍ２

３（１ － ｃｏｓ θ） ２

Ｊ２
１ｓｉｎ３θ

． （２３）

引入初值条件 ｔ ＝ ０，θ ＝ θ ０，θ ＝ ϑ０， 其中 ｜ θ ０ ｜ → ０， ｜ ϑ０ ｜ → ０．将方程（２３）在 θ ＝ ０ 处 Ｔａｙｌｏｒ 展开得

　 　 θ ＝ －
Ｍ２

３θ
４Ｊ２

１

－
Ｍ２

３θ ３

１２Ｊ２
１

－
１７Ｍ２

３θ ５

９６０Ｊ２
１

＋ Ｏ（θ ６） ． （２４）

利用微分方程解对初值的连续依赖性［１１］，将解 θ（ ｔ） 表示为初值 θ ０ 和 ϑ０ 的幂级数，得
　 　 θ ＝ ｆ１（ ｔ）θ ０ ＋ ｆ２（ ｔ）ϑ０ ＋ ｆ３（ ｔ）θ ２

０ ＋ ｆ４（ ｔ）ϑ２
０ ＋ ｆ５（ ｔ）θ ０ϑ０ ＋

　 　 　 　 ｆ６（ ｔ）θ ３
０ ＋ ｆ７（ ｔ）ϑ３

０ ＋ ｆ８（ ｔ）θ ２
０ϑ０ ＋ ｆ９（ ｔ）θ ０ϑ２

０ ＋ … ． （２５）
将式（２５）代入式（２４），通过比较同次幂的系数并结合初值条件 θ ＝ θ ０ 和 θ ＝ ϑ０， 可得

　 　 ｆ１（０） ＝ １， ｆ２（０） － ｆ９（０） ＝ ０； ｆ ′２（０） ＝ １， ｆ ′１（０） ＝ ０， ｆ ′３（０） － ｆ ′９（０） ＝ ０． （２６）
由此得到章动角和章动角速度一阶近似解为

　 　 θ（ ｔ） ＝
２Ｊ１ｓｉｎ（Ｍ３ ｔ ／ （２Ｊ１））

Ｍ３
ϑ０ ＋ ｃｏｓ

Ｍ３ ｔ
２Ｊ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ θ ０ ＋ Ｏ（‖ϑ０，θ ０‖２）， （２７）

　 　 ϑ（ ｔ） ＝ －
Ｍ３ｓｉｎ（Ｍ３ ｔ ／ （２Ｊ１））

２Ｊ１
θ ０ ＋ ｃｏｓ

Ｍ３ ｔ
２Ｊ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ϑ０ ＋ Ｏ（‖ϑ０，θ ０‖２） ． （２８）

在总能量 Ｅ 固定的情况下，由初值 θ ０ 和 ϑ０ 反解出刚体质心初速度：

　 　 ｖｏｚ０ ＝ ２Ｅ
ｍ

－
Ｍ２

３（１ － ｃｏｓ θ ０） ２

Ｊ１ｍｓｉｎ２θ ０

－
Ｊ１ϑ２

０

ｍ
－

２ｇ ａ２ ＋ ｃ２ ＋ （ － ａ２ ＋ ｃ２）ｃｏｓ（２θ ０）

２
． （２９）

自由飞行时间 Ｔ 在周期轨道附近 Ｔａｙｌｏｒ 展开

　 　 Ｔ ＝ ２
ｇ

２Ｅ
ｍ

－
Ｊ１ϑ２

０

ｍ
－ ２ｇｃ ＋ ｋ１θ ０ ＋ ｋ２ϑ０ ＋ ｋ３θ ２

０ ＋ ｋ４ϑ２
０ ＋ ｋ５ϑ０θ ０ ＋ Ｏ（‖ϑ０，θ ０‖３） ． （３０）

质心运动学方程为

　 　 ｚ ＝ － Ｇ３（θ ０） ＋ ｖｏｚ０ ｔ －
１
２

ｇｔ２ ． （３１）

将时间级数（３０）代入式（２７）和（３１）得到 Ｔ时刻的章动角和质心高度，将得到的章动角和质心高度代入碰撞

条件（１）得到时间级数（３０）的系数如下：
　 　 ｋ１ ＝ ｋ２ ＝ ０，

　 　 ｋ３ ＝ － ３ａ２ｍｇＪ１ ＋ ３ｃ２ｍｇＪ１ － ｃＭ２
３ － ａ２ｍｇＪ１ｃｏｓ

２Ｍ３ － ２ｃｇ ＋ ２Ｅ ／ ｍ
ｇＪ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋

é

ë

ê
ê

　 　 　 　 ｃ２ｍｇＪ１ｃｏｓ
２Ｍ３ － ２ｃｇ ＋ ２Ｅ ／ ｍ

ｇＪ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ù

û

ú
ú

（４ ２ｍｇｃＪ１ － ｃｇ ＋ Ｅ ／ ｍ ），

　 　 ｋ４ ＝ （ａ２ － ｃ２）Ｊ２
１ － １ ＋ ｃｏｓ ２Ｍ３ － ２ｃｇ ＋ ２Ｅ ／ ｍ

ｇＪ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú{ } （ｃＭ２

３ － ２ｃｇ ＋ ２Ｅ ／ ｍ ），

　 　 ｋ５ ＝ （ － ａ２ ＋ ｃ２）Ｊ１ｓｉｎ
２Ｍ３ － ２ｃｇ ＋ ２Ｅ ／ ｍ

ｇＪ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（ｃＭ３ － ２ｃｇ ＋ ２Ｅ ／ ｍ ） ．
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将式（３０）和 ｋ１—ｋ５ 表达式代入式（２７），（２８）和（３１），得到椭球碰撞前时刻的 ｖｏｚ１，θ １，ϑ１ ．将得到的 ｖｏｚ１，θ １，ϑ１

代入碰撞规则（１３）和（１６）得到碰撞后的 θ ２ 和 ϑ２ ．由此得到小角度近似下的 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射：

　 　
θ ２

ϑ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

Ａ１１ Ａ１２

Ａ２１ Ａ２２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

θ ０

ϑ０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，

其中

　 　

Ａ１１ ＝ ｃｏｓ
Ｍ３

ｇＪ１

２Ｅ － ２ｍｇｃ
ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ａ１２ ＝
２Ｊ１

Ｍ３
ｓｉｎ

Ｍ３

ｇＪ１

２Ｅ － ２ｍｇｃ
ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ａ２１ ＝ ２（ － ａ２ ＋ ｃ２）ｍ
ｃＪ１

２Ｅ － ２ｍｇｃ
ｍ

ｃｏｓ
Ｍ３

ｇＪ１

２Ｅ － ２ｍｇｃ
ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

Ｍ３

２Ｊ１
ｓｉｎ

Ｍ３

ｇＪ１

２Ｅ － ２ｍｇｃ
ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ａ２２ ＝ ４（ － ａ２ ＋ ｃ２）ｍ
ｃＭ３

２Ｅ － ２ｍｇｃ
ｍ

ｓｉｎ
Ｍ３

ｇＪ１

２Ｅ － ２ｍｇｃ
ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｃｏｓ

Ｍ３

ｇＪ１

２Ｅ － ２ｍｇｃ
ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

（３２）

计算得到映射行列式

　 　 ｜ Ａ ｜ ＝
Ａ１１ Ａ１２

Ａ２１ Ａ２２

＝ １．

根据文献［１２］，上述 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射是保辛（保面积）映射．该映射 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵 Ａ的迹 ｔｒ（Ａ） 可判断周期轨道的

稳定性［１３］ ．若 ｜ ｔｒ（Ａ） ｜ ＜ ２．两个特征值都在复平面的单位圆内，周期轨道线性稳定．若 ｜ ｔｒ（Ａ） ｜ ＞ ２，则一个

特征值在单位圆外，因此周期轨道不稳定．
３．２　 数值模拟

本小节结合数值仿真讨论系统能量对平凡周期轨道稳定性的影响．取如下参数： ｍ ＝ １０，ａ ＝ ｂ ＝ ５，ｃ ＝ １，
Ｊ１ ＝ ５２，Ｊ３ ＝ １００，ｇ ＝ １０．

情形一　 Ｅ ＝ １０６， 取初始条件为

　 　 θ ０ ＝ ０．０１， θ ０ ∈ （０．００１，０．０１）， Ｍ３ ＝ ０．１．
Ｐｏｉｎｃａｒé 映射迹的绝对值 ｜ ｔｒ（Ａ） ｜ 为

　 　 ｜ Ａ１１ ＋ Ａ２２ ｜ ＝ ２ｃｏｓ ３０
２６ ０００

－ １ ９２０ ３０ ｓｉｎ ３０
２６ ０００

≈ ０．２１５ ３８５ ＜ ２，

因此，两特征值都在单位圆内，周期轨道稳定．
图 ２ 为 Ｅ ＝ １０６ 时的轨道图．图 ３ 为相应的 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射图．可见每次碰撞时章动角均保持在 ０ 附近，相

点环绕原点，表明该周期轨道稳定．
情形二　 Ｅ ＝ １３０， 取初始条件为

　 　 θ ０ ＝ ０．０１， θ ０ ∈ （０．００１，０．０１）， Ｍ３ ＝ ０．１．
Ｐｏｉｎｃａｒé 映射迹的绝对值 ｜ ｔｒ（Ａ） ｜ 为

　 　 ｜ Ａ１１ ＋ Ａ２２ ｜ ＝ ２ｃｏｓ ６
５ ２００

－ ９ ６００ ６ ｓｉｎ ６
５ ２００

≈ ９．０７６ ９２ ＞ ２，

故 Ｐｏｉｎｃａｒé 映射有一个特征值在单位圆外，因此该周期轨道不稳定．
图 ４ 为 Ｅ ＝ １３０ 时的轨道图．图 ５ 为对应的 Ｐｏｉｎｃａｒé 相图．可见章动角在碰撞时变化极不规则，不再保持

在 ０ 附近，相点迅速远离原点，表明该周期轨道不稳定．
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图 ２　 Ｅ ＝ １０６ 时的轨道图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｏｒｂｉｔａｌ ｄｉａｇｒａｍ ｆｏｒ Ｅ ＝ １０６
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　 　 注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

４　 关于 Ｅ 对椭球轨道稳定性影响的推论
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假设 Ｍ３ 较小（量级 ０～１），且 ａ ＞ ｃ（Ｈ２ ＜ ０） ．Ｈ３ 随 Ｅ 的增加而增加，２ ／ ｜ Ｈ２Ｈ３ ｜ 随 Ｅ 的增加而减少，Ｅ 充分

大时 ａｒｃｔａｎ（２ ／ （Ｈ２Ｈ３）） 趋于 ０．若需 ｜ ｔｒ（Ａ） ｜ ＞ ２ 则需要满足振幅 ４ ＋ Ｈ２
２Ｈ２

３ ＞ ２（该条件恒成立）且正弦

函数取值的绝对值较大，即相位角远离 ｋπ ．当 Ｈ３ 增大到使总相位角 （Ｈ１Ｈ３ ＋ ａｒｃｔａｎ（２ ／ （Ｈ２Ｈ３））） 接近 π ／ ２
＋ ｋπ 时， ｜ ｔｒ（Ａ） ｜ ＞ ２．此时周期轨道不稳定．因此在初始扰动量 θ ０ 和 ϑ０ 较小的情况下，轨道的稳定性取决

于能量大小，能量较大时周期轨道易失稳．
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５　 结　 　 论

本文讨论了碰撞弹跳椭球的动力学，揭示了能量对轨道稳定性的影响，主要的结论如下：
１） 对于两短半轴相等的椭球，在不同姿态角下，最低点坐标在平动系下的 ｚ 轴和转动系下的 Ｚ 轴分量

仅与章动角 θ 相关．
２） 碰撞前后，章动角速度 θ 和质心速度 ｖｏｚ 的变化仅与质心速度 ｖｏｚ 以及章动角 θ 相关，与进动角 ϕ、进

动角速度 ϕ、自旋角 ψ、自旋角速度 ψ 无关；进动角速度 ϕ、自旋角速度 ψ 在碰撞前后不发生变化．
３） 动量矩在整个运动过程中在 Ｏｚ 和 ＯＺ 轴上的投影均为守恒量．
４） 在平凡周期轨道 θ ＝ θ ０ 和 θ ＝ ϑ０ 附近，当初始扰动的章动角和章动角速度较小时，轨道的稳定性取决

于系统能量 Ｅ； 能量逐渐增大，周期轨道从稳定过渡到不稳定．
５） 在周期轨道的稳定性方面，文献［９］得到当能量足够大时周期轨道不稳定的结论，这与本文的三维

情况一致．
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