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摘要：　 本文围绕半平面中表面裂纹与任意形状杂质的相互作用行为，基于数值等效夹杂法与分布位错技术构建

了统一的半解析求解框架，并通过一系列算例系统评估了裂纹角度、杂质材质以及杂质位置对应力强度因子与局

部应力场的影响规律．算例结果表明：裂纹角度的变化会显著改变裂尖附近的应力分布特征，倾斜裂纹产生更强的

模式耦合；杂质材质对相互作用效应高度敏感，硬质杂质使Ⅰ型应力强度因子减小、Ⅱ型应力强度因子增大，而软

质杂质则表现出相反趋势；随着杂质逐渐远离自由边界，其对裂尖的扰动作用明显减弱．所有算例的半解析计算结

果均与有限元解保持良好一致，应力强度因子误差小于 ４．５％，验证了所建半解析框架的可靠性．上述算例研究揭示

了多因素耦合作用下裂纹⁃杂质相互作用的主要规律，可为复杂材料与结构中损伤演化机理的分析提供有价值的
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０　 引　 　 言

表面裂纹是工程结构最常见且危害性最强的损伤形式之一，广泛存在于涂层、薄膜及表面强化材料中．
在载荷作用下，表面裂纹极易萌生并沿界面或自由表面扩展，最终导致结构失效．另一方面，实际材料的微观

组织往往并非理想均匀体，其内部或表面附近普遍存在孔洞、夹杂、第二相颗粒等杂质［１］ ．这些杂质会显著改

变局部应力场分布，对裂纹尖端的应力强度因子产生影响．深入理解表面裂纹与杂质的相互作用机理，对于

揭示材料的微观断裂行为和指导耐损伤微结构设计具有重要理论意义和工程应用价值．
在早期的相关研究中，Ｔａｍａｔｅ［２］基于 Ｍｕｓｋｈｅｌｉｓｈｖｉｌｉ 提出的复变函数理论方法［３］，对含圆形夹杂的材料

中直裂纹附近的应力分布进行了分析．随后，Ｇｄｏｕｔｏｓ［４］进一步探讨了裂纹与圆形夹杂之间的耦合效应，并结

合最小应变能密度准则推导出了应变能密度因子及其对应的临界断裂应力．除了复变函数法外，等效夹杂法

（ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｉｎｃｌｕｓｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ，ＥＩＭ） ［５］在求解规则几何形状夹杂问题时也展现出较好的适用性和精度［６⁃９］ ．利
用该方法，Ｌｉ 和 Ｃｈｅｎ［１０］研究了Ⅰ型裂纹与圆形及层状夹杂的相互作用规律，并获得了裂纹尖端的应力强度

因子（ＳＩＦｓ）．在此基础上，Ｙａｎｇ 等［１１］对Ⅱ型裂纹与不同规则形状夹杂（如矩形、三角形等）的相互作用进行

了进一步分析，揭示了夹杂形状对 ＳＩＦｓ 变化规律的影响．然而对于解析方法而言，当杂质形状复杂或者裂纹

为任意长度和角度时，处理起来就十分困难．
除了上述的解析方法外，Ｌａｌ 等［１２］利用扩展有限元方法（ＸＦＥＭ）研究了不同材质的圆形夹杂对表面裂

纹产生的影响．Ｌｉ 等［１３］通过将有限元（ＦＥＭ）与实验进行对比，研究了圆形杂质与表面裂纹的相互作用，并预

测裂纹接近和穿透杂质的速度．Ｌｉｐｅｔｚｋｙ 和 Ｓｃｈｍａｕｄｅｒ［１４］通过平面应变有限元方法研究了夹杂尺寸和形状对

表面裂纹应力强度因子产生的影响．此外，Ｎｇｕｙｅｎ 等［１５］基于三维微结构的真实几何，提出了一种能够同时刻

画界面损伤与裂纹扩展相互作用的相场法（ｐｈａｓｅ⁃ｆｉｅｌｄ ｍｅｔｈｏｄ）．该方法通过相场变量平滑地描述裂纹的演化

过程，有效模拟裂纹与夹杂、界面等异质结构之间的复杂相互作用．在此基础［１５］ 上，Ｋｕｍａｒ 和 Ｓａｉｎ［１６］ 构建了

一种热⁃黏弹耦合的纤维增强聚合物复合材料断裂统一相场模型，结合实验讨论了裂纹与界面损伤的相互作

用；Ｂｉａｎ 等［１７］进一步引入方向能量分解与修正韧性法，构建了适用于混合模式界面⁃体裂纹扩展的自适应相

场⁃内聚力模型，使裂纹在逼近硬质或软质夹杂时自动偏折，从而定量再现裂纹⁃夹杂相互作用导致的增韧或

脆化效应．尽管有限元和相场方法可以处理具有复杂几何形状的夹杂问题，但面对多个夹杂相互作用问题

时，精细化的单元离散会导致计算规模急剧上升，因此建立一种解析方法或半解析方法仍具有重要的意义．
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本研究在分布位错技术（ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｄｉｓｌｏｃａｔｉｏｎ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ， ＤＤＴ）与数值等效夹杂法（ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ
ｉｎｃｌｕｓｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ， ＮＥＩＭ）的基础上构建了表面裂纹⁃杂质相互作用的半解析求解框架．随后本文重点通过一

系列具有代表性的算例，系统考察裂纹角度、杂质材质以及杂质与自由边界的相对位置对应力强度因子和局

部应力场的影响规律．通过对比不同算例的响应特征，揭示多因素耦合作用下裂纹⁃杂质相互作用的主要力

学机理，并进一步评估半解析结果与有限元解的一致性．该算例研究不仅展示了本文方法在处理任意形状杂

质和不同裂纹参数方面的适用性，也为理解复杂复合材料中的损伤演化提供了系统性的参考．

１　 基于 ＤＤＴ 的表面裂纹模型的建立

ＤＤＴ［１８⁃１９］将裂纹建模成一组具有未知分布密度的位错，通过求解未知密度的大小从而来求解裂纹问题．
对于如图 １ 所示的表面裂纹模型，由所有位错在裂纹表面产生的应力矢量可以表示为

　 　
σ２２（ζ，ξ）
σ１２（ζ，ξ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ Ｃ ∫ａ

０

Ｇ１２２（ζ，ξ） Ｇ２２２（ζ，ξ）

Ｇ１１２（ζ，ξ） Ｇ２１２（ζ，ξ）

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

Ｂ１（ξ）

Ｂ２（ξ）

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
ｄξ， （１）

式中， ζ 和 ξ 分别表示以裂纹中心为坐标原点，沿裂纹面方向为 ｘ 轴建立的局部坐标系下的场点位置和位错

所在位置； σｉｊ 表示位错在裂纹表面产生的应力；Ｃ 为系数，表示为 Ｃ ＝ ２ μ１ ／ （π（κ１ ＋ １））， 其中 μ１ 和 κ１ 分别

为基体的剪切模量和 Ｋｏｌｏｓｏｖ 常数；ａ 表示裂纹长度； Ｂｋ（ξ）（ｋ ＝ １，２） 表示位错的分布密度； Ｇ ｉｊｋ 表示局部坐

标系下的位错影响系数，可以表示为

　 　

Ｇ１１１（ζ，ξ） Ｇ２１１（ζ，ξ）

Ｇ１２２（ζ，ξ） Ｇ２２２（ζ，ξ）

Ｇ１１２（ζ，ξ） Ｇ２１２（ζ，ξ）

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＝ Ａ∑
２

ｉ ＝ １

Ｇ（ ｉ）
１１１（ｍ，ｎ，ｋ，ｌ） Ｇ（ ｉ）

２１１（ｍ，ｎ，ｋ，ｌ）

Ｇ（ ｉ）
１２２（ｍ，ｎ，ｋ，ｌ） Ｇ（ ｉ）

２２２（ｍ，ｎ，ｋ，ｌ）

Ｇ（ ｉ）
１１２（ｍ，ｎ，ｋ，ｌ） Ｇ（ ｉ）

２１２（ｍ，ｎ，ｋ，ｌ）

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

Ｂ， （２）

其中， （ｍ，ｎ） 和 （ｋ，ｌ） 分别表示全局坐标系下场点位置和位错所在位置，其与从 ｘ 轴正半轴沿逆时针到裂

纹面走过的角度 θ 有关 （ － ９０° ＜ θ ＜ ９０°）；Ａ 和 Ｂ 分别表示为

　 　 Ａ ＝
ｃｏｓ２θ ｓｉｎ２θ ｓｉｎ（２θ）
ｓｉｎ２θ ｃｏｓ２θ － ｓｉｎ（２θ）

－ ｓｉｎ θｃｏｓ θ ｓｉｎ θｃｏｓ θ ｃｏｓ（２θ）

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

， Ｂ ＝
ｃｏｓ θ － ｓｉｎ θ
ｓｉｎ θ ｃｏｓ θ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ． （３）

图 １　 ＤＤＴ 求解表面裂纹示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｓｏｌｖｉｎｇ ａ ｓｕｒｆａｃｅ ｃｒａｃｋ ｕｓｉｎｇ ＤＤＴ

此外， Ｇ（１）
ｉｊｋ 和 Ｇ（２）

ｉｊｋ 表示全局坐标系下位错的半平面影响系数分量［１８，２０］，可以表示为

　 　 Ｇ（１）
１１１（ｍ，ｎ，ｋ，ｌ） ＝ （ｎ － ｌ） － １

ｒ２１
－

２ｘ２
１

ｒ４１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （４ａ）

　 　 Ｇ（１）
１２２（ｍ，ｎ，ｋ，ｌ） ＝ （ｎ － ｌ） － １

ｒ２１
＋

２ｘ２
１

ｒ４１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （４ｂ）
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　 　 Ｇ（１）
１１２（ｍ，ｎ，ｋ，ｌ） ＝ － １

ｒ２１
＋

２ｘ３
１

ｒ４１
， （４ｃ）

　 　 Ｇ（１）
２１１（ｍ，ｎ，ｋ，ｌ） ＝ － １

ｒ２１
＋

２ｘ３
１

ｒ４１
， （４ｄ）

　 　 Ｇ（１）
２２２（ｍ，ｎ，ｋ，ｌ） ＝

３ｘ１

ｒ２１
－

２ｘ３
１

ｒ４１
， （４ｅ）

　 　 Ｇ（１）
２１２（ｍ，ｎ，ｋ，ｌ） ＝ （ｎ － ｌ） － １

ｒ２１
＋

２ｘ２
１

ｒ４１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （４ｆ）

　 　 Ｇ（２）
１１１（ｍ，ｎ，ｋ，ｌ） ＝ （ｎ － ｌ） １

ｒ２２
＋

２ｘ２
２

ｒ４２
－

４ｋｘ２

ｒ４２
＋ ４ｋ２

ｒ４２
＋

１６ｋｘ３
２

ｒ６２
－

１６ｋ２ｘ２
２

ｒ６２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （５ａ）

　 　 Ｇ（２）
１２２（ｍ，ｎ，ｋ，ｌ） ＝ （ｎ － ｌ） １

ｒ２２
－

２ｘ２
２

ｒ４２
＋

１２ｋｘ２

ｒ４２
－ ４ｋ２

ｒ４２
－

１６ｋｘ３
２

ｒ６２
＋

１６ｋ２ｘ２
２

ｒ６２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （５ｂ）

　 　 Ｇ（２）
１１２（ｍ，ｎ，ｋ，ｌ） ＝

ｘ２

ｒ２２
－ ２ｋ

ｒ２２
－

２ｘ３
２

ｒ４２
＋

１６ｋｘ２
２

ｒ４２
－

１２ｋ２ｘ２

ｒ４２
－

１６ｋｘ４
２

ｒ６２
＋

１６ｋ２ｘ３
２

ｒ６２
， （５ｃ）

　 　 Ｇ（２）
２１１（ｍ，ｎ，ｋ，ｌ） ＝

ｘ２

ｒ２２
－ ２ｋ

ｒ２２
－

２ｘ３
２

ｒ４２
－

８ｋｘ２
２

ｒ４２
＋

１２ｋ２ｘ２

ｒ４２
＋

１６ｋｘ４
２

ｒ６２
－

１６ｋ２ｘ３
２

ｒ６２
， （５ｄ）

　 　 Ｇ（２）
２２２（ｍ，ｎ，ｋ，ｌ） ＝

３ｘ２

ｒ２２
－ ２ｋ

ｒ２２
＋

２ｘ３
２

ｒ４２
＋

１６ｋｘ２
２

ｒ４２
－

１２ｋ２ｘ２

ｒ４２
－

１６ｋｘ４
２

ｒ６２
＋

１６ｋ２ｘ３
２

ｒ６２
， （５ｅ）

　 　 Ｇ（２）
２１２（ｍ，ｎ，ｋ，ｌ） ＝ （ｎ － ｌ） １

ｒ２２
－

２ｘ２
２

ｒ４２
－

４ｋｘ２

ｒ４２
＋ ４ｋ２

ｒ４２
＋

１６ｋｘ３
２

ｒ６２
－

１６ｋ２ｘ２
２

ｒ６２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （５ｆ）

其中， ｘ１ ＝ ｍ － ｋ，ｘ２ ＝ ｍ ＋ ｋ，ｒ２１ ＝ ｘ２
１ ＋ （ｎ － ｌ） ２，ｒ２２ ＝ ｘ２

２ ＋ （ｎ － ｌ） ２ ．
从式（４ａ）—（４ｆ）可以看出，当 ｍ ＝ ｋ 时，方程会表现出奇异性，对问题进行数值解析求解存在困难，因此

考虑适用配点法来对问题进行简化求解．首先需要对位错密度函数进行重新考虑，对于表面裂纹而言，其位

错密度函数是一端自由，一端奇异，所以可以重新表示为

　 　

Ｂ（ ｓｉ） ＝ ｗ（ ｓｉ）ϕ（ ｓｉ），

ｗ（ ｓｉ） ＝
１ ＋ ｓｉ
１ － ｓｉ

，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（６）

其中， ϕ（ ｓｉ） 表示新的未知函数； ｓｉ 表示分布在裂纹表面的积分点，可以表示为

　 　 ｓｉ ＝ ｃｏｓ π ２ｉ － １
２Ｎ ＋ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎ， （７）

同时在裂纹表面还存在 Ｎ 个配点ｔｋ， 表示为

　 　 ｔｋ ＝ ｃｏｓ π ２ｋ
２Ｎ ＋ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 ｋ ＝ １，２，…，Ｎ ． （８）

根据式（６）和（８），则表面裂纹表面应力矢量满足的控制方程（１）可以重新表示为

　 　
σ ２２（ ｔｋ，ｓｉ）
σ １２（ ｔｋ，ｓｉ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ ａＣ

２ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
Ｗ（ ｓｉ）

Ｇ１２２（ ｔｋ，ｓｉ） Ｇ２２２（ ｔｋ，ｓｉ）

Ｇ１１２（ ｔｋ，ｓｉ） Ｇ２１２（ ｔｋ，ｓｉ）

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

ϕ１（ ｓｉ）
ϕ２（ ｓｉ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （９）

其中， Ｗ（ ｓｉ） 表示权重，表示为 Ｗ（ ｓｉ） ＝ ２（１ ＋ ｓｉ） ／ （２Ｎ ＋ １） ．

２　 基于 ＮＥＩＭ 的杂质模型的建立

对于由材料内部的杂质引起的材料非线性问题，英国学者 Ｅｓｈｅｌｂｙ 提出了 ＥＩＭ［５，２１］，其基本原理是将杂

质非线性问题分解成两个问题进行求解，一个是在没有杂质的情况下材料内部的均匀材料解；另一个是等效
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夹杂解，将杂质等效成具有本征应变 ε∗ 的杂质问题来处理．然而 ＥＩＭ 在求解任意形状夹杂时存在困难，为
此有学者在 ＥＩＭ 的基础上提出了求解任意形状杂质的 ＮＥＩＭ［１９⁃２０，２２⁃２３］ ．如图 ２ 所示，ＮＥＩＭ 将不规则的杂质离

散成若干的矩形夹杂单元，由于矩形单元的尺寸够小，所以可以假设每个矩形夹杂单元的等效本征应变 ε∗

是均匀的，因此最终的结果可以由所有的矩形夹杂单元进行叠加而得到．

图 ２　 ＮＥＩＭ 求解杂质问题示意图

Ｆｉｇ． ２　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ｓｏｌｖｉｎｇ ｉｎｈｏｍｏｇｅｎｅｉｔｙ ｕｓｉｎｇ ＮＥＩＭ

根据 ＥＩＭ，在每个矩形夹杂单元内部建立等效应力和应变条件：
　 　 Ｃ∗

ｉｊｋｌ（ε ０
ｋｌ ＋ Ｓｋｌｍｎε ｐ

ｍｎ ＋ ε ｋｌ － ε ｐ
ｋｌ） ＝ Ｃ ｉｊｋｌ（ε ０

ｋｌ ＋ Ｓｋｌｍｎε ｐ
ｍｎ ＋ ε ｋｌ － ε ｐ

ｋｌ － ε∗
ｋｌ ），　 　 Ｅ２ ≤ Ｅ１， （１０）

　 　 Ｍ∗
ｉｊｋｌ（σ ０

ｋｌ ＋ Ｔｋｌｍｎε ｐ
ｍｎ ＋ σ ｋｌ） ＝ Ｍｉｊｋｌ（σ ０

ｋｌ ＋ Ｔｋｌｍｎε ｐ
ｍｎ ＋ σ ｋｌ） ＋ ε∗

ｉｊ ，　 　 Ｅ２ ＞ Ｅ１， （１１）
其中， Ｅ１ 和 Ｅ２ 分别是基体和杂质的弹性模量； Ｃ∗

ｉｊｋｌ 和 Ｃ ｉｊｋｌ 分别是杂质和基体材料的刚度模量，而 Ｍ∗
ｉｊｋｌ 和 Ｍｉｊｋｌ

则分别是杂质和基体材料的柔度模量； ε ０
ｋｌ 和 σ ０

ｋｌ 分别是均匀应变解和均匀应力解； ε ｐ
ｍｎ 是材料的初始本征应

变，如热膨胀和相变； ε∗
ｉｊ 是等效本征应变；在式中最重要的量是 Ｓｋｌｍｎ 和 Ｔｋｌｍｎ， 分别为矩形夹杂的 Ｅｓｈｅｌｂｙ 应

变张量和应力张量，以一种新的记号方式［２４⁃２５］可以表示为

　 　 Ｓｉｊｋｌ ＝
－ １

８π（１ － ν １）
{ ｓ（０）ｉｊｋｌ ［ｘ′１０，ｘ′２０；Δ１，Δ２］ ＋ ∑

３

ｚ ＝ １
ｘｚ－１
２ ｓ（ ｚ）ｉｊｋｌ ［ｘ′１０， － ｘ′２０；Δ１，Δ２］ } ， （１２）

　 　 Ｔｉｊｋｌ ＝
－ μ １

４π（１ － ν １）
{ ｔ（０）ｉｊｋｌ ［ｘ′１０，ｘ′２０；Δ１，Δ２］ ＋ ∑

３

ｚ ＝ １
ｘｚ－１
２ ｔ（ ｚ）ｉｊｋｌ ［ｘ′１０， － ｘ′２０；Δ１，Δ２］ } ， （１３）

其中， ｓ（０）ｉｊｋｌ 和 ｔ（０）ｉｊｋｌ 是矩形夹杂的全平面应变和应力分量， ｓ（ ｚ）ｉｊｋｌ 和 ｔ（ ｚ）ｉｊｋｌ 则是与半平面有关的应变和应力分量．上
述分量是可以在先前工作［２６⁃２７］中得到解析解．如图 ２ 所示， （ｘ′１０，ｘ′２０） 是矩形夹杂单元的中心坐标； Δ１ 和 Δ２

则分别是矩形杂质的边长．
在式（１０）和（１１）中还存在由杂质引起的扰动应力 σ ｉｊ 和扰动应变 ε ｉｊ ．它们与等效后的等效本征应变 ε∗

ｉｊ

和应力、应变张量有关：
　 　 σ ｉｊ ＝ Ｔｉｊｋｌε∗

ｋｌ ， （１４）
　 　 ε ｉｊ ＝ Ｓｉｊｋｌε∗

ｋｌ ． （１５）
结合式（１０）—（１５），式中的未知量只有等效本征应变 ε∗

ｉｊ ．当引入确定的均匀材料解时，可以通过式

（１０）和（１１）来不断对等效本征应变进行迭代，直到达到设定的迭代条件．ＮＥＩＭ 可以对多个杂质进行处理且

不受杂质形状复杂性的限制．同时值得注意的是，由于只需要对杂质所在位置进行数值离散，所以避免了计

算时间的赘余．

３　 表面裂纹⁃夹杂模型的耦合

受到沿 ｘ 方向轴向载荷 σ∞
ｉｊ ＝ ［σ∞

１１ 　 ０　 ０］ Ｔ 的基体中存在一段表面裂纹，其长度为 ａ， 起始位置为 （ｘ１，
０）， 与 ｘ 轴正半轴成 θ 角．在杂质不远处存在多个任意形状的杂质 ΩＩ（ Ｉ ＝ １，２，…，ｎ）， 它们具有相同的弹性
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常数 Ｃ∗
ｉｊｋｌ ．基体的弹性常数可以记为 Ｃ ｉｊｋｌ ．针对上述问题，假设由杂质产生的扰动应力和应变记为 σ ｉｊ 和 ε ｉｊ；

由裂纹产生的应力和应变记为 σＣ
ｉｊ 和 εＣ

ｉｊ， 则对于裂纹而言

　 　
σ ２２ ＋ （σ ２２ ＋ σ∞

２２）ｃｏｓ２θ ＋ （σ １１ ＋ σ∞
１１）ｓｉｎ２θ － （σ １２ ＋ σ∞

１２）ｓｉｎ θｃｏｓ θ ＝ ０，

σ １２ ＋ （σ ２２ ＋ σ∞
２２）ｓｉｎ θｃｏｓ θ － （σ １１ ＋ σ∞

１１）ｓｉｎ θｃｏｓ θ ＋ （σ １２ ＋ σ∞
１２）ｃｏｓ２θ ＝ ０；{ （１６）

对于杂质而言

　 　
Ｃ∗

ｉｊｋｌ（ε∞
ｋｌ ＋ εＣ

ｋｌ ＋ ε ｋｌ） ＝ Ｃ ｉｊｋｌ（ε∞
ｋｌ ＋ εＣ

ｋｌ ＋ ε ｋｌ － ε∗
ｋｌ ），

Ｍ∗
ｉｊｋｌ（σ∞

ｋｌ ＋ σＣ
ｋｌ ＋ σ ｋｌ） ＝ Ｍｉｊｋｌ（σ∞

ｋｌ ＋ σＣ
ｋｌ ＋ σ ｋｌ） ＋ ε∗

ｉｊ ．{ （１７）

从而，得到了求解表面裂纹⁃杂质相互作用问题的最终方程．式（１６）中仅存未知量为 σ ｉｊ， 且可以通过式

（１）来进行联立求解．可得到如下矩阵形式的方程：
　 　 Ξ ＝ Ψ × Ｘ， （１８）

其中， Ｘ 为未知量， Ψ为系数矩阵．针对上述线性代数方程组，本文引入共轭梯度法（ｃｏｎｊｕｇａｔｅ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｍｅｔｈ⁃
ｏｄ， ＣＧＭ） ［１９⁃２０，２８］来进行迭代求解．ＣＧＭ 不仅能显著提高计算效率，还能在保证收敛精度的同时有效降低计

算资源消耗．
应力强度因子在刻画裂纹尖端附近应力场的强度断裂起着关键作用．对于表面裂纹，其Ⅰ型和Ⅱ型应力

强度因子可以分别表示为

　 　
ＫⅠ ＝ πａ

２μ １

κ １ ＋ １∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ϕ２，

ＫⅡ ＝ πａ
２μ １

κ １ ＋ １∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ϕ１，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１９）

其无量纲应力强度因子可以表示为： βⅠ，Ⅱ ＝ ＫⅠ，Ⅱ ／ σ ０
　 πａ ．需要注意的是，本模型涉及多次迭代．因此，应力

强度因子及最终应力解必须基于满足迭代收敛条件的收敛参数进行计算．

４　 算　 　 例

４．１　 表面裂纹角度对相互作用产生的影响

裂纹角度与裂纹的起裂和材料强度密切相关，因此本小节考虑不同裂纹角度 θ 对相互作用结果产生的

影响，如图 ３ 所示．基体的弹性模量 Ｅ１ ＝ Ｅ０， Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 ν １ ＝ ν ０， 表面裂纹的起始位置为（０，０），裂纹长度 ａ ＝
ｒ０ ． 为了更好地表征应力场的强度， 选取目标线长度为 ４ｒ０， 目标线中心与 ｙ 轴的距离为 ２ｒ０， 与 ｘ 轴的距离

为 １．５ｒ０ ．
表 １　 不同裂纹角度 θ 得到的无量纲应力强度因子

Ｔａｂｌｅ １　 Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒｓ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｒａｃｋ ａｎｇｌｅｓ θ

　
θ ＝ － ４５°

ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ＦＥＭ ｅｒｒｏｒ ／ ％

θ ＝ ９０°

ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ＦＥＭ ｅｒｒｏｒ ／ ％

θ ＝ ４５°

ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ＦＥＭ ｅｒｒｏｒ ／ ％
βⅠ １．２５０ １．２５１ ０．０９４ １．９８８ ２．００２ ０．７２０ １．２５０ １．２５３ ０．２５４
βⅡ ０．６４６ ０．６５２ ０．８４８ ０ ０ ０ －０．６４６ －０．６４７ ０．１４３

　 　 裂纹角度 θ 在－４５°，９０°和 ４５°之间变化，本文得到的不同裂纹角度下无量纲应力强度因子与有限元模

型对比列于表 １，沿目标线的无量纲应力场分量 σ ｉｊ ／ σ ０ 如图 ４ 所示．从表 １ 可以看出，无论在何种情况下，由
本文得到的应力强度因子与有限元得到的无量纲应力强度因子误差都小于 １％， 这极大地说明了应用 ＤＤＴ
求解裂纹模型的适用性和准确性， 同样说明了本文解的有效性．随着裂纹角度从－４５°变化到 ９０°（－９０°）时，
裂纹尖端的Ⅰ型应力强度因子变大， 而Ⅱ型应力强度因子则变小； 从 ９０°（－９０°）变化到 ４５°时， 裂纹尖端的

Ⅰ型应力强度因子变小，Ⅱ型应力强度因子呈现出负值，但其绝对值逐渐增大．由于对称性，４５°和－４５°下裂

纹应力强度因子的绝对值是相同的．
从图 ４ 可以看出，相比起其他角度，当裂纹与目标线的距离最接近时 （θ ＝ ９０°），目标线出现强烈的应力

扰动；与 σ ２２ ／ σ ０ 应力峰值出现在 ｘ ／ ｒ０ ＝ ０ 相比， σ １１ ／ σ ０ 和 σ １２ ／ σ ０ 的应力峰值则在 ｘ ／ ｒ０ ＝ ０ 右侧区域．相比于
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θ ＝ ９０°，θ ＝ ４５° 和 θ ＝ － ４５° 的应力峰值明显降低．

图 ３　 不同角度的表面裂纹示意图

Ｆｉｇ． ３　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ｓｕｒｆａｃｅ ｃｒａｃｋｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ａｎｇｌｅｓ

图 ４　 不同裂纹角度下得到的沿目标线的应力场 σ ｉｊ ／ σ０

Ｆｉｇ． ４　 Ｓｔｒｅｓｓ ｆｉｅｌｄ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ σ ｉｊ ／ σ０ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｔａｒｇｅｔ ｌｉｎｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ ｖａｒｉｏｕｓ ｃｒａｃｋ ａｎｇｌｅｓ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

４．２　 杂质材质对相互作用结果的影响

本小节考虑杂质材质对杂质和表面裂纹相互作用结果产生的影响．如图 ５ 所示，表面裂纹的起始位置为

（０，０），裂纹角度固定为 θ ＝ － ４５°； 杂质为矩形杂质，边长 ｌ ＝ ｒ０， 杂质中心与自由表面的距离为 ｈ ＝ １．５ｒ０，与
ｙ 轴的距离为 ｓ ＝ ２ｒ０ ．目标线选取与上一小节一致．
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图 ５　 角度为－４５°的表面裂纹与矩形杂质相互作用示意图

Ｆｉｇ． ５　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ａ －４５° ｓｕｒｆａｃｅ ｃｒａｃｋ ａｎｄ ａ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｉｎｈｏｍｏｇｅｎｅｉｔｙ

表 ２　 不同弹性模量比 Ｅ２ ／ Ｅ１ 下得到的无量纲应力强度因子

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒｓ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ ｒａｔｉｏｓ Ｅ２ ／ Ｅ１

　
Ｅ２ ／ Ｅ１ ＝ ２

ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ＦＥＭ ｅｒｒｏｒ ／ ％

Ｅ２ ／ Ｅ１ ＝ １

ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ＦＥＭ ｅｒｒｏｒ ／ ％

Ｅ２ ／ Ｅ１ ＝ ０．５

ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ＦＥＭ ｅｒｒｏｒ ／ ％
βⅠ １．０６１ １．０８１ １．８３１ １．２５０ １．２５１ ０．０９４ １．４６４ １．５１３ ３．２３１
βⅡ ０．６５８ ０．６７５ ２．６３４ ０．６４６ ０．６５２ ０．８４８ ０．５９１ ０．６１８ ４．３３４

　 　 杂质与基体的弹性模量比 Ｅ２ ／ Ｅ１ 在 ０．５，１，２ 之间变化．本小节得到的不同弹性模量比下无量纲应力强度

因子与有限元模型对比列于表 ２．从表 ２ 中可以看出，无论在何种情况下，由本文得到的应力强度因子与有限

元得到的无量纲应力强度因子误差都小于 ４．５％，验证了本文解的有效性．
当裂纹的角度固定时 （θ ＝ － ４５°）， 随着弹性模量比的减小，Ⅰ型应力强度因子 βⅠ 增大，而Ⅱ型应力强

度因子 βⅡ 则随之减小．相比于 Ｅ２ ／ Ｅ１ ＝ １，Ｅ２ ／ Ｅ１ ＝ ２ 使得 βⅠ 减小了约 １５．１％，使得 βⅡ 增大了约 １．８％；而
Ｅ２ ／ Ｅ１ ＝ ０．５ 使得 βⅠ 增大了约 １７．２％，使得 βⅡ 减小了约 ８．５％．这表明不论是何种情况，都是对Ⅰ型应力强度

因子的影响远大于Ⅱ型应力强度因子的影响．
图 ６ 给出了沿目标线的无量纲应力场 σ ｉｊ ／ σ ０ ．实线代表本文计算结果，符号表示有限元的结果，可以看

出本文解与有限元解具有较好的吻合度．随着杂质与基体的弹性模量比 Ｅ２ ／ Ｅ１ 降低， σ １１ ／ σ ０ 也随之降低．相
比于无裂纹时的情况，裂纹的存在导致 σ ２２ ／ σ ０ 原本在杂质左侧出现的阶跃消失，而在右侧仍然存在，说明由

于裂纹的存在导致的材料非线性效应远强于此时杂质导致的．对于 σ １２ ／ σ ０， 无论何种情况，都呈现出先增后

减达到最小值之后继续增加的现象．并且相对于 σ １１ ／ σ ０ 和 σ ２２ ／ σ ０，σ １２ ／ σ ０ 要更小．对于 σ １１ 和 σ １２ 没有阶跃，
而 σ ２２ 有阶跃，是因为矩形杂质在受到沿 ｘ 轴方向的载荷时，根据连续性控制方程，界面处沿法向的正应力

σ ２２ ／ σ ０ 需满足应力平衡条件，而 σ １２ ／ σ ０ 和 σ １１ ／ σ ０ 由于位移连续性和单轴载荷方向的特性，可以保持平滑连

续，不产生明显阶跃．
４．３　 杂质位置对相互作用结果的影响

本小节考虑不同杂质离自由表面的位置对相互作用结果产生的影响，如图 ７ 所示．表面裂纹设置与 ４．２
小节一致．杂质选取为圆形杂质，其半径 ｒ ＝ ｒ０， 杂质中心与自由表面的距离为 ｈ０， 杂质不断沿着 ｙ 轴远离自

由表面方向移动．杂质和基体的弹性模量比 Ｅ２ ／ Ｅ１ ＝ ２， Ｐｏｉｓｓｏｎ 比相同．为了描述沿 ｙ 轴的应力分布状态，选
取了竖直的目标线，长度为 ４ｒ０， 与 ｙ 轴的距离为 ２ｒ０， 即目标线经过杂质中心．

考虑杂质与自由边界的距离 ｈ０ ／ ｒ０ 分别为 １．０，１．５ 和 ２．０，从而可以得到裂纹右侧的无量纲应力强度因子
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βⅠ 和 βⅡ 如表 ３ 所示．可以看出，由本文得到的无量纲应力强度因子与有限元得到的无量纲应力强度因子误

差都小于 ３％，说明了本文解的有效性．

图 ６　 不同弹性模量比 Ｅ２ ／ Ｅ１ 下得到的沿目标线的应力场 σ ｉｊ ／ σ０

Ｆｉｇ． ６　 Ｓｔｒｅｓｓ ｆｉｅｌｄ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ σ ｉｊ ／ σ０ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｔａｒｇｅｔ ｌｉｎｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ ｒａｔｉｏｓ Ｅ２ ／ Ｅ１

表 ３　 不同杂质与自由边界的距离 ｈ０ ／ ｒ０ 下得到的无量纲应力强度因子

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒｓ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｄｉｓｔａｎｃｅｓ

ｈ０ ／ ｒ０ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｉｎｈｏｍｏｇｅｎｅｉｔｙ ｔｏ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｓｕｒｆａｃｅ

　
ｈ０ ／ ｒ０ ＝ １．０

ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ＦＥＭ ｅｒｒｏｒ ／ ％

ｈ０ ／ ｒ０ ＝ １．５

ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ＦＥＭ ｅｒｒｏｒ ／ ％

ｈ０ ／ ｒ０ ＝ ２．０

ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ＦＥＭ ｅｒｒｏｒ ／ ％
βⅠ １．１２３ １．１４９ ２．１３３ １．０６７ １．０９９ ２．８８４ １．１０７ １．１３５ ２．４５９
βⅡ ０．６９４ ０．７０４ １．４５８ ０．６２６ ０．６４２ ２．４７９ ０．５９８ ０．６１０ １．９６８

　 　 裂纹尖端的Ⅱ型裂纹应力强度因子 βⅡ 随着杂质与自由边界的距离变大而减小，相比于 ｈ０ ／ ｒ０ ＝ １．０，
ｈ０ ／ ｒ０ ＝ １．５ 和 ｈ０ ／ ｒ０ ＝ ２．０ 分别使得Ⅱ型裂纹应力强度因子减小了约 ９．８％和 １３．８％．而Ⅰ型裂纹应力强度因子

βⅠ 的值随之先减小后增大，这是由于裂纹尖端距离杂质中心位置的变化而导致的．但是相比于 ｈ０ ／ ｒ０ ＝ １．０，
ｈ０ ／ ｒ０ ＝ １．５ 和 ｈ０ ／ ｒ０ ＝ ２．０ 使得Ⅰ型裂纹应力强度因子减小了约 ５．０％和 １．４％．

图 ８ 给出了不同位置 ｈ０ ／ ｒ０ 的杂质与表面裂纹相互作用下沿目标线的无量纲应力场 σ ｉｊ ／ σ ０ ．实线代表本

文计算结果， 符号表示有限元结果， 可以看出本文解与有限元解具有较好的吻合度． 值得注意的是在本次

算例中， 有限元网格数量分别是 ５１ ６００（ｈ０ ／ ｒ０ ＝ １．０）， ５２ １４６（ｈ０ ／ ｒ０ ＝ １．５） 和 ５４ ２９９（ｈ０ ／ ｒ０ ＝ ２．０），而本文程

序划分网格数量为 １６ ３８４（１２８×１２８）， 这大大减少了内存消耗的同时保证了准确性． 在杂质从 ｈ０ ／ ｒ０ ＝ １．０ 移

动到 ｈ０ ／ ｒ０ ＝ ２．０ 过程中，可以看到 σ １１ ／ σ ０ 和 σ １２ ／ σ ０ 的峰值应力在下降， 然而 σ ２２ ／ σ ０ 的应力峰值显著增强．
相较于图 ６，图 ８ 表现出不同的阶跃形式 （σ １２ 没有阶跃，而 σ １１ 和 σ ２２ 都有阶跃），是因为界面处沿法向的正
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应力需满足应力平衡条件，而圆形杂质界面法向分量在 ｘ，ｙ 两个方向都有分量，因此 σ １１ ／ σ ０ 和 σ ２２ ／ σ ０ 均出

现阶跃．而剪应力 σ １２ ／ σ ０ 与法向平行位移变化相关， 在单轴载荷和目标线方向下变化较平滑， 因此不出现

阶跃．

图 ７　 角度为－４５°的表面裂纹与不同位置的圆形杂质相互作用示意图

Ｆｉｇ． ７　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ａ －４５° ｓｕｒｆａｃｅ ｃｒａｃｋ ａｎｄ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｉｎｈｏｍｏｇｅｎｅｉｔｉｅｓ ｉｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐｏｓｉｔｉｏｎｓ

图 ８　 不同位置 ｈ０ ／ ｒ０ 的杂质与表面裂纹相互作用下得到的沿目标线的应力场 σ ｉｊ ／ σ０

Ｆｉｇ． ８　 Ｓｔｒｅｓｓ ｆｉｅｌｄ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ σ ｉｊ ／ σ０ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｔａｒｇｅｔ ｌｉｎｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ａ

ｓｕｒｆａｃｅ ｃｒａｃｋ ａｎｄ ａｎ ｉｎｈｏｍｏｇｅｎｅｉｔｙ ａｔ ｖａｒｉｏｕｓ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｒａｔｉｏｓ ｈ０ ／ ｒ０

７８９第 ８ 期　 　 杨博政，等： 表面裂纹与任意杂质相互作用的半解析研究：裂纹角度、杂质材质与位置效应的系统分析



５　 结　 　 论

１） 本文提出的 ＮＥＩＭ⁃ＤＤＴ 耦合半解析方法能够高效、精确地描述半平面中表面裂纹与任意形状杂质的

相互作用．与有限元计算结果对比表明，该方法的应力强度因子误差小于 ４．５％，验证了其可靠性与适用性．
２） 裂纹角度改变会引起应力场分布的不对称性，尤其在倾斜裂纹情况下，剪切应力扰动增强．
３） 杂质材料性质对裂纹尖端应力强度因子影响显著．硬杂质对Ⅰ型应力强度因子具有明显的屏蔽作

用， 而对Ⅱ型应力强度因子则表现出放大效应； 相反， 软杂质使Ⅰ型应力强度因子增强、 Ⅱ型应力强度因

子减弱．
４） 杂质位置效应表明，随着杂质逐渐远离自由边界，裂纹尖端的应力强度因子逐步减小，表明自由表面

对裂纹⁃杂质耦合的局部应力分布具有显著影响．当杂质靠近自由边界时，界面约束效应增强，裂尖应力集中

加剧．
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