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摘要：　 本文研究一类具有不确定参数与混合时滞的惯性忆阻神经网络的精度预分配有限时间同步问题．通过设计

事件触发控制器及事件触发条件，利用降阶法，将惯性系统转换为一阶系统，确定了转化后一阶系统的误差系统绝

对值的一个上界，并借助反证法与积分法推导出了惯性系统实现精度预分配有限时间指数同步的判据，进一步利

用积分不等式证明了系统不存在 Ｚｅｎｏ 行为，最终通过数值算例与图像加密、解密应用验证了结果的有效性．

关　 键　 词：　 混合时滞；　 不确定参数；　 惯性忆阻神经网络；　 有限时间指数同步；　 事件触发控制器
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０　 引　 　 言

近年来，神经网络已成为众多学科与工程领域的研究热点．神经网络是一种受人脑结构启发的计算模
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型，具有强大的非线性建模能力、特征学习和高度的并行性，它复杂的混沌特性使其在不同情况下表现出复

杂的动力学行为，因此神经网络在诸多前沿领域中有着广泛的应用，例如图像处理［１］、自主导航［２］、联想记

忆［３］等领域．
忆阻器，全称为记忆电阻器，它是一种能够记忆过去流经自己的电荷量的电阻元件，其阻值由流经它的

历史电流所决定．２０ 世纪 ７０ 年代初，加州大学伯克利分校的工程师 Ｃｈｕａ 在系统推导四个基本电路变量之间

的六种可能关系时，发现磁通量与电荷之间的关系尚未被定义．基于这一理论分析，他在其开创性论文中提

出了第四种基本二端电路元件，并将其命名为忆阻器［４］ ．利用忆阻器模拟生物突触所建立的人工神经网络称

为忆阻神经网络，研究其复杂的动力学行为已成为人工智能领域的热点问题［５⁃６］ ．
以往对神经网络的研究主要集中在传统的一阶模型上，如细胞神经网络［７⁃９］、Ｈｏｐｆｉｅｌｄ［１０⁃１１］ 神经网络和

Ｃｏｈｅｎ⁃Ｇｒｏｓｓｂｅｒｇ 神经网络［１２⁃１４］等．Ｂａｂｃｏｃｋ 等［１５］将电感器引入神经网络中，构造出惯性神经网络并采用二阶

微分方程来描述不同于一阶微分方程的神经网络模型，惯性神经网络具有更复杂的动力学行为，并且可以用

于混沌和分岔控制［１６］ ．在忆阻神经网络中引入惯性项能够增强系统的瞬态性能与鲁棒性，更好地反映生物

神经网络的特性，例如，Ｌｉ 等［１７］研究了比例时滞惯性忆阻神经网络的全局多项式镇定问题．采用非降阶法，
通过设计合适的参数可调的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 泛函并结合不等式技巧，得到了全局多项式镇定的代数判据．Ｒａｋ⁃
ｋｉｙａｐｐａｎ 等［１８］利用平均脉冲间隔方法研究了一类具有时滞的惯性忆阻神经网络的脉冲同步问题，通过微分

包含理论、平均脉冲空间法，得到了脉冲控制技术下指数同步的充分条件．
在惯性忆阻神经网络中引入事件触发机制，能有效削减网络传输负载，提高资源利用率．这一方法对于

研究系统动力学行为、提升系统能效具有重要价值，尤其适用于资源受限的分布式系统、嵌入式平台等实际

场景．近年来，该方向研究已取得显著进展．例如，Ｊｉａｎｇ 等［１９］设计了自适应事件触发控制器，实现了惯性时滞

忆阻神经网络的准同步和指数同步，在保证控制精度的同时动态减少了触发次数．Ｙａｏ 等［２０］则采用降阶法与

事件触发策略相结合的方式，研究了在参数扰动下惯性忆阻神经网络的鲁棒指数同步问题，证明了该方法在

模型不确定性下的有效性．这些工作拓展了事件触发控制在二阶忆阻系统中的应用，并为实际工程中的资源

优化提供了理论参考．目前基于事件触发机制对于惯性忆阻神经网络系统的研究成果，大部分都是采用 Ｌｙａ⁃
ｐｕｎｏｖ 函数法进行研究，采用其他证明方法的研究成果较少．因此，本文将事件触发机制、反证法、降阶法相结

合的全新方法引入到惯性忆阻神经网络系统中，分析目标系统的同步问题，丰富了目前的研究成果．本文的

主要创新点如下：
１） 将精度预分配同步定理推广到了模型更复杂的惯性系统，并且引入了事件触发控制器，提高了控制

效率．
２） 通过设计事件触发控制器及事件触发条件，结合降阶法、反证法与积分法得到了惯性系统实现精度

预分配有限时间指数同步的判据，并将所得结果应用于图像的加密解密．

１　 预 备 知 识

考虑如下具有混合时滞与不确定参数的惯性忆阻神经网络：

　 　

ｘｉ（ ｔ） ＝ － νｉｘｉ（ ｔ） ＋ φｉ（ｘｉ（ ｔ － πｉ（ ｔ））） ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［ａｉｊ（ｘｉ（ ｔ）） ＋ Δａｉｊ（ ｔ）］ｐ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ）） ＋

　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［ｂｉｊ（ｘｉ（ ｔ）） ＋ Δｂｉｊ（ ｔ）］ｑ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ － τｉｊ（ ｔ））） ＋

　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［ｃｉｊ（ｘｉ（ ｔ）） ＋ Δｃｉｊ（ ｔ）］ ∫ｔ

ｔ －ｄｉｊ（ ｔ）
ｈ ｊ（ｘ ｊ（ ｓ））ｄｓ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｓｉｊｘ ｊ（ ｔ － εｉｊ），

ｘｉ（ ｓ） ＝ ηｉ（ ｓ）， ｘｉ（ ｓ） ＝ η∗
ｉ （ ｓ），　 　 ｓ ∈ ［ － σ，０］， ｉ ∈ ｛１，２，…，ｎ｝，

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

（１）

式中 ｎ 表示神经元的数量， ｘｉ（ ｔ） ∈ Ｒ 表示系统的状态变量， ｐ ｊ（·），ｑ ｊ（·），ｈ ｊ（·） ∈ Ｃ（Ｒ，Ｒ） 表示激活函数，
ν ｉ 表示自反馈常数， 且满足 ν ｉ ＞ １， φ ｉ（·） ∈ Ｃ（Ｒ，Ｒ） 表示自信号函数， ０ ≤ π ｉ（ ｔ） ≤ π ｉ， ０ ≤ τ ｉｊ（ ｔ） ≤ τ ｉｊ，
０ ≤ ｄｉｊ（ ｔ） ≤ ｄｉｊ，ε ｉｊ ＞ ０ 分别表示泄漏时滞、传输时滞、分布时滞以及中性时滞，其中 π ｉ，τ ｉｊ，ｄｉｊ ＞ ０，ｓｉｊ ∈ Ｒ，
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π ＝ ｍａｘ１≤ｉ≤ｎπ ｉ，τ ＝ ｍａｘ１≤ｉ，ｊ≤ｎτ ｉｊ，ｄ ＝ ｍａｘ１≤ｉ，ｊ≤ｎｄｉｊ，ε ＝ ｍａｘ１≤ｉ，ｊ≤ｎε ｉｊ，σ ＝ ｍａｘ｛π，τ，ｄ，ε｝，Δａｉｊ（ ｔ），Δｂｉｊ（ ｔ），
Δｃｉｊ（ ｔ） 表示不确定参数，忆阻连接权重

　 　 ａｉｊ（ｘｉ（ ｔ）） ＝
ａˇ
ｉｊ，　 　 ｜ ｘｉ（ ｔ） ｜ ＞ ω ｉ，

ａ＾
ｉｊ，　 　 ｜ ｘｉ（ ｔ） ｜ ≤ ω ｉ，

{ ｂｉｊ（ｘｉ（ ｔ）） ＝
ｂˇ
ｉｊ，　 　 ｜ ｘｉ（ ｔ） ｜ ＞ ω ｉ，

ｂ＾
ｉｊ，　 　 ｜ ｘｉ（ ｔ） ｜ ≤ ω ｉ，

{
　 　 ｃｉｊ（ｘｉ（ ｔ）） ＝

ｃˇｉｊ，　 　 ｜ ｘｉ（ ｔ） ｜ ＞ ｉ，

ｃ＾ｉｊ，　 　 ｜ ｘｉ（ ｔ） ｜ ≤ ｉ，{
其中 ω ｉ ＞ ０ 为阈值常数， ａˇ

ｉｊ，ａ＾
ｉｊ，ｂˇ

ｉｊ，ｂ＾
ｉｊ，ｃˇｉｊ，ｃ＾ｉｊ 为已知常数，记 ａ－ ｉｊ ＝ｍａｘ｛ ｜ ａˇ

ｉｊ ｜ ， ｜ ａ＾
ｉｊ ｜ ｝，ｂ

－

ｉｊ ＝ｍａｘ｛ ｜ ｂˇ
ｉｊ ｜ ， ｜ ｂ＾

ｉｊ ｜ ｝，
ｃ－ ｉｊ ＝ ｍａｘ｛ ｜ ｃˇｉｊ ｜ ， ｜ ｃ＾ｉｊ ｜ ｝ ．

将系统（１）作为驱动系统，相应的响应系统为

　 　

ｙｉ（ ｔ） ＝ － ν ｉｙｉ（ ｔ） ＋ φ ｉ（ｙｉ（ ｔ － π ｉ（ ｔ））） ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［ａｉｊ（ｙｉ（ ｔ）） ＋ Δａｉｊ（ ｔ）］ｐ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） ＋

　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［ｂｉｊ（ｙｉ（ ｔ）） ＋ Δｂｉｊ（ ｔ）］ｑ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ － τ ｉｊ（ ｔ））） ＋

　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［ｃｉｊ（ｙｉ（ ｔ）） ＋ Δｃｉｊ（ ｔ）］ ∫ｔ

ｔ －ｄｉｊ（ ｔ）
ｈ ｊ（ｙ ｊ（ ｓ））ｄｓ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｓｉｊｙ ｊ（ ｔ － ε ｉｊ） ＋ ｕｉ（ ｔ），

ｙｉ（ ｓ） ＝ ψ ｉ（ ｓ）， ｙｉ（ ｓ） ＝ ψ∗
ｉ （ ｓ），　 　 ｓ ∈ ［ － σ，０］， ｉ ∈ ｛１，２，…，ｎ｝，

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

（２）

其中 ｕｉ（ ｔ） ∈ Ｒ 表示控制器输入．
系统（１）与（２）之间的误差系统可表示为： ｍｉ（ ｔ） ＝ ｙｉ（ ｔ） － ｘｉ（ ｔ）， 误差系统的初值可表示为

　 　 ｍｉ（ ｓ） ＝ ϕｉ（ ｓ）， ｍｉ（ ｓ） ＝ ϕ∗
ｉ （ ｓ），　 　 ｓ ∈ ［ － σ，０］， ｉ ∈ ｛１，２，…，ｎ｝ ．

假设 １［２１］ 　 假设激活函数 ｐ ｊ（·）， ｑ ｊ（·）， ｈ ｊ（·） 满足： ｜ ｐ ｊ（·） ｜ ≤ Ｐ ｊ， ｜ ｐ ｊ（ｘ） － ｐ ｊ（ｙ） ｜ ≤ Ｌｐ ｊ ｜ ｘ － ｙ ｜ ，
｜ ｑ ｊ（·） ｜ ≤ Ｑ ｊ， ｜ ｑ ｊ（ｘ） － ｑ ｊ（ｙ） ｜ ≤ Ｌｑ ｊ ｜ ｘ － ｙ ｜ ， ｜ ｈ ｊ（·） ｜ ≤ Ｈ ｊ， ｜ ｈ ｊ（ｘ） － ｈ ｊ（ｙ） ｜ ≤ Ｌｈｊ ｜ ｘ － ｙ ｜ ，∀ｊ ＝ １，２，
…，ｎ， 其中 Ｐ ｊ，Ｑ ｊ，Ｈ ｊ，Ｌｐ ｊ，Ｌｑ ｊ，Ｌｈｊ ∈ Ｒ ＋ 为常数．

假设 ２［２１］ 　 假设自信号函数 φ ｉ（·）： ｜ φ ｊ（ｘ） － φ ｊ（ｙ） ｜ ≤ Ｌφ ｊ
｜ ｘ － ｙ ｜ ，∀ｘ，ｙ ∈ Ｒ，∀ｊ ＝ １，２，…，ｎ， 其中

Ｌφ ｊ
∈ Ｒ ＋ 为常数．
假设 ３［２２］ 　 假设不确定参数 Δａｉｊ（ ｔ），Δｂｉｊ（ ｔ），Δｃｉｊ（ ｔ） 满足： ｜Δａｉｊ（ ｔ） ｜ ≤ ａ∗

ｉｊ ， ｜Δｂｉｊ（ ｔ） ｜ ≤ ｂ∗
ｉｊ ， ｜Δｃｉｊ（ ｔ） ｜ ≤

ｃ∗ｉｊ ，∀ｔ ≥－ σ， 其中 ａ∗
ｉｊ ，ｂ∗

ｉｊ ，ｃ∗ｉｊ ∈ Ｒ ＋ 为常数．

２　 主 要 结 果

本节设计如下事件触发控制器：
　 　 ｕｉ（ ｔ） ＝ － Ｋ ｉ（ｍｉ（ ｔｋ） ＋ ν ｉｍｉ（ ｔｋ））， （３）

其中 ｔ ∈ ［ ｔｋ，ｔｋ＋１），ｔｋ 为事件触发时刻， Ｋ ｉ 为控制参数．
定义测量误差为

　 　 􀆠ｉ（ ｔ） ＝ ｍｉ（ ｔｋ） ＋ ν ｉｍｉ（ ｔｋ） － ｍｉ（ ｔ） － ν ｉｍｉ（ ｔ） ． （４）
事件触发条件设置为

　 　 ｜ 􀆠ｉ（ ｔ） ｜ ≤ ｒ ｜ ｍｉ（ ｔ） ＋ ν ｉｍｉ（ ｔ） ｜ ，　 　 ０ ＜ ｒ ＜ １． （５）
为了方便后续的证明对误差系统进行降阶，令
　 　 Ｇ ｉ（ ｔ） ＝ ｍｉ（ ｔ） ＋ ν ｉｍｉ（ ｔ），
　 　 Φｉ（ ｔ） ＝ φ ｉ（ｙｉ（ ｔ － π ｉ（ ｔ））） － φ ｉ（ｘｉ（ ｔ － π ｉ（ ｔ））） ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｛［ａｉｊ（ｙｉ（ ｔ）） － ａｉｊ（ｘｉ（ ｔ））］ｐ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） ＋ ［ａｉｊ（ｘｉ（ ｔ）） ＋ Δａｉｊ（ ｔ）］［ｐ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ）） － ｐ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ））］｝ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｛［ｂｉｊ（ｙｉ（ ｔ）） － ｂｉｊ（ｘｉ（ ｔ））］ｑ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ － τ ｉｊ（ ｔ））） ＋
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　 　 　 　 ［ｂｉｊ（ｘｉ（ ｔ）） ＋ Δｂｉｊ（ ｔ）］［ｑ ｊ（ｙ ｊ（ ｔ － τ ｉｊ（ ｔ））） － ｑ ｊ（ｘ ｊ（ ｔ － τ ｉｊ（ ｔ）））］｝ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［ｃｉｊ（ｙｉ（ ｔ）） － ｃｉｊ（ｘｉ（ ｔ））］ ∫ｔ

ｔ －ｄｉｊ（ ｔ）
ｈ ｊ（ｙ ｊ（ ｓ））ｄｓ ＋

　 　 　 　 ［ｃｉｊ（ｘｉ（ ｔ）） ＋ Δｃｉｊ（ ｔ）］ ∫ｔ
ｔ －ｄｉｊ（ ｔ）

［ｈ ｊ（ｙ ｊ（ ｓ）） － ｈ ｊ（ｘ ｊ（ ｓ））］ｄｓ，

则误差系统可表示为

　 　 Ｇ ｉ（ ｔ） ＝ Φｉ（ ｔ） ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｓｉｊｍ ｊ（ ｔ － ε ｉｊ） ＋ ｕｉ（ ｔ）， （６）

初值为 Ｇ ｉ（ ｔ） ＝ ϕ∗
ｉ （ ｓ） ＋ νϕｉ（ ｓ） ．

定理 １　 若事件触发条件（５）以及假设 １—３ 成立，则系统（６）的解满足

　 　 ｜ Ｇ ｉ（ ｔ） ｜ ≤ ∑
８

ｌ ＝ １
Υｉｌ（ ｔ） ＋

Ｕｉ

Ｋ ｉ
，　 　 ｉ ∈ ｛１，２，…，ｎ｝， ｔ ≥－ σ， （７）

其中

　 　 Ｕｉ ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ａˇ

ｉｊ － ａ＾
ｉｊ ｜ Ｐ ｊ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｂˇ

ｉｊ － ｂ＾
ｉｊ ｜ Ｑ ｊ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｃˇｉｊ － ｃ＾ｉｊ ｜ ｄＨ ｊ，

　 　 Υｉ１（ ｔ） ＝ ｅ －ＫｉｔΓ (１ ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｓｉｊ ｜ )， Υｉ２（ ｔ） ＝ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｓｉｊ ｜ ｜ ｍ ｊ（ ｔ － ε ｉｊ） ｜ ，

　 　 Υｉ３（ ｔ） ＝ ∫ｔ
０
ｅＫｉ（ ｓ－ｔ）Ｋ ｉｒ ｜ Ｇ ｉ（ ｓ） ｜ ｄｓ， Υｉ４（ ｔ） ＝ ∫ｔ

０
ｅＫｉ（ ｓ－ｔ） ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｓｉｊｍ ｊ（ ｓ － ε ｉｊ） ｄｓ，

　 　 Υｉ５（ ｔ） ＝ ∫ｔ
０
ｅＫｉ（ ｓ－ｔ）Ｌφ ｉ

｜ ｍｉ（ ｓ － π ｉ（ ｓ）） ｜ ｄｓ， Υｉ６（ ｔ） ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（ａ－ ｉｊ ＋ ａ∗

ｉｊ ）Ｌｐ ｊ ∫
ｔ

０
ｅＫｉ（ ｓ－ｔ） ｜ ｍ ｊ（ ｓ） ｜ ｄｓ，

　 　 Υｉ７（ ｔ） ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（ｂ

－

ｉｊ ＋ ｂ∗
ｉｊ ）Ｌｑ ｊ ∫

ｔ

０
ｅＫｉ（ ｓ－ｔ） ｜ ｍ ｊ（ ｓ － τ ｉｊ（ ｓ）） ｜ ｄｓ，

　 　 Υｉ８（ ｔ） ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（ｃ－ ｉｊ ＋ ｃ∗ｉｊ ）Ｌｈｊ ∫

ｔ

０
ｅＫｉ（ ｓ－ｔ） ∫ｓ

ｓ－ ｄ
｜ ｍ ｊ（ξ） ｜ ｄξ( ) ｄｓ ．

证明　 首先，令 ｇｉ（ ｔ） ＝ Ｇ ｉ（ ｔ） － ∑ ｎ

ｊ ＝ １
ｓｉｊｍ ｊ（ ｔ － ε ｉｊ）， 并对 ｜ ｇｉ（ ｔ） ｜ 沿着系统（６）求右上 Ｄｉｎｉ 导数可得

　 　 Ｄ ＋ ｇｉ（ ｔ） ＝ ｓｇｎ (Ｇ ｉ（ ｔ） － ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｓｉｊｍ ｊ（ ｔ － ε ｉｊ） )（Φｉ（ ｔ） ＋ ｕｉ（ ｔ））， （８）

　 　 Ｄ ＋ （ｅＫｉｔ ｇｉ（ ｔ） ） ＝ Ｋ ｉｅＫｉｔ ｇｉ（ ｔ） ＋ ｅＫｉｔｓｇｎ（ｇｉ（ ｔ））（Φｉ（ ｔ） ＋ ｕｉ（ ｔ）） ． （９）
由假设 １—３ 以及时滞的有界性可得

　 　 Ｄ ＋ （ｅＫｉｔ ｜ ｇｉ（ ｔ） ｜ ） ≤ ｅＫｉｔ {Ｋ ｉ ｜ ｇｉ（ ｔ） ｜ ＋ ｓｇｎ（ｇｉ（ ｔ））ｕｉ（ ｔ） ＋ Ｌφ ｉ
｜ ｍｉ（ ｔ － π ｉ（ ｔ）） ｜ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［ ｜ ａｉｊ（ｙｉ（ ｔ）） － ａｉｊ（ｘｉ（ ｔ）） ｜ Ｐ ｊ ＋ （ａ－ ｉｊ ＋ ａ∗

ｉｊ ）Ｌｐ ｊ ｜ ｍ ｊ（ ｔ） ｜ ］ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［ ｜ ｂｉｊ（ｙｉ（ ｔ）） － ｂｉｊ（ｘｉ（ ｔ）） ｜ Ｑ ｊ ＋ （ｂ

－

ｉｊ ＋ ｂ∗
ｉｊ ）Ｌｑ ｊ ｜ ｍ ｊ（ ｔ － τ ｉｊ（ ｔ）） ｜ ］ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
[ ｜ ｃｉｊ（ｙｉ（ ｔ）） － ｃｉｊ（ｘｉ（ ｔ）） ｜ ｄＨ ｊ ＋ （ｃ－ ｉｊ ＋ ｃ∗ｉｊ ）Ｌｈｊ ∫

ｔ

ｔ － ｄ
｜ ｍ ｊ（ ｓ） ｜ ｄｓ ] } ． （１０）

由绝对值不等式以及事件触发条件（５）可得

　 　 Ｋ ｉ ｜ ｇｉ（ ｔ） ｜ ＋ ｓｇｎ（ｇｉ（ ｔ））ｕｉ（ ｔ） ＝ ｓｇｎ（ｇｉ（ ｔ））（Ｋ ｉｇｉ（ ｔ） ＋ ｕｉ（ ｔ）） ≤

　 　 　 　 Ｋ ｉ Ｇ ｉ（ ｔ） － Ｇ ｉ（ ｔｋ） － ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｓｉｊｍ ｊ（ ｔ － ε ｉｊ） ≤

　 　 　 　 Ｋ ｉｒ ｜ Ｇ ｉ（ ｔ） ｜ ＋ Ｋ ｉ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｓｉｊｍ ｊ（ ｔ － ε ｉｊ） ． （１１）

将式（１１）代入式（１０）可得
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　 　 Ｄ ＋ （ｅＫｉｔ ｜ ｇｉ（ ｔ） ｜ ） ≤ ｅＫｉｔ {Ｋ ｉｒ ｜ Ｇ ｉ（ ｔ） ｜ ＋ Ｋ ｉ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｓｉｊｍ ｊ（ ｔ － ε ｉｊ） ＋

　 　 　 　 Ｌφ ｉ
｜ ｍｉ（ ｔ － π ｉ（ ｔ）） ｜ ＋ ［ ｜ ａˇ

ｉｊ － ａ＾
ｉｊ ｜ Ｐ ｊ ＋ （ａ－ ｉｊ ＋ ａ∗

ｉｊ ）Ｌｐ ｊ ｜ ｍ ｊ（ ｔ） ｜ ］ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［ ｜ ｂˇ

ｉｊ － ｂ＾
ｉｊ ｜ Ｑ ｊ ＋ （ｂ

－

ｉｊ ＋ ｂ∗
ｉｊ ）Ｌｑ ｊ ｜ ｍ ｊ（ ｔ － τ ｉｊ（ ｔ）） ｜ ］ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
[ ｜ ｃˇｉｊ － ｃ＾ｉｊ ｜ ｄＨ ｊ ＋ （ｃ－ ｉｊ ＋ ｃ∗ｉｊ ）Ｌｈｊ ∫

ｔ

ｔ － ｄ
｜ ｍ ｊ（ ｓ） ｜ ｄｓ ] } ． （１２）

将式（１２）两边从 ０ 到 ｔ 积分可得

　 　 ｅＫｉｔ Ｇ ｉ（ ｔ） － ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｓｉｊｍ ｊ（ ｔ － ε ｉｊ） － Ｇ ｉ（０） － ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｓｉｊｍ ｊ（ － ε ｉｊ） ≤

　 　 　 　 ∫ｔ
０
ｅＫｉｓＫ ｉｒ ｜ Ｇ ｉ（ ｓ） ｜ ｄｓ ＋ ∫ｔ

０
ｅＫｉｓＫ ｉ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｓｉｊｍ ｊ（ ｓ － ε ｉｊ） ｄｓ ＋

　 　 　 　 ∫ｔ
０
ｅＫｉｓＬφ ｉ

｜ ｍｉ（ ｓ － π ｉ（ ｓ）） ｜ ｄｓ ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［ ｜ ａˇ

ｉｊ － ａ＾
ｉｊ ｜ Ｐ ｊ ＋｜ ｂˇ

ｉｊ － ｂ＾
ｉｊ ｜ Ｑ ｊ ＋｜ ｃˇｉｊ － ｃ＾ｉｊ ｜ ｄＨ ｊ］

ｅＫｉｔ － １
Ｋ ｉ

＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（ａ－ ｉｊ ＋ ａ∗

ｉｊ ）Ｌｐ ｊ ∫
ｔ

０
ｅＫｉｓ ｜ ｍ ｊ（ ｓ） ｜ ｄｓ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
（ｂ

－

ｉｊ ＋ ｂ∗
ｉｊ ）Ｌｑ ｊ ∫

ｔ

０
ｅＫｉｓ ｜ ｍ ｊ（ ｓ － τ ｉｊ（ ｓ）） ｜ ｄｓ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（ｃ－ ｉｊ ＋ ｃ∗ｉｊ ）Ｌｈｊ ∫

ｔ

０
ｅＫｉｓ ∫ｓ

ｓ－ ｄ
｜ ｍ ｊ（ξ） ｜ ｄξ( ) ｄｓ， （１３）

由绝对值不等式可得

　 　 ｜ Ｇ ｉ（ ｔ） ｜ ≤ ∑
８

ｌ ＝ １
Υｉｌ（ ｔ） ＋

Ｕｉ

Ｋ ｉ
． （１４）

证明完毕．

定理 ２　 在定理 １ 的条件下，给定常数 α， β，λ（λ ＜ ν）， ｍ（ｍ ＝ （１ － β）α ／ ｎ ）， 对任意的 ｔ≥－ σ， ｉ∈
｛１，２，…，ｎ｝， 如果存在 ｌｉ（ ｌｉ ＞ １），Ｋ ｉ（Ｋ ｉ ＞ λ） 使得

　 　 Ａｉ ＜ １， Ｂ ｉ ＜ １， （１５）
那么系统（６）的解满足

　 　 ｜ Ｇ ｉ（ ｔ） ｜ ≤ ｌｉΓｅ －λｔ ＋ ｍ， （１６）
其中

　 　 Ａｉ ＝
１
ｌｉ

＋
∑

ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｓｉｊ ｜

ｌｉ
＋
Ｋ ｉｒｌｉ ＋ （Ｋ ｉ － λ ＋ １） ∑

ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｓｉｊ ｜ κ ｊ ｌ ｊｅλε ＋ Ｌφ ｉ

ｅλπκ ｉ ｌｉ

ｌｉ（Ｋ ｉ － λ）
＋

　 　 　 　
∑

ｎ

ｊ ＝ １
（ａ－ ｉｊ ＋ ａ∗

ｉｊ ）Ｌｐ ｊκ ｊ ｌ ｊ ＋ ｅλ τ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（ｂ

－

ｉｊ ＋ ｂ∗
ｉｊ ）Ｌｑ ｊκ ｊ ｌ ｊ

ｌｉ（Ｋ ｉ － λ）
＋

（ｅλ ｄ － １）∑
ｎ

ｊ ＝ １
（ｃ－ ｉｊ ＋ ｃ∗ｉｊ ）Ｌｈｊκ ｊ ｌ ｊ

ｌｉλ（Ｋ ｉ － λ）
，

　 　 Ｂ ｉ ＝
∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｓｉｊ

ν ｊ

＋
∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｓｉｊ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
（ａ－ ｉｊ ＋ ａ∗

ｉｊ ）Ｌｐ ｊ

ν ｊＫ ｉ

＋

　 　 　 　
∑

ｎ

ｊ ＝ １
（ｂ

－

ｉｊ ＋ ｂ∗
ｉｊ ）Ｌｑ ｊ

＋ ｄ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（ｃ－ ｉｊ ＋ ｃ∗ｉｊ ）Ｌｈｊ

ν ｊＫ ｉ

＋ ｒ ＋
Ｌφ ｉ

ν ｉ

＋
Ｕｉ

ｍＫ ｉ
，

　 　 κ ｉ ＝
１
ｌｉ

＋ １
ν ｉ － λ

， ν ＝ ｍｉｎ ν ｉ ．

证明　 式（６）可写成

　 　 ｍｉ（ ｔ） ＋ ν ｉｍｉ（ ｔ） ＝ Ｇ ｉ（ ｔ）， （１７）
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对于式（１７），等式两边同时乘 ｅν ｉｔ， 并从 ０ 到 ｔ 积分整理可得

　 　 ｍｉ（ ｔ） ＝ ｅ －ν ｉｔｍｉ（０） ＋ ∫ｔ
０
ｅ －ν ｉ（ ｔ －ｓ）Ｇ ｉ（ ｓ）ｄｓ ． （１８）

假设结论不成立，那么存在 Ｔ ＞ ０，ｇ ∈ ｛１，２，…，ｎ｝， 使得

　 　
｜ Ｇ ｉ（ ｔ） ｜ ≤ ｌｉΓｅ －λｔ ＋ ｍ，　 　 － σ ≤ ｔ ≤ Ｔ，

｜ Ｇｇ（Ｔ） ｜ ＝ ｌｇΓｅ －λＴ ＋ ｍ ．{
此时对 ｍｉ（ ｔ） 的上界进行估计

　 　 ｍｉ（ ｔ） ＝ ｅ －ν ｉｔｍｉ（０） ＋ ∫ｔ
０
ｅ －ν ｉ（ ｔ －ｓ）Ｇ ｉ（ ｓ）ｄｓ ≤ Γｅ －ν ｉｔ ＋ ∫ｔ

０
ｅ －ν ｉ（ ｔ －ｓ）（ ｌｉΓｅ －λｓ ＋ ｍ）ｄｓ ≤

　 　 　 　 Γｅ －λｔ ＋ ｌｉΓｅ －ν ｉｔ ∫ｔ
０
ｅ（ν ｉ－λ） ｓｄｓ ＋ ｍｅ －ν ｉｔ ∫ｔ

０
ｅν ｉｓｄｓ ≤ Γ １ ＋

ｌｉ
ν ｉ － λ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｅ －λｔ ＋ ｍ

ν ｉ
， （１９）

即 ｜ ｍｉ（ ｔ） ｜ ≤ Γκ ｉ ｌｉｅ
－λｔ ＋ ｍ

ν ｉ
．

对于 ０ ≤ ｓ ≤ Ｔ， 有

　 　 ｜ ｍ ｊ（ ｓ － ε ｇｊ） ｜ ≤ ｅλε κ ｊ ｌ ｊΓｅ －λｓ ＋ ｍ， ｜ ｍｇ（ ｓ － π ｇ） ｜ ≤ ｅλπκ ｇ ｌｇΓｅ －λｓ ＋ ｍ，
　 　 ｜ ｍ ｊ（ ｓ － τ ｇｊ） ｜ ≤ ｅλ τ κ ｊ ｌ ｊΓｅ －λｓ ＋ ｍ ．

此时

　 　 Υｇ１（Ｔ） ＝ ｅ －ＫｇＴΓ (１ ＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｓｇｊ ｜ ) ≤ ｅ －λＴΓ (１ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｓｇｊ ｜ )， （２０）

　 　 Υｇ２（Ｔ） ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｓｇｊ ｜ ｜ ｍ ｊ（Ｔ － ε ｇｊ） ｜ ≤ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｓｇｊ ｜ ｅλε κ ｊ ｌ ｊ χｅ

－λＴ ＋ ｍ
ν ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （２１）

　 　 Υｇ３（Ｔ） ＝ ∫Ｔ
０
ｅＫｇ（ ｓ－Ｔ）Ｋｇｒ ｜ Ｇｇ（ ｓ） ｜ ｄｓ ≤ ∫Ｔ

０
ｅＫｇ（ ｓ－Ｔ）Ｋｇｒ（ ｌｇΓｅ －λｓ ＋ ｍ）ｄｓ ＝

　 　 　 　 ＫｇｒｌｇΓ ∫Ｔ
０
ｅＫｇ（ ｓ－Ｔ） －λｓｄｓ ＋ Ｋｇｒｍ ∫Ｔ

０
ｅＫｇ（ ｓ－Ｔ）ｄｓ ≤

Ｋｇｒ
Ｋｇ － λ

ｌｇΓｅ －λＴ ＋ ｒｍ， （２２）

　 　 Υｇ４（Ｔ） ＝ ∫Ｔ
０
ｅＫｇ（ ｓ－Ｔ） ∑

ｎ

ｊ ＝ １
ｓｇｊｍ ｊ（ ｓ － ε ｇｊ） ｄｓ ≤ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｓｇｊ ｜ ∫Ｔ

０
ｅＫｇ（ ｓ－Ｔ） ｅλε κ ｊ ｌ ｊ χｅ

－λｓ ＋ ｍ
ν ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｓ ≤

　 　 　 　
∑

ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｓｇｊ ｜ κ ｊ ｌ ｊｅλεΓ

Ｋｇ － λ
ｅ －λＴ ＋

∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｓｇｊ ｜

Ｋｇ

ｍ
ν ｊ

． （２３）

通过类似的计算过程可得

　 　 Υｇ５（Ｔ） ＝ Ｌφｇ ∫
Ｔ

０
ｅＫｇ（ ｓ－Ｔ） ｜ ｍｇ（ ｓ － π ｇ（ ｓ）） ｜ ｄｓ ≤ Ｌφｇ ∫

Ｔ

０
ｅＫｇ（ ｓ－Ｔ） ｅλπκ ｇ ｌｇΓｅ －λｓ ＋ ｍ

ν ｇ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｓ ≤

　 　 　 　
Ｌφｇ

ｅλπ

Ｋｇ － λ
κ ｇ ｌｇΓｅ －λＴ ＋

Ｌφｇ

Ｋｇ

ｍ
ν ｇ

， （２４）

　 　 Υｇ６（Ｔ） ≤ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（ａ－ ｇｊ ＋ ａ∗

ｇｊ ）Ｌｐ ｊ ∫
Ｔ

０
ｅＫｇ（ ｓ－Ｔ） κ ｊ ｌ ｊΓｅ －λｓ ＋ ｍ

ν ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｓ ≤

　 　 　 　
∑

ｎ

ｊ ＝ １
（ａ－ ｇｊ ＋ ａ∗

ｇｊ ）Ｌｐ ｊκ ｊ ｌ ｊ

Ｋｇ － λ
Γｅ －λＴ ＋

∑
ｎ

ｊ ＝ １
（ａ－ ｇｊ ＋ ａ∗

ｇｊ ）Ｌｐ ｊ

Ｋｇ

ｍ
ν ｊ

， （２５）

　 　 Υｇ７（Ｔ） ≤ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（ｂ

－

ｇｊ ＋ ｂ∗
ｇｊ ）Ｌｑ ｊ ∫

Ｔ

０
ｅＫｇ（ ｓ－Ｔ） ｅλ τ κ ｊ ｌ ｊΓｅ －λｓ ＋ ｍ

ν ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｓ ≤

　 　 　 　
ｅλ τ∑

ｎ

ｊ ＝ １
（ｂ

－

ｇｊ ＋ ｂ∗
ｇｊ ）Ｌｑ ｊκ ｊ ｌ ｊ

Ｋｇ － λ
Γｅ －λＴ ＋

∑
ｎ

ｊ ＝ １
（ｂ

－

ｇｊ ＋ ｂ∗
ｇｊ ）Ｌｑ ｊ

Ｋｇ

ｍ
ν ｊ

， （２６）
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　 　 Υｇ８（Ｔ） ≤ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（ｃ－ｇｊ ＋ ｃ∗ｇｊ ）Ｌｈｊ ∫

Ｔ

０
ｅＫｇ（ ｓ－Ｔ） ∫ｓ

ｓ－ ｄ
κ ｊ ｌ ｊΓｅ －λξ ＋ ｍ

ν ｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄξé

ë
êê

ù

û
úú ｄｓ ≤

　 　 　 　
（ｅλ ｄ － １） ∑

ｎ

ｊ ＝ １
（ｃ－ｇｊ ＋ ｃ∗ｇｊ ）Ｌｈｊκ ｊ ｌ ｊ[ ]

λ（Ｋｇ － λ）
Γｅ －λＴ ＋

ｄ∑
ｎ

ｊ ＝ １
（ｃ－ｇｊ ＋ ｃ∗ｇｊ ）Ｌｈｊ

Ｋｇ

ｍ
ν ｊ

． （２７）

由定理 ２ 可知

　 　 ｜ Ｇｇ（Ｔ） ｜ ≤ ∑
８

ｌ ＝ １
Γｇｌ（Ｔ） ＋

Ｕｇ

Ｋｇ
≤ ｌｇΓｅ －λＴＡｇ ＋ ｍＢｇ ＜ ｌｇΓｅ －λＴ ＋ ｍ， （２８）

这与假设矛盾，因此结论成立，证明完毕．
定理 ３　 在定理 ２ 的条件以及控制器（３）下，系统（１）和（２）可以在时间 Ｔ 内达到精确度为 α 的有限时

间指数同步，其中

　 　 Ｔ ＝ ｌｎ（Ｌκν） ＋ ｌｎ Γ － ｌｎ（αβ ／ ｎ ）
λ

， Ｌ ＝ ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

ｌｉ， κ ＝ ｍａｘ κ ｉ ．

证明　 由定理 ２ 可知，对任意的 ｔ ≥－ σ，ｉ ∈ ｛１，２，…，ｎ｝， 当 ｔ ＞ Ｔ 时，可以得到

　 　 ｜ ｍｉ（ ｔ） ｜ ≤ κ ｉ ｌｉΓｅ －λｔ ＋ ｍ
ν ｉ

≤ κＬΓｅ －λ Ｔ ＋ ｍ
ν

≤ αβ
ν ｎ

＋ （１ － β）α
ν ｎ

≤ α
ν ｎ

．

即 ｜ ｍｉ（ ｔ） ｜ ≤ α，ｔ ＞ Ｔ ．因此系统（１）和（２）可以在时间 Ｔ内达到精度预分配的有限时间指数同步，证明

完毕．
接下来，将证明在该事件触发控制机制下，内部执行时间存在正下界，以确保 Ｚｅｎｏ 现象可以被排除．
定理 ４　 在定理 ２ 的条件以及事件触发条件（５）下，系统不存在 Ｚｅｎｏ 行为，并且两个连续的事件触发间

隔满足 ｔ － ｔｋ ≥
ｒ ｜ ｍｉ（ ｔ） ＋ ν ｉｍｉ（ ｔ） ｜

Ｎ
，ｔ ∈ ［ ｔｋ，ｔｋ＋１）， 其中 Ｎ ＝ ｍａｘ１≤ｉ≤ｎＮｉ，

　 　 Ｎｉ ＝ Ｍ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｓｉｊ ＋ Ｌφ ｉ

＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［（ａ－ ｉｊ ＋ ａ∗

ｉｊ ）Ｌｐ ｊ
＋ （ｂ

－

ｉｊ ＋ ｂ∗
ｉｊ ）Ｌｑ ｊ

＋ （ｃ－ ｉｊ ＋ ｃ∗ｉｊ ）ｄＬｈｊ］ ＋ Ｋ ｉ{ } ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ａˇ

ｉｊ － ａ＾
ｉｊ ｜ Ｐ ｊ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｂˇ

ｉｊ － ｂ＾
ｉｊ ｜ Ｑ ｊ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｃˇｉｊ － ｃ＾ｉｊ ｜ ｄＨ ｊ ．

证明　 对于 ｔ ∈ ［ ｔｋ，ｔｋ＋１） ， 有

　 　 ｜ Ｇ ｉ（ ｔ） ｜ ≤ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｓｉｊｍ ｊ（ ｔ － ε ｉｊ） ＋ Ｌφ ｉ

｜ ｍｉ（ ｔ － π ｉ（ ｔ）） ｜ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［ ｜ ａˇ

ｉｊ － ａ＾
ｉｊ ｜ Ｐ ｊ ＋ （ａ－ ｉｊ ＋ ａ∗

ｉｊ ）Ｌｐ ｊ ｜ ｍ ｊ（ ｔ） ｜ ］ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［ ｜ ｂˇ

ｉｊ － ｂ＾
ｉｊ ｜ Ｑ ｊ ＋ （ｂ

－

ｉｊ ＋ ｂ∗
ｉｊ ）Ｌｑ ｊ ｜ ｍ ｊ（ ｔ － τ ｉｊ（ ｔ）） ｜ ］ ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
[ ｜ ｃˇｉｊ － ｃ＾ｉｊ ｜ ｄＨ ｊ ＋ （ｃ－ ｉｊ ＋ ｃ∗ｉｊ ）Ｌｈｊ ∫

ｔ

ｔ － ｄ
｜ ｍ ｊ（ ｓ） ｜ ｄｓ ] ＋ Ｋ ｉ ｜ ｍｉ（ ｔｋ） ｜ ． （２９）

令 Ｍ ＝ κＬΓｅ －λσ ＋ ｍ ／ ν， 由定理 ２ 可知，对任意的 ｔ ≥－ σ，ｉ ∈ ｛１，２，…，ｎ｝， 有

　 　 ｜ ｍｉ（ ｔ） ｜ ≤ κ ｉ ｌｉΓｅ －λｔ ＋ ｍ
ν ｉ

≤ κＬΓｅ －λｔ ＋ ｍ
ν

≤ κＬΓｅ －λσ ＋ ｍ
ν

≤ Ｍ， （３０）

　 　 ｜ Ｇ ｉ（ ｔ） ｜ ≤ Ｍ { ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ｓｉｊ ＋ Ｌφ ｉ

＋ ∑
ｎ

ｊ ＝ １
［（ａ－ ｉｊ ＋ ａ∗

ｉｊ ）Ｌｐ ｊ
＋ （ｂ

－

ｉｊ ＋ ｂ∗
ｉｊ ）Ｌｑ ｊ

＋ （ｃ－ ｉｊ ＋ ｃ∗ｉｊ ）ｄＬｈｊ］ ＋ Ｋ ｉ } ＋

　 　 　 　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
｜ ａˇ

ｉｊ － ａ＾
ｉｊ ｜ Ｐ ｊ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｂˇ

ｉｊ － ｂ＾
ｉｊ ｜ Ｑ ｊ ＋ ∑

ｎ

ｊ ＝ １
｜ ｃˇｉｊ － ｃ＾ｉｊ ｜ ｄＨ ｊ ≤ Ｎ ． （３１）

由测量误差定义（４）可知

　 　 ｜ 􀆠ｉ（ ｔ） ｜ ＝｜ ｍｉ（ ｔｋ） ＋ ν ｉｍｉ（ ｔｋ） － ｍｉ（ ｔ） － ν ｉｍｉ（ ｔ） ｜ ＝ ∫ｔ
ｔｋ
Ｇ ｉ（ ｓ）ｄｓ ≤ ∫ｔ

ｔｋ
｜ Ｇ ｉ（ ｓ） ｜ ｄｓ ≤ Ｎ（ ｔ － ｔｋ），
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由事件触发条件（５）可得 Ｎ（ ｔ － ｔｋ） ≥ ｒ ｜ ｍｉ（ ｔ） ＋ ν ｉｍｉ（ ｔ） ｜ ， 即

　 　 ｔ － ｔｋ ≥
ｒ ｜ ｍｉ（ ｔ） ＋ ν ｉｍｉ（ ｔ） ｜

Ｎ
．

证明完毕．

３　 数 值 模 拟

本节将通过数值算例来验证上述结果的有效性和可行性．
例 １　 考虑惯性系统（１）和（２）各个参数的取值如下：
　 　 φ１（ ｔ） ＝ ０．２ ＋ ０．５ｃｏｓ（ ｔ）， φ２（ ｔ） ＝ ０．４ ＋ ０．１ｓｉｎ（ ｔ）， ｐｉ（ ｔ） ＝ ｑｉ（ ｔ） ＝ ｈｉ（ ｔ） ＝ ０．０１ｔａｎｈ（ ｔ），
　 　 ν １ ＝ ν ２ ＝ ２， π１（ ｔ） ＝ ０．１ ｜ ｓｉｎ（ ｔ） ｜ ， π２（ ｔ） ＝ ０．１ ｜ ｓｉｎ（ ｔ） ｜ ， ω １ ＝ ０．４， ω ２ ＝ ０．３，
　 　 η １（ ｔ） ＝ ０．８， η ２（ ｔ） ＝ － ０．５， ψ １（ ｔ） ＝ － ０．７， ψ ２（ ｔ） ＝ ０．４，

　 　 ［ａˇ
ｉｊ］ ２×２ ＝

１．８ － １．２
０．４ － ０．６

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， ［ａ＾

ｉｊ］ ２×２ ＝
１．７ － １．０
０．４ － ０．５

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， ［ａ－ ｉｊ］ ２×２ ＝

１．８ １．２
０．４ ０．６

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

　 　 ［ｂˇ
ｉｊ］ ２×２ ＝

１．２ ０．８
－ ０．２ － ０．３

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， ［ｂ＾

ｉｊ］ ２×２ ＝
１．２５ ０．７
－ ０．２ － ０．１

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，［ｂ

－

ｉｊ］ ２×２ ＝
１．２５ ０．８
０．２ ０．３

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

　 　 ［ｃˇｉｊ］ ２×２ ＝
－ １．８ ０．９
０．８ － １．５

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， ［ｃ＾ｉｊ］ ２×２ ＝

－ １．８５ １．０
０．９ － １．３

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， ［ｃ－ ｉｊ］ ２×２ ＝

１．８５ １．０
０．９ １．５

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

　 　 ［ε ｉｊ］ ２×２ ＝
０．０４ ０．０２
０．０７ ０．０１

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， ［Δａｉｊ］ ２×２ ＝

０．０２ｃｏｓ（ ｔ） － ０．０３ｓｉｎ（ ｔ）
０．０１ｃｏｓ（ ｔ） ＋ ０．０２ ０．０１ｓｉｎ（ ｔ） ＋ ０．０１

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

　 　 ［Δｂｉｊ］ ２×２ ＝
－ ０．０３ｃｏｓ（ ｔ） ０．０３ｃｏｓ（ ｔ）

０．０１ｓｉｎ（ ｔ） ＋ ０．０２ ０．０１ｃｏｓ（ ｔ） ＋ ０．０１
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

　 　 ［Δｃｉｊ］ ２×２ ＝
０．０２ｓｉｎ（ ｔ） － ０．０１ｃｏｓ（ ｔ）

０．０１ｃｏｓ（ ｔ） ＋ ０．０２ ０．０１ｃｏｓ（ ｔ） ＋ ０．０１
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

　 　 η∗
１ （ ｔ） ＝ ０．２， η∗

２ （ ｔ） ＝ － ０．１， ψ∗
１ （ ｔ） ＝ － ０．１， ψ∗

２ （ ｔ） ＝ ０．２， Γ ＝ １．５，
　 　 Ｐ ｊ ＝ Ｑ ｊ ＝ Ｈ ｊ ＝ Ｌｐ ｊ

＝ Ｌｑ ｊ
＝ Ｌｈｊ

＝ ０．０１，　 　 ｊ ∈ ｛１，２｝，
　 　 Ｌφ１

＝ ０．７， Ｌφ２
＝ ０．５， π ＝ ０．１， τ ＝ ０．２， ｄ ＝ ０．２， ε ＝ ０．０７， ｒ ＝ ０．１，

　 　 ｌ１ ＝ ｌ２ ＝ ３， Ｋ１ ＝ Ｋ２ ＝ ２０， α ＝ ０．００１， β ＝ ０．０２， λ ＝ １．５，

　 　 ［ａ∗
ｉｊ ］ ＝

０．０２ ０．０３
０．０３ ０．０２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， ［ｂ∗

ｉｊ ］ ＝
０．０３ ０．０３
０．０３ ０．０２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， ［ｃ∗ｉｊ ］ ＝

０．０２ ０．０１
０．０３ ０．０２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

　 　 ［ ｓｉｊ］ ２×２ ＝
０．０１ － ０．０１
－ ０．０１ ０．０１

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

　 　 ［τ ｉｊ（ ｔ）］ ２×２ ＝
ｅｔ

１ ＋ １０ｅｔ

ｅｔ

１ ＋ １０ｅｔ

０．１ｃｏｓ（ ｔ） ０．１ｓｉｎ（ ｔ） ＋ ０．１

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

， ［ｄｉｊ（ ｔ）］ ２×２ ＝

１
１ ＋ １０ｅ －ｔ

１
１ ＋ １０ｅ －ｔ

ｅｔ

１ ＋ ２０ｅｔ
＋ ０．１ ０．２ｃｏｓ（ ｔ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

．

通过计算可得 Ａ１ ＝ ０．６１３ ６，Ａ２ ＝ ０．５７８ ９，Ｂ１ ＝ ０．８０７ ９，Ｂ２ ＝ ０．６２０ ７，Ｔ ＝ ８．３ 满足定理 ２ 的条件．图 １ 与

图 ２ 分别表示没有控制器时驱动系统与响应系统的状态曲线、误差曲线，可以看出 Ｔ 之后系统没有达到同

步；图 ３ 与图 ４ 分别表示存在控制器（３）时驱动系统与响应系统的状态曲线、误差曲线，可以看出 Ｔ之后系统

达到了精度为 ０．００１ 的同步．
图 １ 表示没有控制器时两个神经元的驱动系统与响应系统的状态图．从图 １ 可以看出在 １５ 秒内第一个

神经元的驱动系统与响应系统的状态逐渐靠近，趋于同步；第二个神经元驱动系统与响应系统的状态平行延

伸，二者无法达到同步状态．从图 ２ 可以看出第一个神经元的误差逐渐趋于 ０，说明驱动系统与响应系统趋于

同步；第二个神经元的误差趋于 １，说明驱动系统与响应系统无法达到同步，与图 １ 相符．
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图 ３ 表示存在本文所设计的事件触发控制器时，两个神经元的驱动系统与响应系统的状态图．从图 ３ 可

以看出两个神经元都在 ５ 秒内即可达到同步．图 ４ 表示存在本文设计的事件触发控制器时两个神经元误差

系统的状态曲线，两个神经元的误差系统都在 ５ 秒内趋于 ０，说明两个系统都可以在 ５ 秒内达到同步．

图 １　 系统（１）和（２）在没有控制器下的状态曲线

Ｆｉｇ． １　 Ｓｔａｔｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍｓ（１） ａｎｄ （２） ｗｉｔｈｏｕｔ ｔｈｅ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ
图 ２　 系统（１）和（２）在没有控制器下的误差曲线

Ｆｉｇ． ２　 Ｅｒｒｏｒ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍｓ（１） ａｎｄ （２） ｗｉｔｈｏｕｔ ｔｈｅ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ

图 ３　 系统（１）和（２）在有控制器（３）下的状态曲线

Ｆｉｇ． ３　 Ｓｔａｔｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍｓ（１） ａｎｄ （２） ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ（３）
图 ４　 系统（１）和（２）在有控制器（３）下的误差曲线

Ｆｉｇ． ４　 Ｅｒｒｏｒ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍｓ（１） ａｎｄ （２） ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ（３）

　 　 注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

例 ２　 考虑系统（１）和（２），改变忆阻连接矩阵，其余参数保持不变，忆阻连接矩阵改为

　 　 ［ａˇ
ｉｊ］ ２×２ ＝

１．５ － １．０
０．３ － ０．４

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， ［ａ＾

ｉｊ］ ２×２ ＝
１．４ － ０．８
０．３ － ０．３

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

　 　 ［ｂˇ
ｉｊ］ ２×２ ＝

１．０ ０．６
－ ０．１ － ０．２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， ［ｂ＾

ｉｊ］ ２×２ ＝
１．０５ ０．５
－ ０．１ － ０．１

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

　 　 ［ｃˇｉｊ］ ２×２ ＝
－ １．５ ０．７
０．６ － １．２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， ［ｃ＾ｉｊ］ ２×２ ＝

－ １．５５ ０．８
０．７ － １．０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

　 　 ［ａ－ ｉｊ］ ２×２ ＝
１．５ １．０
０．３ ０．４

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， ［ｂ

－

ｉｊ］ ２×２ ＝
１．０５ ０．６
０．１ ０．２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， ［ｃ－ ｉｊ］ ２×２ ＝

１．５５ ０．８
０．７ １．２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

此时计算可知满足定理 ２ 的条件，接下来将讨论此时系统在图像加密解密中的应用．
选用彩色图像（“彩色图像”（２５６×２５６）和“辣椒图像”（２５６×２５６）），然后提取原始图像三个颜色分量的

像素矩阵，分别用 Ｒ（ｐ，ｑ），Ｇ（ｐ，ｑ） 和 Ｂ（ｐ，ｑ） 表示，其中 ｐ ∈ ｛１，２，…，２５６｝，ｑ ∈ ｛１，２，…，２５６｝， 并且每个

像素是 ０～２５５ 之间的整数．
采样阶段，从 Ｔ 之后的混沌序列中截取前 ６５ ５３６（２５６×２５６）个数据点，分别对应三个混沌序列 ｘ１（ ｔ），

ｘ２（ ｔ） 和 ｘ３（ ｔ） ＝ ０．５（ｘ１（ ｔ） ＋ ｘ２（ ｔ）） ．将这些一维序列重塑为 ２５６×２５６ 的二维混沌矩阵 Ｘ１（ｐ，ｑ），Ｘ２（ｐ，ｑ） 和

Ｘ３（ｐ，ｑ） ．
置换阶段通过改变像素位置打破图像的空间相关性．具体过程为：对混沌序列进行排序，获得排序索引序列
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Ｏｉ ＝ ａｒｇｓｏｒｔ（ｘｉ（ｔ）），ｉ∈｛１，２，３｝，该索引序列定义了置换矩阵 Ｈ ．置换矩阵 Ｈ 满足正交性条件 Ｈ －１ ＝ＨＴ， 且

每行每列仅有一个元素为 １，确保了置换操作的可逆性．置换后的矩阵表示为 Ｃ′（ｐ，ｑ），Ｃ ∈ ｛Ｒ，Ｇ，Ｂ｝ ．
扩散阶段通过改变图像的像素值，将一个像素信息扩散到多个像素中，从而实现对图像的加密．对每个

矩阵应用密钥生成公式 Ｋｃ ＝ ｍｏｄ（ｆｌｏｏｒ（１０１０ ×｜ Ｘｃ（ｐ，ｑ） ｜ ），２５６），ｃ ∈ ｛１，２，３｝ 分别对应 Ｒ，Ｇ，Ｂ 通道．该操

作将混沌序列的连续值离散化为 ０～２５５ 范围内的密钥序列．将生成的密钥矩阵与置换后的像素矩阵进行异

或操作： Ｃ″（ｐ，ｑ） ＝ Ｋｃ（ｐ，ｑ） 􀱇Ｃ′（ｐ，ｑ），Ｃ∈｛Ｒ，Ｇ，Ｂ｝ 其中􀱇表示异或运算．这一操作将每个像素的原始信

息扩散到整个图像中，显著改变了图像的统计特性．
解密时首先使用相同的密钥生成流程产生解密密钥，然后对密文图像执行逆异或操作 Ｃ′（ｐ，ｑ） ＝ Ｋｃ（ｐ，

ｑ） 􀱇Ｃ″（ｐ，ｑ），恢复置换后的像素值．最后利用置换索引的逆置换 Ｏ －１ ＝ ａｒｇｓｏｒｔ（Ｏ） 对像素位置进行还原，重
建原始图像．图 ５ 展示了图像加密解密的效果，图 ６ 与图 ７ 分别展示了“彩色图像”与“辣椒图像”的直方图，
表 １—４ 展示了两个图像的相关系数与信息熵，由图表可知此加密算法效果良好．

图 ５　 “彩色图像”与“辣椒图像 ”的原始图像、加密图像和解密后图像

Ｆｉｇ． ５　 Ｏｒｉｇｉｎａｌ ｉｍａｇｅｓ， ｅｎｃｒｙｐｔｅｄ ｉｍａｇｅｓ， ａｎｄ ｄｅｃｒｙｐｔｅｄ ｉｍａｇｅｓ ｏｆ ｔｈｅ “ｃｏｌｏｒ ｉｍａｇｅ” ａｎｄ “ｐｅｐｐｅｒｓ ｉｍａｇｅ”

表 １　 图像在水平方向上的相关系数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｉｍａｇｅｓ ｉｎ ｔｈｅ ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

ｃｏｌｏｒ ｉｍａｇｅ ｏｒｉｇｉｎａｌ ｉｍａｇｅ ｅｎｃｒｙｐｔｅｄ ｉｍａｇｅ

Ｒ ０．９９９ ８ －０．０００ ６

Ｇ １．０００ ０ －０．００１ ８

Ｂ ０．９９８ ８ －０．０００ ７

ｐｅｐｐｅｒｓ ｉｍａｇｅ ｏｒｉｇｉｎａｌ ｉｍａｇｅ ｅｎｃｒｙｐｔｅｄ ｉｍａｇｅ

Ｒ ０．９８４ ７ ０．００１ ５

Ｇ ０．９７７ ７ ０．００１ ９

Ｂ ０．９６８ ８ －０．００４ １

表 ２　 图像在垂直方向上的相关系数

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｉｍａｇｅｓ ｉｎ ｔｈｅ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

ｃｏｌｏｒ ｉｍａｇｅ ｏｒｉｇｉｎａｌ ｉｍａｇｅ ｅｎｃｒｙｐｔｅｄ ｉｍａｇｅ

Ｒ ０．９９９ ８ ０．００６ ９

Ｇ ０．９９８ ７ ０．００３ ０

Ｂ １．０００ ０ －０．００１ ０

ｐｅｐｐｅｒｓ ｉｍａｇｅ ｏｒｉｇｉｎａｌ ｉｍａｇｅ ｅｎｃｒｙｐｔｅｄ ｉｍａｇｅ

Ｒ ０．９８６ ０ －０．００１ ５

Ｇ ０．９７９ ４ －０．００２ １

Ｂ ０．９７６ ５ －０．００４ ５
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图 ６　 “彩色图像”的原始图像、加密图像和解密后图像直方图

Ｆｉｇ． ６　 Ｈｉｓｔｏｇｒａｍｓ ｏｆ ｔｈｅ ｏｒｉｇｉｎａｌ ｉｍａｇｅｓ， ｅｎｃｒｙｐｔｅｄ ｉｍａｇｅｓ， ａｎｄ ｄｅｃｒｙｐｔｅｄ ｉｍａｇｅｓ ｆｏｒ ｔｈｅ“ｃｏｌｏｒ ｉｍａｇｅ”

表 ３　 图像在对角方向上的相关系数

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｉｍａｇｅｓ ｉｎ ｔｈｅ ｄｉａｇｏｎａｌ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

ｃｏｌｏｒ ｉｍａｇｅ ｏｒｉｇｉｎａｌ ｉｍａｇｅ ｅｎｃｒｙｐｔｅｄ ｉｍａｇｅ

Ｒ ０．９９９ ６ ０．００２ ７

Ｇ ０．９９８ ７ ０．０００ ６

Ｂ ０．９９８ ８ ０．００２ ２

ｐｅｐｐｅｒｓ ｉｍａｇｅ ｏｒｉｇｉｎａｌ ｉｍａｇｅ ｅｎｃｒｙｐｔｅｄ ｉｍａｇｅ

Ｒ ０．９７２ ４ ０．００５ ０

Ｇ ０．９６０ ２ ０．００７ ８

Ｂ ０．９５０ ５ ０．００１ ６

表 ４　 图像的信息熵

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｅｎｔｒｏｐｙ ｏｆ ｉｍａｇｅｓ

ｃｏｌｏｒ ｉｍａｇｅ ｏｒｉｇｉｎａｌ ｉｍａｇｅ ｅｎｃｒｙｐｔｅｄ ｉｍａｇｅ

Ｒ ７．６７０ ７ ７．９９７ ０

Ｇ ７．３２２ １ ７．９９６ ９

Ｂ ７．１０３ ８ ７．９９７ ０

ｐｅｐｐｅｒｓ ｉｍａｇｅ ｏｒｉｇｉｎａｌ ｉｍａｇｅ ｅｎｃｒｙｐｔｅｄ ｉｍａｇｅ

Ｒ ７．１８０ ２ ７．９９７ ２

Ｇ ７．０１４ ６ ７．９９７ ０

Ｂ ６．８００ ２ ７．９９７ ３

　 　 从上述图表可知，加密后图像的相关系数接近 ０，说明加密后图像与原图像相关联程度为 ０，图像破坏得

彻底，信息熵接近 ８，说明图像的复杂性很高，从解密图像及其直方图可知解密效果很好．文献［２３］利用四元
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数神经网络的混沌特性对图像进行了加密解密应用，为了客观评价加密算法的效果，表 ５ 展示了本文的“彩
色图像”与文献［２３］中彩色辣椒图像加密与解密前后水平和垂直相关系数的结果对比．表 ６ 展示了本文算

法与文献［２３⁃２４］中的图像加密解密结果的信息熵对比．由对比可知，本文的加密算法相关系数更低，信息熵

更接近 ８，说明算法具有显著优势．

图 ７　 “辣椒图像”的原始图像、加密图像和解密后图像直方图

Ｆｉｇ． ７　 Ｈｉｓｔｏｇｒａｍｓ ｏｆ ｔｈｅ ｏｒｉｇｉｎａｌ ｉｍａｇｅｓ， ｅｎｃｒｙｐｔｅｄ ｉｍａｇｅｓ， ａｎｄ ｄｅｃｒｙｐｔｅｄ ｉｍａｇｅｓ ｆｏｒ ｔｈｅ“ｐｅｐｐｅｒｓ ｉｍａｇｅ”

表 ５　 相关系数对比

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ

　

ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ

ｏｒｉｇｉｎａｌ ｉｍａｇｅ

ｒｅｆ． ［２３］ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ

ｅｎｃｒｙｐｔｅｄ ｉｍａｇｅ

ｒｅｆ． ［２３］ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ

ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ ０．９８３ ７ ０．９９９ ５ ０．０３３ ７ －０．００１ ０

ｖｅｒｔｉｃａｌ ０．９７８ ０ ０．９９９ ５ ０．０３０ ９ ０．００３ ０

表 ６　 信息熵对比

Ｔａｂｌｅ ６　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｅｎｔｒｏｐｙ

　

ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｅｎｔｒｏｐｙ

ｏｒｉｇｉｎａｌ ｉｍａｇｅ

ｒｅｆ． ［２３］ ｒｅｆ． ［２４］ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ

ｅｎｃｒｙｐｔｅｄ ｉｍａｇｅ

ｒｅｆ． ［２３］ ｒｅｆ． ［２４］ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ

Ｒ ７．３００ ９ ７．３３８ ８ ７．６７０ ７ ７．９８８ ４ ７．９９１ ２ ７．９９７ ０

Ｇ ７．５２３ ０ ７．４９６ ３ ７．３２２ １ ７．９９０ ０ ７．９９０ ９ ７．９９６ ９

Ｂ ７．０６０ ４ ７．０５８ ３ ７．１０３ ８ ７．９８９ ７ ７．９９８ ６ ７．９９７ ０
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４　 结　 　 论

本文针对一类具有混合时滞与不确定参数的惯性忆阻神经网络的精度预分配有限时间指数同步问题，
通过事件触发机制、反证法、降阶法相结合的方式进行研究，得到了相关的判定准则．此外，严格证明了所设

计的事件触发控制器能够使系统避免 Ｚｅｎｏ 现象．数值仿真验证了所得结果的有效性与实用性．本文所用的证

明方法与传统的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数法相比简化了计算过程，不用构造泛函以及进行正定性分析，并且在有限时

间同步以及控制性能方面，本文采用的控制方法将精度预分配同步与事件触发机制相结合，在提高资源利用

率的同时，可以要求驱动系统与响应系统在预先给定的精确度下达到同步．因此，本文所提出的方法不仅在

理论分析层面提供了更为简捷的路径，同时在工程应用领域展现出显著潜力．该方法为实现资源受限环境下

神经网络系统的高效、精确协同控制，提供了一种兼具理论严谨性与实践可行性的解决方案，但是当系统面

临更加复杂的情形，如随机扰动、多稳定性及更复杂时滞时，本文的控制方法仍需进一步改进．
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