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摘要：　 初始应力场与介质的非线性特性会影响弹性波在固体介质中的传播行为，准确表征受初始应力介质中弹

性波的传播规律对于应力无损检测、结构健康监测及地球物理勘探等具有重要的意义．目前研究对初始应力相关的

几何非线性（有限变形）与物理非线性如何影响弹性波的传播还缺乏清晰认识．本研究基于声弹性理论，建立了耦

合有限的初始变形与物理非线性的弹性波传播理论框架，并通过摄动近似方法获得体波相速度的近似解析解，为
快速计算受初始应力介质中弹性波的传播提供有效手段．此外，通过求解平面波的特征方程并进行对比分析，系统

揭示了初应力场与非线性弹性耦合效应作用下的弹性波传播规律．研究结果表明，初始应力对弹性波传播的影响是

几何非线性效应与物理非线性效应竞争的结果．在拉伸初始应力作用下，几何非线性会使弹性波速度提高，而物理

非线性会使弹性波速度降低．物理非线性效应使得初始应力产生更显著的体波相速度改变及横波各向异性，在
７０７５⁃Ｔ６５１ 铝合金材料中，横波各向异性程度 ＡＳ 可达到 ２％～３％．

关　 键　 词：　 初始应力；　 声弹性理论；　 弹性波传播；　 几何非线性与物理非线性；　 摄动理论
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０　 引　 　 言

初始应力通过高阶弹性常数改变弹性波波速的现象，即声弹性效应［１⁃２］，其物理本质源于材料在初始变

形作用下的非线性弹性响应．初应力广泛存在各种材料中，包括材料的机械加工和强化工艺，例如，切削加

工、锻压、焊接和金属热处理等产生的残余应力［３］、结构服役期间预加的应力以及地壳介质因重力或构造活

动产生的地应力［４］等．建立受初始应力介质中弹性波传播理论并研究弹性波的传播规律是实现结构内部应

力状态高精度测量的理论基础，其在材料的应力无损检测、结构健康监测、地球物理勘探等领域具有重要的

应用意义．
声弹性理论是基于“叠加在有限变形上的小运动”理论发展起来的，并基于非线性弹性本构建立介质等

效弹性性质与初始应力的联系，其通常与高阶弹性常数相关联．Ｍｕｒｎａｇｈａｎ［５］的研究表明，初始应力的存在会

使各向同性的固体材料呈现各向异性特征，并提出了弹性固体的有限变形理论；Ｂｉｏｔ［６］ 探究了初始应力对弹

性波传播的影响，建立了初始应力下的非线性理论，但对初始应力影响介质弹性性质的具体机制讨论尚不充

分．两人的研究奠定了声弹性理论的基础．随后，Ｔｏｕｐｉｎ 等［７］ 推导了任意对称的理想弹性材料在有限变形上

叠加小位移的一般方程，以此分析小振幅平面波在初始变形和受力的弹性材料中的传播．Ｔｈｕｒｓｔｏｎ 等［８］ 围绕

三阶弹性常数和均匀初应力介质中小振幅弹性波的速度展开研究，推导了弹性波速度在中间构形及自然构

形中的表达及其在零应力条件下应力导数的精确表达式．Ｔｏｋｕｏｋａ 等［９］基于小弹性变形叠加在有限弹性变形

上的理论，研究了任意对称性的均匀应力晶体中的波传播，并建立了声学双折射关系．同时，声弹性的应用离

不开材料高阶模量的测量，Ｔｈｕｒｓｔｏｎ［１０］揭示了应力对波传播的影响机制，定义了不同构形下等效弹性常数和

应力张量．Ｋｕｂｅ 等［１１］提出了应力声弹性公式，对于应力诱导的弹性波相速度变化，可直接通过材料的弹性常

数与初始应力状态建立联系．Ｗｉｎｋｌｅｒ 等［１２］ 通过实验测量了 ９ 种岩石（砂岩、石灰岩、花岗岩）和一些合成材

料在室温环境下的三阶弹性常数．Ｌｕｂａｒｄａ［１３］基于线性理论中自洽方法的推广，提出了一种计算立方晶体各

向同性集合体有效三阶弹性常数的改进方法．Ａｂｉｚａ 等［１４］通过将小振幅波与小但有限的预变形耦合，为声弹

性技术测定固体的四阶弹性常数提供了理论支持．因此，可利用声弹性理论建立弹性波的传播特性与初始应

力及其产生的预变形的联系．
由于机械加工、温度差异、淬火过程以及施加应力等，初始应力广泛存在于金属材料中．应力状态会改变

等效材料的弹性性质，进而影响弹性波的传播，这一现象可用于实际工程中应力的无损检测［１５］ ．刘镇清等［１６］

基于应力⁃超声波速度关系，研究螺栓轴向应力测量中声速与应力、温度的关系，介绍了用于分析三者关系的

实验与计算方法．Ｍｕｋｈｅｒｊｅｅ 等［１７］建立了具有横向织构各向异性的初应力固体的框架，展示了如何用小振幅

横波测量应力．声弹性理论为研究预应力介质弹性波的传播提供了理论基础．Ｐａｏ 等［１８］在自然坐标系和初始

坐标系下均推导了声弹性方程，并将其应用于研究具有初始应力的正交异性弹性固体中超声波的传播．Ｚｕｏ
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等［１９］提出了一种在半解析有限元（ＳＡＦＥ）模型中考虑声弹效应的方法，为研究任意初始应力条件下任意截

面波导中的声弹性导波提供了一种通用工具．Ｌｉｕ 和 Ｌｉｎ 等［２０］基于 Ｂｉｏｔ 理论的框架建立了一种结合 ＳＡＦＥ 和

完全匹配层法的方法，用于准确预测任意初始应力作用下各向异性层状半空间中 ＳＡＷ 的相速度色散、衰减

和极化模式．Ｚｈｅｎｇ 等［２１］发展的 Ｐａｄé 声孔隙弹性理论，将预测能力拓展至高应力下发生非弹性变形的多孔

岩石．Ｔｒａｙｌｏｒ 和 Ｂｕｒｎｌｅｙ 等［２２］研究了高压高温条件下 Ｓａｎ Ｃａｒｌｏｓ 橄榄石的声弹性效应，明确了应力对纵波和

横波速度的影响．初始应力诱导的各向异性会导致声双折射现象，即两个横波波速不同．Ｍａｎ 和 Ｐａｒｏｎｉ［２３］ 构
建了初始应力作用下多晶聚集体的微观力学模型，推导了立方晶粒正交各向异性聚集体的双折射公式，明确

了正交织构对声弹性系数的影响．Ｋｈｉｄａｓ 和 Ｊｉａ［２４］ 通过单轴加载下玻璃微珠充填体的应力⁃应变测量和超声

传播实验，研究了应力诱导各向异性和组构各向异性对其非线性弹性的影响．然而，上述研究结果对于不同

初始应力状态如何影响弹性波的传播特性还缺乏深入认识．因此，有必要研究复杂初始应力状态对弹性波传

播的影响．
受初始应力介质中预变形的几何非线性及介质的物理非线性会显著影响弹性波的传播特性．Ｐａｕ 等［１］

分别研究了物理非线性和几何非线性如何影响体波速度和极化方向．Ｃａｉ 和 Ｄｅｎｇ［２］ 建立了初始应力作用下

非线性弹性波传播的统一数学框架．Ｔａｎｇ 等［２５］通过引入一个中间状态来描述自然状态和最终状态之间的预

变形，以将预变形整合到非线性波动方程中，并在微扰理论的二阶近似下对该非线性波动方程进行分解，从
而推导出平面弹性波和二次谐波的声弹性方程．Ｚｕｏ 和 Ｚｈａｎｇ 等［２６］研究了 Ｌａｍｂ 波二次谐波在不连续板中的

传播和散射过程，包括不连续点附近消失的 Ｌａｍｂ 模的贡献和不连续点处的非线性边界效应，通过暂态有限

元仿真验证了该方法的有效性．Ｑｕ［２７］聚焦具有二次非线性的各向同性超弹性固体中弹性波的非线性行为，
指出二维波运动的非线性行为可由三个独立无量纲参数完全描述，平面波则仅需两个独立无量纲参数，对数

值模拟和实验测量数据解释具有重要意义．本文聚焦于弹性波的传播特征，不考虑谐波效应．尽管声弹性理

论在预应力介质弹性波的建模与残余应力的检测方面得到了广泛应用，但对初始应力与几何非线性及物理

非线性弹性的耦合作用如何影响弹性波传播还缺乏系统认识，对两种非线性机制在弹性波传播中的竞争机

制也缺乏深刻的理解．因此，研究初始应力作用下弹性波的传播规律有必要考虑初始变形的几何非线性及材

料的物理非线性的影响．
为研究初始变形的几何非线性及物理非线性与初始应力的耦合作用对弹性波的影响，本文将基于声弹

性理论基本方程，建立初始应力与几何和物理非线性效应耦合作用下平面波的特征方程，并通过摄动理论求

解平面波特征方程以获得受初始应力介质弹性波相速度的解析解．此外，基于初始应力作用下平面波的特征

方程，分析单轴、双轴、三轴初始应力状态下静态变形的几何非线性和介质物理非线性对弹性波的相速度方

位依赖性、极化各向异性、横波速度各向异性特征的影响．

１　 声弹性理论及其基本方程

传统的弹性波理论以线弹性理论为基础，弹性波的速度通常被认为是不依赖于初始应力或应变状态的

常数．然而大量的实验表明，初始应力作用下传播速度与未受应力时的传播速度不同［２８］ ．基于叠加在有限静

态变形上的非线性波动理论，声弹性理论从理论上建立了弹性波传播特性与固体中初始应力状态之间的联

系［２］ ．叠加的静态变形可以是有限的，也可以是无穷小的；可以是弹性的，也可以是非弹性的．
为建立弹性波在受初应力固体中传播的理论框架，声弹性理论通常涉及三个构形：自然构形 Ｖ０、中间构

形 Ｖ 与当前构形 Ｖ ．同时为便于描述，将这三个构形之间的变形与运动关系置于同一坐标框架中进行刻画，
如图 １ 所示．分别使用大写拉丁字母、小写希腊字母和拉丁字母下标来表示物理场在自然状态、中间状态和

当前状态下的分量，并用带波浪号变量表示中间构形以作区分．
初始应力作用下的弹性波运动可模拟为叠加在静态变形上的小弹性运动问题．因此，不同构形中物质点

的位置具有如下联系：
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　 　 ξ（Ｘ） ＝ Ｘ ＋ ｗ（Ｘ）， ｘ（Ｘ，ｔ） ＝ ｕ（Ｘ，ｔ） ＋ ξ（Ｘ）， （１）
其中， ｗ（Ｘ） 为初始应力相关的静态位移， ｕ（Ｘ，ｔ） 为弹性波运动相关的动态位移．

图 １　 自然构形、中间构形及当前构形的变形示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ｔｈｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ａｍｏｎｇ ｔｈｅ ｎａｔｕｒａｌ， ｉｎｔｅｒｍｅｄｉａｔｅ， ａｎｄ ｃｕｒｒｅｎｔ ｓｔａｔｅｓ

假设初始应力产生均匀的静态变形，则当前构形相对自然构形的总 Ｇｒｅｅｎ 应变张量可表示为如下形式：

　 　 Ｅ ＝ α ＋ １
２
［Ñｕ ＋ （Ñｕ） Ｔ］ ＋ １

２
α·α ＋ １

２
α·（Ñｕ） ＋ １

２
（Ñｕ） Ｔ·α ＋ １

２
（Ñｕ） Ｔ·（Ñｕ）， （２）

其中， α 为初始变形相关的应变张量． 上式可以为研究初始应力相关的静态变形对弹性波传播的影响提供

便利．
为研究初始应力及其产生的变形对材料弹性性质的影响，需建立初始应力或初始变形相关的本构关系．

通常将受初始应力的固体考虑为非线性的超弹性材料，假设材料存储的能量全部通过等熵的弹性变形过程

转化为应变能．因此，基于第二类 Ｐｉｏｌａ⁃Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 应力（下文简称为 ＳＫ 应力）可用高阶弹性常数，将三阶非线

性的声弹性本构关系表示为如下形式［１４，２９］：
　 　 ＴＳＫ ＝ λ（ｔｒ Ｅ）Ｉ ＋ ２μＥ ＋ Ｃ（ｔｒ Ｅ） ２Ｉ ＋ Ｂｔｒ（Ｅ２）Ｉ ＋ ２Ｂ（ｔｒ Ｅ）Ｅ ＋ ＡＥ２ ＋ Ｄｔｒ（Ｅ３）Ｉ ＋

　 　 　 　 ３Ｄ（ｔｒ Ｅ）Ｅ２ ＋ ２Ｆ（ｔｒ Ｅ）ｔｒ（Ｅ２）Ｉ ＋ ２Ｆ （ｔｒ Ｅ） ２Ｅ ＋ ４Ｇｔｒ（Ｅ２）Ｅ ＋ ４Ｈｔｒ（Ｅ） ３Ｉ， （３）
其中， λ，μ 为二阶弹性常数； Ａ，Ｂ，Ｃ 为三阶弹性常数； Ｄ，Ｆ，Ｇ，Ｈ 为四阶弹性常数．

为了将弹性波运动与初始静态变形联系起来，初始应力介质中弹性波的运动方程通常利用第一类 Ｐｉｏ⁃
ｌａ⁃Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 应力（下文简称为 ＰＫ 应力）来描述［３０］ ．利用 ＰＫ 应力张量表示的运动方程表示为

　 　 Ñ·ＴＰＫ ＝ ρ ０ｕ（Ｘ）， （４）
其中， ρ ０ 为自然构形下的密度．引入 ＰＫ 应力与 ＳＫ 应力之间的关系式（Ａ１１），运动方程式（４）可通过 ＳＫ 应力

ＴＳＫ 表示为

　 　 Ñ·（Ｆ·ＴＳＫ） ＝ ρ ０ｕ（Ｘ） ． （５）
上述式（１）—（５）的详细推导过程与应力张量的定义见附录 Ａ ．

联立式（２）、式（３）和式（５），可得到初始应力作用下耦合几何非线性与物理非线性的运动方程：
　 　 ［λ ＋ μ ＋ （Ｂ ＋ ２Ｃ）ｔｒ α ＋ （Ｆ ＋ １２Ｈ）（ｔｒ α） ２ ＋ （２Ｆ ＋ ２Ｇ）ｔｒ（α２）］ Ñ（Ñ·ｕ） ＋

　 　 　 　 Ａ
２

＋ ２Ｂ ＋ ３Ｄ
２

＋ ４Ｆæ

è
ç

ö

ø
÷ ｔｒ αé

ë
êê

ù

û
úú α·Ñ（Ñ·ｕ） ＋ ３Ｄα２·Ñ（Ñ·ｕ） ＋ ３Ｄ ÑÑ·（α２·ｕ） ＋

　 　 　 　 ［μ ＋ Ｂｔｒ α ＋ Ｆ（ｔｒ α） ２ ＋ ２Ｇｔｒ α２］Δｕ ＋ Ａ
２

＋ ３Ｄ
２

ｔｒ αæ

è
ç

ö

ø
÷ α·Δｕ ＋ ８Ｇα·Ñ［Ñ·（α·ｕ）］ ＋
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　 　 　 　 Ａ
２

＋ ３Ｄ
２

ｔｒ αæ

è
ç

ö

ø
÷ Ñ·（α·Ñｕ） ＋ Ａ

２
＋ ２Ｂ ＋ ３Ｄ

２
＋ ４Ｆæ

è
ç

ö

ø
÷ ｔｒ αé

ë
êê

ù

û
úú ÑÑ·（α·ｕ） ＝ ρ ０ｕ ． （６）

２　 受初始应力介质中非线性介质平面波的传播

一般地，当前构形中平面波方程具有如下形式：
　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ Ｕｅｉ（ｋｎ·ｘ－ωｔ） ． （７）
弹性波运动相关的动态变形满足小变形假设，即 ‖ｕ‖ ≪ ‖ｗ‖ 与 ‖∂ｕ ／ ∂Ｘ‖ ≪ ‖∂ｗ ／ ∂Ｘ‖ ．考虑初

始应力产生均匀的静态变形时，变形梯度（Ａ４）可退化为

　 　 Ｆ ＝ ∂ｘ
∂Ｘ

≈ （Ｉ ＋ α） ． （８）

由于动态变形 ｕ 为小变形，因此当前构形与中间构形物理量几乎没有区别．
将式（８）代入式（７），可得到在自然构形下的平面波方程为

　 　 ｕ（Ｘ，ｔ） ＝ Ｕｅｉ［ｋＮ·（Ｉ＋α）·Ｘ－ωｔ］， （９）
将式（９）代入式（６）可得到初始应力非线性介质平面波的特征方程：

　 　 （Ｑ － ｖ２Ｉ）·Ｕ ＝ ０， （１０）
其中， Ｑ 称为声张量或 Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ 矩阵，其与初始变形、二阶、三阶弹性常数、平面波的传播方向相关．求解特

征方程（１０）的特征值 ｖ可以得到三类体波（纵波、准 ＳＶ 波、准 ＳＨ 波）的相速度，相应的特征向量对应三类体

波的偏振方向．
２．１　 几何非线性的静态变形———材料线性条件下平面波的相速度

考虑几何非线性的静态变形作用下的小弹性波运动，Ｇｒｅｅｎ 应变张量表示为

　 　 Ｅ ＝ α ＋ １
２
［Ñｕ ＋ （Ñｕ） Ｔ］ ＋ １

２
α·α ＋ １

２
α·（Ñｕ） ＋ １

２
（Ñｕ） Ｔ·α ． （１１）

假设材料为线弹性，用 ＴＰＫ 表示的本构方程仅包含二阶弹性常数的贡献，即
　 　 ＴＰＫ ＝ （Ｉ ＋ α ＋ Ñｕ）·（λ（ｔｒ Ｅ）Ｉ ＋ ２μＥ） ． （１２）
联立式（４）、式（９）和式（１２），可得到仅考虑静态变形的几何非线性时的声张量：

　 　 Ｑ ＝ { （μＩ ＋ λｑ）·（Ｎ·ｑ 􀱋 Ｎ·ｑ）·ｑ ＋ μ［（Ｎ·ｑ）·ｑ·ｑ·（Ｎ·ｑ）］Ｉ ＋ μ［（Ｎ·ｑ）·α 􀱋 （Ｎ·ｑ）·ｑ］ ＋

　 　 　 　 λ ｔｒ α ＋ １
２

α２æ

è
ç

ö

ø
÷ （Ｎ·ｑ） ２Ｉ ＋ ２μ（Ｎ·ｑ） ２ α ＋ １

２
α２æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

} ρ ０， （１３）

其中， ｑ ＝ Ｉ ＋ α ．
对于静水应力的情况下，有 α ＝ α０Ｉ ．将对应的声张量 Ｑ 代入式（１０）求解相应的特征方程可得到静水压

力作用下弹性波的相速度与静水应变的关系［１⁃２，１４］：

　 　
ｃＰ ＝ （１ ＋ α０） ２［λ ＋ ２μ ＋ （５λ ＋ ６μ）α０ ＋ （５λ ／ ２ ＋ ３μ）α２

０］ ／ ρ ０ ，

ｃＳ ＝ （１ ＋ α０） ２［μ ＋ （３λ ＋ ４μ）α０ ＋ （３λ ／ ２ ＋ ２μ）α２
０］ ／ ρ ０ ，

{ （１４）

其中， ｃＰ 表示纵波相速度， ｃＳ 表示横波相速度．在静水应力作用下，各向同性材料依然具有各向同性的等效

弹性性质，因此两类横波具有相同的相速度．
考虑沿 Ｘ１ 方向的单轴初始应力，初始应力产生的变形为 α ＝ α０［ｅ１ 􀱋 ｅ１ － ｖ（Ｉ － ｅ１ 􀱋 ｅ１）］ ．当弹性波沿

Ｘ１ 方向传播（即传播方向与单轴应力方向一致）时， Ｎ ＝ （１，０，０） ．将其代入声张量 Ｑ 并求解特征方程（１０），
可得到沿单轴应力方向传播的体波相速度为［１⁃２，１４］

　 　 ｃＰ ＝
（１ ＋ α０） ２

ρ ０
λ ＋ ２μ ＋ ３（λ ＋ ２μ） α０ ＋ １

２
α２

０
æ

è
ç

ö

ø
÷ － ２λ ｖα０ － １

２
ｖ２α２

０
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ， （１５）
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　 　 ｃＳ１ ＝ ｃＳ２ ＝
（１ ＋ α０） ２

ρ ０
μ ＋ （λ ＋ ２μ） α０ ＋ １

２
α２

０
æ

è
ç

ö

ø
÷ － ２（λ ＋ μ） ｖα０ － １

２
ｖ２α２

０
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ， （１６）

其中，下标 Ｓ１ 表示快横波，Ｓ２ 表示慢横波．当弹性波的传播方向与单轴应力方向平行时，两类横波的相速度

相等，其物理本质为垂直于传播方向的平面仍保持各向同性的特性．
当弹性波的传播方向垂直单轴应力方向时，即 Ｎ ＝ （０，１，０） 或 Ｎ ＝ （０，０，１） ．求解特征方程（１０），可得到

三类弹性波的相速度分别为

　 　 ｃＰ ＝
（１ － ｖα０） ２

ρ ０
λ ＋ ２μ ＋ １

２
λ（２α０ ＋ α２

０） － （３μ ＋ ２λ）（２ｖα０ － ｖ２α２
０）

é

ë
êê

ù

û
úú ， （１７）

　 　
ｃＳ１ ＝

（１ － ｖα０） ２

ρ ０
μ ＋ λ

２
＋ μæ

è
ç

ö

ø
÷ （２α０ ＋ α２

０） － （μ ＋ λ）（２ｖα０ － ｖ２α２
０）

é

ë
êê

ù

û
úú ，

ｃＳ２ ＝
（１ － ｖα０） ２

ρ ０
μ ＋ １

２
λ（２α０ ＋ α２

０） － （２μ ＋ λ）（２ｖα０ － ｖ２α２
０）

é

ë
êê

ù

û
úú ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（１８）

由式（１８）可知，当弹性波传播方向与单轴应力方向垂直时，两类横波的相速度不再相等，即出现横波分

裂现象［３１］ ．这一现象的物理本质是初始应力的偏量部分诱导产生等效的弹性各向异性，使得沿单轴应力方

向和垂直于单轴应力方向具有不同的等效弹性性质，进而导致两种横波相速度的差异．
２．２　 几何线性的静态变形———物理非线性条件下平面波的相速度

考虑初始应力产生线性的静态变形，即静态变形为小变形，式（２）的 Ｇｒｅｅｎ 应变退化为

　 　 Ｅ ＝ α ＋ １
２
［Ñｕ ＋ （Ñｕ） Ｔ］ ． （１９）

对于几何线性的静态变形，有 Ｉ ＋ α ≈ Ｉ， 则平面波方程可重新表示为如下形式：
　 　 ｕ（Ｘ，ｔ） ＝ Ｕｅｉ（ｋＮ·Ｘ－ωｔ） ． （２０）
联立式（５）、式（１９）和式（２０），则可得到初始应力作用下仅考虑物理非线性时的声张量：
　 　 Ｑ ＝ ［λ ＋ μ ＋ （Ｂ ＋ ２Ｃ）ｔｒ α ＋ （Ｆ ＋ １２Ｈ）（ｔｒ α） ２ ＋ （２Ｆ ＋ ２Ｇ）ｔｒ（α２）］ｎ 􀱋 ｎ ＋{

　 　 　 　 （Ａ ／ ２ ＋ ２Ｂ ＋ （３Ｄ ／ ２ ＋ ４Ｆ）ｔｒ α）［ｎ 􀱋 ｎ·α ＋ α·（ｎ 􀱋 ｎ）］ ＋
　 　 　 　 ［μ ＋ Ｂｔｒ α ＋ Ｆ（ｔｒ α） ２ ＋ ２Ｇｔｒ α２］ｎ２Ｉ ＋ ３Ｄ［α２·（ｎ 􀱋 ｎ） ＋ ｎ 􀱋 ｎ·α２］ ＋

　 　 　 　 （Ａ ／ ２ ＋ ３Ｄｔｒ α ／ ２）［ｎ·α·ｎ ＋ （α·ｎ）·ｎ］Ｉ ＋ ８Ｇ（α·ｎ 􀱋 ｎ·α）·Ｉ} ／ ρ ０ ． （２１）

在静水的初始应力条件下，通过求解特征方程（１０）可得到体波的相速度为［１⁃２，１４］

　 　 ｃＰ ＝ １
ρ
［λ ＋ ２μ ＋ （２Ａ ＋ １０Ｂ ＋ ６Ｃ）α０ ＋ （２４Ｄ ＋ ４８Ｆ ＋ ２０Ｇ ＋ １０８Ｈ）α２

０］ ， （２２）

　 　 ｃＳ ＝ １
ρ
［（μ ＋ （Ａ ＋ ３Ｂ）α０ ＋ （９Ｄ ＋ ９Ｆ ＋ ６Ｇ）α２

０）］ ． （２３）

同样地，在静水的初始应力作用下，两类横波具有相同的相速度．
考虑沿 Ｘ１ 方向的单轴初始应力，当弹性波传播方向与单轴应力平行，即 Ｎ ＝ （１，０，０）， 将声张量 Ｑ 代入

式（１０），可得到三阶弹性常数下体波的相速度为

　 　 ｃＰ ＝ [ １
ρ ０

（λ ＋ ２μ ＋ ２Ａα０ ＋ ２Ｂ（３ － ２ｖ）α０ ＋ ２Ｃ（１ － ２ｖ）α０ ＋ １２Ｄ（１ － ｖ）α２
０ ＋

　 　 　 　 １２Ｆ（１ － ２ｖ ＋ ｖ２）α２
０ ＋ ４Ｇ（３ ＋ ２ｖ２）α２

０ ＋ １２Ｈ（１ － ２ｖ） ２α２
０ ]

０．５
， （２４）

　 　 ｃＳ１ ＝ ｃＳ２ ＝ { １
ρ ０

{ μ ＋ ［Ａ ＋ ３Ｄ（１ － ２ｖ）α０］（１ － ｖ）α０ ／ ２ ＋ Ｂ（１ － ２ｖ）α０ ＋
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　 　 　 　 Ｆ （１ － ２ｖ） ２α２
０ ＋ ２Ｇ（１ ＋ ２ｖ２）α２

０ } }
０．５

． （２５）

考虑沿 Ｘ１ 方向的单轴初始应力，弹性波传播方向与单轴应力方向垂直，即 Ｎ ＝ （０，１，０） 或 Ｎ ＝ （０，０，１） ．
将声张量 Ｑ 代入式（１０），可得到三阶弹性常数下相速度为

　 　 ｃＰ ＝ { １
ρ ０

［λ ＋ ２μ － ２Ａｖα０ ＋ ２Ｂ（１ － ４ｖ）α０ ＋ ２Ｃ（１ － ２ｖ）α０ ＋ ６Ｄ（３ｖ２ － ｖ）α２
０ ＋

　 　 　 　 ４Ｆ（１ － ４ｖ ＋ ７ｖ２）α２
０ ＋ ４Ｇ（１ ＋ ４ｖ２）α２

０ ＋ １２Ｈ（１ － ２ｖ） ２α２
０］ }

０．５
， （２６）

　 　

ｃＳ１ ＝ { １
ρ ０

［μ － Ａｖα０ ＋ Ｂ（１ － ２ｖ）α０ － ３Ｄ（ｖ － ２ｖ２）α２
０ ＋

　 　 　 　 Ｆ（１ － ２ｖ） ２α２
０ ＋ ２Ｇ（１ ＋ ２ｖ２）α２

０］ }
０．５
，

ｃＳ２ ＝ { １
ρ ０

［μ ＋ （Ａ ＋ ３Ｄ（１ － ２ｖ）α０）（１ － ｖ）α０ ／ ２ ＋ Ｂ（１ － ２ｖ）α０ ＋

　 　 　 　 Ｆ（１ － ２ｖ） ２α２
０ ＋ ２Ｇ（１ ＋ ２ｖ２）α２

０］ }
０．５

．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

（２７）

同样地，沿单轴应力方向传播的两类横波的相速度相等．由于应力诱导的各向异性，垂直单轴应力方向传播

的两类横波具有不同的相速度．
２．３　 非线性介质平面波的摄动近似解

在各向异性介质中，当传播方向与各向异性主轴方向不一致时，平面波的体波相速度和偏振方向通常无

法得到解析解．然而，在弱各向异性近似条件下，可借助摄动理论得到体波速度及其偏振方向的解析表达式．
该方法以某一各向同性介质为参考背景，将各向异性部分处理为对各向同性弹性参数的微小扰动，进而通过

矩阵摄动理论求解平面波的特征值方程获得体波的相速度及极化方向［３２］ ．由于各向异性的初始应力存在，
受初始应力介质也具有等效各向异性的特征．因此，本小节将采用摄动理论求解初始应力与非线性弹性耦合

作用下，弹性波相速度的摄动近似解析解．
在弱各向异性假设下，可将初始应力作用下的声张量视为基于静水应力作用下声张量的扰动，即可将声

张量分为两部分：
　 　 Ｑ ＝ Ｑ（ｉｓｏ） ＋ ΔＱ， （２８）

其中， Ｑ（ｉｓｏ） 对应于初始应力的静水部分作用下的声张量， ΔＱ 为初始应力偏置部分诱导各向异性条件下的

声张量．
基于摄动理论［３３］，其特征值与特征向量可以表示为摄动级数的形式：

　 　
χ ＝ χ （０） ＋ χ （１） ＋ χ （２） ＋ …，
Ｐ ＝ Ｐ（０） ＋ Ｐ（１） ＋ Ｐ（２） ＋ …，{ （２９）

其中， χ （０） 与 Ｐ（０） 分别表示静水应力条件下弹性波的相速度与极化矢量，其对应于声张量为 Ｑ（ｉｓｏ） 时特征方

程（１０）的特征值与特征向量； χ （１） 和 χ （２） 分别为相速度平方的一阶和二阶摄动项， Ｐ（１） 和 Ｐ（２） 分别为极化

矢量的一阶和二阶摄动项．
对于准纵波，其特征值的一阶和二阶的摄动项分别具有如下形式：

　 　

λ （１）
Ｐ ＝ ｇＰＰ，

λ （２）
Ｐ ＝

ｇ２
Ｓ１Ｐ

λ （０）
Ｐ － λ （０）

Ｓ１

＋
ｇ２

Ｓ２Ｐ

λ （０）
Ｐ － λ （０）

Ｓ２

，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（３０）

其中， ｇＰＰ ＝ （Ｐ（０）
Ｐ ） Ｔ·ΔＱ·Ｐ（０）

Ｐ ， ｇＳ１Ｐ ＝ （Ｐ（０）
Ｓ１ ） Ｔ·ΔＱ·Ｐ（０）

Ｐ ， ｇＳ２Ｐ ＝ （Ｐ（０）
Ｓ２ ） Ｔ·ΔＱ·Ｐ（０）

Ｐ ．
因此准纵波的相速度为
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　 　 Ｖ２
Ｐ ＝ ｃ２Ｐ ＋ λ （１）

Ｐ ＋ λ （２）
Ｐ ＋ …， （３１）

其中， ｃＰ 为静水应力条件下纵波相速度，可通过式（１４）或式（２３）得到．
对于准横波，有

　 　 Ｖ２
Ｓ１，Ｓ２ ＝ ｃ２Ｓ ＋ １

２
（ｇ１１ ＋ ｇ２２） ± ［（ｇ１１ － ｇ２２） ２ ＋ ４ｇ２

１２］ １ ／ ２{ } ， （３２）

其中， ｃＳ 为静水应力条件下横波相速度，可通过式（１４）或式（２３）得到．ｇｉｊ（ ｉ，ｊ ＝ １，２） 的摄动级数形式如下：
　 　 ｇｉｊ ＝ ｇ（１）

ｉｊ ＋ ｇ（２）
ｉｊ ＋ …， （３３）

其中，一阶和二阶摄动项的结果为

　 　

ｇ（１）
１１ ＝ （Ｐ（０）

Ｓ１ ） Ｔ·ΔＱ·Ｐ（０）
Ｓ１ ， ｇ（１）

２２ ＝ （Ｐ（０）
Ｓ２ ） Ｔ·ΔＱ·Ｐ（０）

Ｓ２ ， ｇ（１）
１２ ＝ （Ｐ（０）

Ｓ１ ） Ｔ·ΔＱ·Ｐ（０）
Ｓ２ ，

ｇ（２）
１１ ＝

ｇ２
Ｓ１Ｐ

ｃ２Ｓ － ｃ２Ｐ
， ｇ（２）

２２ ＝
ｇ２

Ｓ２Ｐ

ｃ２Ｓ － ｃ２Ｐ
， ｇ（２）

１２ ＝
ｇＳ１ＰｇＳ２Ｐ

ｃ２Ｓ － ｃ２Ｐ
．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（３４）

以单轴预应力介质纵波的相速度为例，给定传播方向 （φ，θ） 时，摄动方法得到的一阶近似项 ｇＰＰ 可表示

为如下形式：
　 　 ｇＰＰ ＝ Ｌ（０）

ＰＰ ＋ Ｌ（１）
ＰＰ ｃｏｓ（２ϕ） ＋ （Ｌ（２）

ＰＰ ＋ Ｌ（３）
ＰＰ ｃｏｓ（２ϕ））ｃｏｓ（２θ） ＋ （Ｌ（４）

ＰＰ ＋ Ｌ（５）
ＰＰ ｃｏｓ（２ϕ））ｃｏｓ（４θ） ＋

　 　 　 　 Ｌ（６）
ＰＰ （３ － ４ｃｏｓ（２θ） ＋ ｃｏｓ（４θ））ｃｏｓ（４ϕ） ． （３５）

类似地，与体波相速度的二阶摄动项相关的系数 ｇＳ１Ｐ 与 ｇＳ２Ｐ 的表达式分别为

　 　

ｇＳ１Ｐ ＝ （Ｌ（１）
Ｓ１Ｐ ＋ Ｌ（２）

Ｓ１Ｐ ｃｏｓ（２ϕ））ｓｉｎ（２θ） ＋ （Ｌ（３）
Ｓ１Ｐ ＋

　 　 Ｌ（４）
Ｓ１Ｐ ｃｏｓ（２ϕ））ｓｉｎ（４θ） ＋ Ｌ（５）

Ｓ１Ｐ（ － ２ｓｉｎ（２θ） ＋ ｓｉｎ（４θ））ｃｏｓ（４ϕ），

ｇＳ２Ｐ ＝ （Ｌ（１）
Ｓ２Ｐ ＋ Ｌ（２）

Ｓ２Ｐ ｃｏｓ（２θ））ｓｉｎ（２ϕ）ｓｉｎ θ ＋ Ｌ（３）
Ｓ２Ｐ（１ － ｃｏｓ（２θ））ｓｉｎ（４ϕ）ｓｉｎ θ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（３６）

横波相速度的一阶摄动项的系数 ｇ（１）
ｉｊ 的表达式为

　 　

ｇ（１）
１１ ＝ Ｌ（０）

１１ ＋ Ｌ（１）
１１ ｃｏｓ（２θ） ＋ （Ｌ（２）

１１ ＋ Ｌ（３）
１１ ｃｏｓ（２θ） ＋ Ｌ（６）

１１ ｃｏｓ（４θ））ｃｏｓ（２ϕ） ＋

　 　 Ｌ（４）
１１ ｃｏｓ（４θ） ＋ （Ｌ（５）

１１ ＋ Ｌ（７）
１１ ｃｏｓ（４θ））ｃｏｓ（４ϕ），

ｇ（１）
２２ ＝ Ｌ（０）

２２ ＋ Ｌ（１）
２２ ｃｏｓ（２θ） ＋ （Ｌ（２）

２２ ＋ Ｌ（３）
２２ ｃｏｓ（２θ））ｃｏｓ（２ϕ） ＋

　 　 （Ｌ（４）
２２ ＋ Ｌ（５）

２２ ｃｏｓ（２θ））ｃｏｓ（４ϕ），

ｇ（１）
１２ ＝ ［（Ｌ（１）

１２ ＋ Ｌ（２）
１２ ｃｏｓ（２θ））ｓｉｎ（２ϕ） ＋ （Ｌ（３）

１２ ＋ Ｌ（４）
１２ ｃｏｓ（２θ））ｓｉｎ（４ϕ）］ｃｏｓ θ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（３７）

其中， Ｌ（ ｉ）
ＰＰ ，Ｌ（ ｉ）

Ｓ１Ｐ，Ｌ（ ｉ）
Ｓ２Ｐ，Ｌ（ ｉ）

１１ ，Ｌ（ ｉ）
２２ ，Ｌ（ ｉ）

１２ 具体的表达式见附录 Ｂ１（考虑物理非线性）和附录 Ｂ２（考虑初始变形的几

何非线性）．由式（３５）—（３７）及附录 Ｂ１ 和 Ｂ２ 结果可见，在非静水的初始应力作用下，不管是考虑物理非线

性还是静态变形的几何非线性，弹性波体波相速度对传播方向都具有 ２ϕ，４ϕ，θ，２θ 及 ４θ 的正弦和余弦函数

的依赖性．其各方位依赖性项的权重取决于初始应力方向及其产生的静态变形的大小．
为验证摄动近似解析解的有效性，我们将体波相速度的摄动近似解与数值求解式（１０）得到的精确解进

行比较．假设单轴应力产生的预应变为 α１ ＝ ０．００４，α２ ＝ － ｖα１，α３ ＝ － ｖα１ ．考虑 ７０７５⁃Ｔ６５１ 铝合金材料，其物理

参数见表 １．
图 ２ 展示了物理非线性条件下受单轴初应力的介质中体波相速度的摄动近似解与数值精确解的对比．

可以看到，在考虑物理非线性条件的初始应力介质中，纵波与快横波相速度的一阶摄动近似解与数值计算得

到的精确解高度吻合．而慢横波相速度的一阶摄动近似解存在显著误差，但二阶近似解与数值精确解高度吻

合．因此，考虑材料的物理非线性时，体波相速度的二阶摄动近似解便具有较高的精度，验证了摄动近似解析

求解初始应力作用下体波相速度的可行性与有效性．此外，由于应力诱导的各向异性，体波相速度具有明显

的方位依赖性．由式（３５）—（３７），体波在方位角上以正弦和余弦函数形式呈现周期性的变化．由图 ２ 可知，纵
波与快横波（Ｓ１ 波）的相速度以 ２ϕ 的方位依赖性为主导，而慢横波的相速度以 ４ϕ 的方位依赖性为主导．

图 ３ 展示了单轴应力作用下考虑初始变形的几何非线性时体波相速度的摄动近似解与数值精确解的对
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比．可以看到，在考虑几何非线性条件的预应力介质中，体波相速度的一阶摄动近似解便能与数值计算得到

的精确解高度吻合，且几何非线性对体波相速度的影响较物理非线性要小．仅考虑静态变形的几何非线性

时，单轴应力作用下体波的相速度均以 ２ϕ 的方位依赖性为主导．通过以上分析，初始应力作用下体波的二阶

摄动近似解在两种情况下均与精确的相速度解具有高度一致性，从而验证了本文摄动近似求解的可行性与

有效性．

（ａ） Ｐ 波相速度 （ｂ） Ｓ１ 波相速度 （ｃ） Ｓ２ 波相速度

（ａ） Ｐ⁃ｗａｖｅｓ ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ （ｂ） Ｓ１⁃ｗａｖｅｓ ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ （ｃ） Ｓ２⁃ｗａｖｅｓ ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ

图 ２　 物理非线性条件下 Ｐ 波、Ｓ１ 波和 Ｓ２ 波相速度的摄动近似解和数值精确解的比较

Ｆｉｇ． ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ ｏｆ Ｐ⁃ｗａｖｅｓ， Ｓ１⁃ｗａｖｅｓ ａｎｄ Ｓ２⁃ｗａｖｅｓ ｔｈｒｏｕｇｈ ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｓ

ａｎｄ ｅｘａｃｔｌｙ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ

（ａ） Ｐ 波相速度 （ｂ） Ｓ１ 波相速度 （ｃ） Ｓ２ 波相速度

（ａ） Ｐ⁃ｗａｖｅｓ ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ （ｂ） Ｓ１⁃ｗａｖｅｓ ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ （ｃ） Ｓ２⁃ｗａｖｅｓ ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ

图 ３　 几何非线性条件下 Ｐ 波、Ｓ１ 波和 Ｓ２ 波相速度的摄动近似解和数值精确解的比较

Ｆｉｇ． ３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ ｏｆ Ｐ⁃ｗａｖｅｓ， Ｓ１⁃ｗａｖｅｓ ａｎｄ Ｓ２⁃ｗａｖｅｓ ｔｈｒｏｕｇｈ ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｓ

ａｎｄ ｅｘａｃｔｌｙ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｌｌｙ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ

　 　 注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

３　 结果与讨论

为研究受初始应力介质中物理非线性与几何非线性对弹性波传播的影响，我们分别针对单轴、双轴、三
轴初始应力情形对特征方程（１０）求解，并进一步系统分析物理非线性与几何非线性对弹性波相速度、偏振

方向以及应力诱导的速度各向异性和极化各向异性等方面影响．采用初始各向同性的 ７０７５⁃Ｔ６５１ 铝合金材

料进行分析，其密度为 ２ ７００ ｋｇ ／ ｍ３，弹性参数见表 １．为便于建立初始变形与初始应力的联系，假设初始应力

产生弹性的预应变，以研究不同初始应力状态对弹性波传播的影响．
表 １　 ７０７５⁃Ｔ６５１ 铝合金弹性常数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｅｌａｓｔｉｃ ｃｏｎｓｔａｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ７０７５⁃Ｔ６５１ ａｌｕｍｉｎｕｍ ａｌｌｏｙ

λ ／ ＧＰａ μ ／ ＧＰａ Ａ ／ ＧＰａ Ｂ ／ ＧＰａ Ｃ ／ ＧＰａ

５４．９ ２６．５ －３５１．２ －１４９．４ －１０２．８
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３．１　 单轴初始应力作用下平面波的传播

对于单轴应力情形，假设初始应力产生的初始应变为 α１ ＝ ０．００４，α２ ＝ － ｖα１，α３ ＝ － ｖα１ ．通过求解特征方

程（１０）可以得到平面波相速度的方位依赖性，体波的极化方向．图 ４ 展示了几何非线性和物理非线性条件下

纵波（Ｐ 波）的相速度相对变化、极化方向及极化各向异性．图中上标 ＧＮ 和 ＰＮ 分别表示考虑几何非线性和

物理非线性的情形， Ｖ０
Ｐ 为无初始应力时的纵波速度， Ｘ，Ｙ，Ｚ 对应 Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３ 轴，其中方位角 ϕ 通过传播方向

在 Ｘ１⁃Ｘ２ 平面内的投影与 Ｘ１ 轴的夹角来定义，倾角 θ 表示传播方向与 Ｘ３ 轴的夹角．在单轴拉伸应力作用下，
体波传播特征显著依赖于初始变形的几何非线性与物理非线性特性．几何非线性导致沿传播方向的 Ｐ 波相

速度增加，而物理非线性导致沿传播方向的 Ｐ 波相速度减小，物理非线性对 Ｐ 波相速度的影响更显著，如图

４（ａ）与 ４（ｄ）所示．这归因于初始拉应力作用下，物理非线性导致等效纵波模量减小，而几何非线性导致等效

纵波模量增加，如式（１７）和（２４）所示．然而，对于垂直单轴应力方向附近传播的 Ｐ 波，几何非线性导致 Ｐ 波

相速度减小，而物理非线性导致 Ｐ 波相速度增加．这是因为在单轴拉应力作用下，由于 Ｐｏｉｓｓｏｎ 效应垂直单轴

应力的方向产生压缩变形．初始应力可导致材料的等效弹性性质具有各向异性特征，导致 Ｐ 波速度具有方位

依赖性．单轴初始应力作用下，准纵波的方位依赖性以 ２ϕ 和 ２θ 项占主导．

（ａ） Ｐ 波相速度（几何非线性） （ｂ） Ｐ 波极化矢量（几何非线性） （ｃ） Ｐ 波极化各向异性（几何非线性）
（ａ） Ｔｈｅ Ｐ⁃ｗａｖｅｓ ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ （ｂ） Ｔｈｅ Ｐ⁃ｗａｖｅｓ ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ｖｅｃｔｏｒ （ｃ） Ｔｈｅ Ｐ⁃ｗａｖｅｓ ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ａｎｉｓｏｔｒｏｐｙ

（ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ） （ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ） （ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ）

（ｄ） Ｐ 波相速度（物理非线性） （ｅ） Ｐ 波极化矢量（物理非线性） （ｆ） Ｐ 波极化各向异性（物理非线性）
（ｄ） Ｔｈｅ Ｐ⁃ｗａｖｅｓ ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ （ｅ） Ｔｈｅ Ｐ⁃ｗａｖｅｓ ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ｖｅｃｔｏｒ （ ｆ） Ｔｈｅ Ｐ⁃ｗａｖｅｓ ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ａｎｉｓｏｔｒｏｐｙ

（ｐｈｙｓｉｃａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ） （ｐｈｙｓｉｃａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ） （ｐｈｙｓｉｃａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ）
图 ４　 受单轴初应力介质几何非线性及物理非线性条件下 Ｐ 波的相速度相对变化、极化矢量及极化各向异性

Ｆｉｇ． ４　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ， ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ｖｅｃｔｏｒｓ ａｎｄ ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ａｎｉｓｏｔｒｏｐｙ ｏｆ Ｐ⁃ｗａｖｅｓ ｕｎｄｅｒ
ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ ｏｒ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ ｉｎ ｕｎｉａｘｉａｌｌｙ ｓｔｒｅｓｓｅｄ ｍｅｄｉａ

此外，应力诱导的各向异性还导致准纵波的偏振方向偏离传播方向，产生极化各向异性．极化各向异性

通过相对各向同性时体波极化方向的偏离角 θ ｉ（ ｉ ＝ Ｐ，Ｓ） 来衡量，其定义如下：
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　 　 θ ｉ ＝ ａｒｃｃｏｓ
Ｐ ｉ·Ｐ（０）

ｉ

Ｐ ｉ Ｐ（０）
ｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （３８）

其中， Ｐ ｉ 表示初始应力作用下体波的极化矢量， Ｐ（０）
ｉ 表示无应力时体波的极化矢量．由于快慢横波的极化方

向正交，且它们的极化方向的偏离角相同，因此统一使用 θ Ｓ 表征快慢横波的极化各向异性．
由于应力诱导的各向异性，极化各向异性参数 θ Ｐ 与 θ Ｓ 与传播方向有关，如图 ４（ｃ）与 ４（ ｆ）所示．物理非

线性与静态变形的几何非线性对 Ｐ 波的极化各向异性的空间分布具有相似的影响，但物理非线性对纵波的

极化各向异性影响更大（极化方向的偏差可达 １°左右）．在沿平行于和垂直于单轴应力的方向上，Ｐ 波的偏

振方向与传播方向一致，此时三类体波解耦．另外，在垂直单轴应力方向的平面 （Ｘ２⁃Ｘ３ 平面）内，此时 Ｐ 波不

具有极化各向异性．这是因为此时 Ｘ２⁃Ｘ３ 平面为各向同性平面，Ｐ 波与 ＳＶ 波解耦．
图 ５ 展示了几何非线性和物理非线性条件下快（Ｓ１）慢（Ｓ２）横波的相速度相对变化及横波相速度的各

向异性特征， Ｖ０
Ｓ 为无初始应力时各向同性介质的横波速度．其中横波速度的各向异性通过横波各向异性参

数 ＡＳ 来衡量：

　 　 ＡＳ ＝
ＶＳ１ － ＶＳ２

（ＶＳ１ ＋ ＶＳ２） ／ ２
． （３９）

（ａ） Ｓ１ 波相速度（几何非线性） （ｂ） Ｓ２ 波相速度（几何非线性） （ｃ） 横波相速度各向异性（几何非线性）
（ａ） Ｔｈｅ Ｓ１⁃ｗａｖｅｓ ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ （ｂ） Ｔｈｅ Ｓ２⁃ｗａｖｅｓ ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ （ｃ） Ｔｈｅ ｓｈｅａｒ⁃ｗａｖｅ ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ａｎｉｓｏｔｒｏｐｙ

（ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ） （ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ） （ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ）

（ｄ） Ｓ１ 波相速度（物理非线性） （ｅ） Ｓ２ 波相速度（物理非线性） （ｆ） 横波相速度各向异性（物理非线性）
（ｄ） Ｔｈｅ Ｓ１⁃ｗａｖｅｓ ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ （ｅ） Ｔｈｅ Ｓ２⁃ｗａｖｅｓ ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ （ ｆ） Ｔｈｅ ｓｈｅａｒ⁃ｗａｖｅ ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ａｎｉｓｏｔｒｏｐｙ

（ｐｈｙｓｉｃａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ） （ｐｈｙｓｉｃａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ） （ｐｈｙｓｉｃａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ）
图 ５　 受单轴初应力介质几何非线性及物理非线性条件下 Ｓ１ 波和 Ｓ２ 波的相速度相对变化和横波相速度各向异性

Ｆｉｇ． ５　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ ｏｆ Ｓ１⁃ｗａｖｅｓ ａｎｄ Ｓ２⁃ｗａｖｅｓ ａｓ ｗｅｌｌ ａｓ ｔｈｅ ｓｈｅａｒ⁃ｗａｖｅ ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ａｎｉｓｏｔｒｏｐｙ
ｕｎｄｅｒ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ ｏｒ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ ｉｎ ｕｎｉａｘｉａｌｌｙ ｓｔｒｅｓｓｅｄ ｍｅｄｉａ

横波各向异性参数可以表征应力诱导各向异性导致的快慢横波相速度差异．与纵波不同，受横波偏振方

向的影响，单轴初始应力对快慢横波速度的影响规律较复杂．在单轴拉应力作用下，几何非线性与物理非线

性均导致沿传播方向的 Ｓ１ 波相速度增加．对于垂直于单轴应力方向附近传播的 Ｓ１ 波，几何非线性导致快横
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波相速度增加，而物理非线性导致 Ｓ１ 波相速度减小．然而，几何非线性与物理非线性对 Ｓ２ 波相速度的影响

规律截然不同．物理非线性导致所有传播方向上的 Ｓ２ 波相速度减小，而几何非线性导致垂直于单轴应力方

向传播的 Ｓ２ 波相速度增加．与纵波类似，考虑物理非线性时初始应力对 Ｓ２ 波相速度的影响更显著．与纵波

类似，由于应力诱导的各向异性，考虑几何非线性与物理非线性时快横波的方位依赖性均以 ２ϕ和 ２θ 项占主

导．仅考虑静态变形的几何非线性时，慢横波的方位依赖性以 ２ϕ 和 ２θ 项占主导，而考虑物理非线性时慢横

波的方位依赖性以 ４ϕ 和 ２θ 项占主导，且慢横波的相速度受传播方向的影响相对快横波要小很多．考虑几何

非线性与物理非线性时，单轴应力诱导的横波各向异性特征相似，且沿单轴应力方向传播的两类横波相速度

相同，这是因为沿 Ｘ１ 方向的单轴应力作用下， Ｘ２⁃Ｘ３ 平面为各向同性平面．而在 Ｘ２⁃Ｘ３ 平面内传播的横波各

向异性最显著，且考虑物理非线性时应力诱导的横波速度各向异性程度更显著（ ＡＳ 可达到 １．５％）．
图 ６ 展示了几何非线性和物理非线性条件下快（Ｓ１）慢（Ｓ２）横波的极化矢量及横波极化各向异性特征．

图中蓝色箭头对应准 ＳＶ 波，而红色箭头对应准 ＳＨ 波．准 ＳＶ 波与准 ＳＨ 波以通过 Ｘ３ 轴的竖向平面为传播平

面来定义．与纵波极化各向异性类似，横波的极化各向异性通过初始应力作用下横波偏振方向与无初应力时

横波偏振方向偏离角度来衡量．由图可知，初始应力诱导各向异性导致快慢横波的极化各向异性．考虑物理

非线性与几何非线性条件时，在空间中快慢横波极化矢量均包含准 ＳＶ 波与准 ＳＨ 波两种类型，但两种条件

下快慢横波对应的类型刚好相反．在蓝色与红色箭头的交界处，产生准 ＳＶ 波与准 ＳＨ 波的类型转换，此时快

慢横波的极化各向异性达到最大程度（偏离角度达到 ４５°）．

（ａ） Ｓ１ 波极化矢量（几何非线性） （ｂ） Ｓ２ 波极化矢量（几何非线性） （ｃ） 横波极化各向异性（几何非线性）
（ａ） Ｔｈｅ Ｓ１ ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ｖｅｃｔｏｒ （ｂ） Ｔｈｅ Ｓ２ ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ｖｅｃｔｏｒ （ｃ） Ｔｈｅ ｓｈｅａｒ⁃ｗａｖｅ ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ａｎｉｓｏｔｒｏｐｙ

（ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ） （ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ） （ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ）

（ｄ） Ｓ１ 波极化矢量（物理非线性） （ｅ） Ｓ２ 波极化矢量（物理非线性） （ｆ） 横波极化各向异性（物理非线性）
（ｄ） Ｔｈｅ Ｓ１ ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ｖｅｃｔｏｒ （ｅ） Ｔｈｅ Ｓ２ ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ｖｅｃｔｏｒ （ ｆ） Ｔｈｅ ｓｈｅａｒ⁃ｗａｖｅ ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ａｎｉｓｏｔｒｏｐｙ

（ｐｈｙｓｉｃａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ） （ｐｈｙｓｉｃａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ） （ｐｈｙｓｉｃａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ）
图 ６　 受单轴初应力介质几何非线性及物理非线性条件下 Ｓ１ 波和 Ｓ２ 波的极化矢量与横波极化各向异性

Ｆｉｇ． ６　 Ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ｖｅｃｔｏｒｓ ａｎｄ ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ａｎｉｓｏｔｒｏｐｙ ｏｆ Ｓ１ ａｎｄ Ｓ２ ｗａｖｅｓ ｕｎｄｅｒ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ
ｏｒ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ ｉｎ ｕｎｉａｘｉａｌｌｙ ｓｔｒｅｓｓｅｄ ｍｅｄｉａ
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３．２　 双轴初始应力作用下平面波的传播

对于双轴应力情形，假设双轴的初始应力产生的初始应变为 α１ ＝ ０．００４，α２ ＝ ０．００２， 则 α３ ＝ － ｖ ／ （（１ －
ｖ）（α１ ＋ α２）） ．同样地，通过求解特征方程（１０）可以得到三类体波的相速度和极化方向．

图 ７ 展示了双轴初始应力作用下考虑几何非线性和物理非线性时 Ｐ 波的相速度相对变化、极化矢量及

极化各向异性．在双轴拉伸应力作用下，体波传播特征同样依赖于初始变形的几何非线性与物理非线性特

性．几何非线性导致沿双轴应力平面内传播的 Ｐ 波相速度增加，而物理非线性导致双轴应力平面内传播的 Ｐ
波相速度减小，且沿最大初应力方向传播的纵波具有最小相速度．这源于拉伸的初始变形导致沿最大应力方

向材料 “变软”．对于垂直双轴应力方向传播的 Ｐ 波，几何非线性导致 Ｐ 波相速度减小，而物理非线性导致 Ｐ
波相速度增加，如图 ７（ａ）和 ７（ｄ）所示．

双轴初始应力作用下 Ｐ 波速度同样具有方位依赖性，且以 ２ϕ 和 ２θ 项为主，但其对方位角 ϕ 的依赖性

较单轴应力时更小．然而，Ｐ 波的相速度变化具有明显与方位无关的各向同性项，这来源于双轴应力中平均

应力分量的贡献．此外，准纵波的极化各向异性也较单轴应力时更复杂，静态变形的几何非线性与物理非线

性对准纵波极化各向异性的空间分布具有相似的影响，如图 ７（ｃ）与 ７（ｆ）所示．物理非线性对纵波的极化各

向异性影响更大（极化方向的偏差可达 １．５°左右）．在平行于初始应力主轴的方向上，Ｐ 波的偏振方向与传播

方向一致，此时三类体波解耦，是因为均匀静态变形假设下应力诱导的各向异性主轴与主应力轴方向一致．
在平行于最大主应力平面内，在倾角 θ ≈ ± ４５° 的方向上具有最大极化各向异性．

（ａ） Ｐ 波相速度（几何非线性） （ｂ） Ｐ 波极化矢量（几何非线性） （ｃ） Ｐ 波极化各向异性（几何非线性）
（ａ） Ｔｈｅ Ｐ⁃ｗａｖｅｓ ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ （ｂ） Ｔｈｅ Ｐ⁃ｗａｖｅｓ ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ｖｅｃｔｏｒ （ｃ） Ｔｈｅ Ｐ⁃ｗａｖｅｓ ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ａｎｉｓｏｔｒｏｐｙ

（ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ） （ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ） （ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ）

（ｄ） Ｐ 波相速度（物理非线性） （ｅ） Ｐ 波极化矢量（物理非线性） （ｆ） Ｐ 波极化各向异性（物理非线性）
（ｄ） Ｔｈｅ Ｐ⁃ｗａｖｅｓ ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ （ｅ） Ｔｈｅ Ｐ⁃ｗａｖｅｓ ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ｖｅｃｔｏｒ （ ｆ） Ｔｈｅ Ｐ⁃ｗａｖｅｓ ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ａｎｉｓｏｔｒｏｐｙ

（ｐｈｙｓｉｃａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ） （ｐｈｙｓｉｃａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ） （ｐｈｙｓｉｃａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ）
图 ７　 受双轴初应力介质几何非线性及物理非线性条件下 Ｐ 波的相速度、极化矢量及极化各向异性

Ｆｉｇ． ７　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ， ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ｖｅｃｔｏｒ ａｎｄ ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ａｎｉｓｏｔｒｏｐｙ ｏｆ Ｐ⁃ｗａｖｅ ｕｎｄｅｒ
ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ ｏｒ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ ｉｎ ｂｉａｘｉａｌｌｙ ｓｔｒｅｓｓｅｄ ｍｅｄｉａ
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图 ８ 展示了双轴初始应力作用下考虑几何非线性和物理非线性时，快（Ｓ１）慢（Ｓ２）横波的相速度相对变

化及横波相速度的各向异性特征．与单轴应力情形类似，物理非线性条件下初应力对横波相速度的影响更显

著．与单轴应力情形不同，仅考虑几何非线性时双轴应力导致快慢横波的相速度均增加，而考虑物理非线性

时双轴初始应力导致慢横波相速度均减小．不同非线性机制对横波相速度的方位依赖性的影响呈现明显差

异．仅考虑静态变形的几何非线性时，慢横波相速度随方位角 ϕ 的变化更显著．而考虑物理非线性时，快横波

相速度随方位角 ϕ 的变化更显著，而慢横波相速度随倾角 θ 的变化更显著，但快慢横波的方位依赖性均以

２ϕ 和 ２θ 项为主．

（ａ） Ｓ１ 波相速度（几何非线性） （ｂ） Ｓ２ 波相速度（几何非线性） （ｃ） 横波相速度各向异性（几何非线性）
（ａ） Ｔｈｅ Ｓ１⁃ｗａｖｅｓ ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ （ｂ） Ｔｈｅ Ｓ２⁃ｗａｖｅｓ ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ （ｃ） Ｔｈｅ ｓｈｅａｒ⁃ｗａｖｅ ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ａｎｉｓｏｔｒｏｐｙ

（ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ） （ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ） （ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ）

（ｄ） Ｓ１ 波相速度（物理非线性） （ｅ） Ｓ２ 波相速度（物理非线性） （ｆ） 横波相速度各向异性（物理非线性）
（ｄ） Ｔｈｅ Ｓ１⁃ｗａｖｅｓ ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ （ｅ） Ｔｈｅ Ｓ２⁃ｗａｖｅｓ ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ （ ｆ） Ｔｈｅ ｓｈｅａｒ⁃ｗａｖｅ ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ａｎｉｓｏｔｒｏｐｙ

（ｐｈｙｓｉｃａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ） （ｐｈｙｓｉｃａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ） （ｐｈｙｓｉｃａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ）
图 ８　 受双轴初应力介质几何非线性及物理非线性条件下 Ｓ１ 波和 Ｓ２ 波的相速度和横波相速度各向异性

Ｆｉｇ． ８　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ ｏｆ Ｓ１⁃ｗａｖｅｓ ａｎｄ Ｓ２⁃ｗａｖｅｓ ａｓ ｗｅｌｌ ａｓ ｔｈｅ ｓｈｅａｒ⁃ｗａｖｅ ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ａｎｉｓｏｔｒｏｐｙ
ｕｎｄｅｒ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ ｏｒ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ ｉｎ ｂｉａｘｉａｌｌｙ ｓｔｒｅｓｓｅｄ ｍｅｄｉａ

此外，相比单轴应力，双轴应力诱导的横波速度各向异性更加显著，且考虑物理非线性时应力诱导的横

波分裂程度更大（ ＡＳ 可达到 ２．０％）．沿双轴应力方向及垂直双轴应力平面方向的两类横波相速度具有明显

差异，源于双轴应力作用下应力主轴方向的初始变形明显不同．但在传播空间中依然存在横波简并的方向

（ ＡＳ 为零的方向）．
图 ９ 展示了几何非线性和物理非线性条件下快（Ｓ１）慢（Ｓ２）横波的极化矢量及横波极化各向异性特征．

图中蓝色箭头对应准 ＳＶ 波，而红色箭头对应准 ＳＨ 波．同样地，初始双轴应力诱导各向异性导致快慢横波的

极化各向异性，但其极化各向异性的空间分布范围相较单轴应力时更小，这源于双轴拉伸应力导致 Ｘ１⁃Ｘ２ 平

面内的等效弹性各向异性减小．与单轴应力作用时相似，在传播空间中快慢横波极化矢量均包含准 ＳＶ 波与

准 ＳＨ 波两种类型，但在考虑几何非线性和物理非线性的情形下，快慢横波对应的类型刚好相反．由图 ９（ｃ）
和 ９（ｆ）可以看到，无论是考虑几何非线性还是物理非线性，横波的极化各向异性都集中分布在垂直双轴应
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力平面的传播方向附近．在蓝色与红色箭头的交界处，产生准 ＳＶ 波与准 ＳＨ 波的类型转换，此时横波的速度

各向异性较小，但快慢横波的极化各向异性达到最大程度（偏离角度达到 ４５°）．

（ａ） Ｓ１ 波极化矢量（几何非线性） （ｂ） Ｓ２ 波极化矢量（几何非线性） （ｃ） 横波极化各向异性（几何非线性）
（ａ） Ｔｈｅ Ｓ１ ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ｖｅｃｔｏｒ （ｂ） Ｔｈｅ Ｓ２ ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ｖｅｃｔｏｒ （ｃ） Ｔｈｅ ｓｈｅａｒ⁃ｗａｖｅ ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ａｎｉｓｏｔｒｏｐｙ

（ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ） （ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ） （ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ）

（ｄ） Ｓ１ 波极化矢量（物理非线性） （ｅ） Ｓ２ 波极化矢量（物理非线性） （ｆ） 横波极化各向异性（物理非线性）
（ｄ） Ｔｈｅ Ｓ１ ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ｖｅｃｔｏｒ （ｅ） Ｔｈｅ Ｓ２ ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ｖｅｃｔｏｒ （ ｆ） Ｔｈｅ ｓｈｅａｒ⁃ｗａｖｅ ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ａｎｉｓｏｔｒｏｐｙ

（ｐｈｙｓｉｃａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ） （ｐｈｙｓｉｃａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ） （ｐｈｙｓｉｃａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ）
图 ９　 受双轴初应力介质几何非线性及物理非线性条件下 Ｓ１ 波和 Ｓ２ 波的极化矢量与横波极化各向异性

Ｆｉｇ． ９　 Ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ｖｅｃｔｏｒｓ ａｎｄ ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ａｎｉｓｏｔｒｏｐｙ ｏｆ Ｓ１ ａｎｄ Ｓ２ ｗａｖｅｓ ｕｎｄｅｒ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ ｏｒ
ｐｈｙｓｉｃａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ ｉｎ ｂｉａｘｉａｌｌｙ ｓｔｒｅｓｓｅｄ ｍｅｄｉａ

３．３　 三轴初始应力作用下平面波的传播

对于三轴应力情形，假设三轴初始应力产生的初始应变为 α１ ＝ ０．００４，α２ ＝ ０．００２，α３ ＝ ０．００１，其在 Ｘ１⁃Ｘ２

平面内的应变与双轴应力情形时相同．通过求解特征方程（１０）同样获得了三类体波的相速度和极化方向．图
１０ 展示了三轴初始应力作用下考虑几何非线性和物理非线性时，Ｐ 波的相速度相对变化、极化矢量及极化

各向异性．在三轴拉伸应力作用下，体波传播特征也明显依赖于初始变形的几何非线性与物理非线性特性．
几何非线性导致准 Ｐ 波的相速度增加，而物理非线性导致准 Ｐ 波的相速度减小．由于三轴应力状态下静水应

力部分导致材料的“软化或硬化”，三轴的拉伸应变导致更加显著的相速度变化．在三轴应力作用下，物理非

线性条件下应力诱导的各向异性产生的准 Ｐ 波方位依赖性规律与考虑静态变形的几何非线性时相反，但准

Ｐ 波的相速度均主要以 ２ϕ 和 ２θ 项方位依赖性变化，如图 １０（ａ）和 １０（ｄ）所示．
此外，三轴初始应力作用下准纵波的极化各向异性与单轴、双轴应力时明显不同．三轴初始应力导致的

纵波速度各向异性及极化各向异性均比单轴、双轴应力情形要小．但静态变形的几何非线性与物理非线性对

准纵波极化各向异性的空间分布的影响相似， 如图 １０（ｃ）与 １０（ｆ）所示．在平行于最大主应力平面内， 在倾

角 θ ≈ ± ４５° 的方向上具有最大的极化各向异性， 但在考虑物理非线性时准纵波的极化方向的偏差也仅可

达 ０．６°左右．这说明三轴初始应力诱导的各向异性较单轴和双轴应力情形更弱， 其归因于给定的三轴应力

状态的应力偏量部分更小．同时， 在平行于初始应力主轴方向上， Ｐ 波的偏振方向与传播方向一致， 此时三
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类体波解耦．

（ａ） Ｐ 波相速度（几何非线性） （ｂ） Ｐ 波极化矢量（几何非线性） （ｃ） Ｐ 波极化各向异性（几何非线性）
（ａ） Ｔｈｅ Ｐ⁃ｗａｖｅｓ ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ （ｂ） Ｔｈｅ Ｐ⁃ｗａｖｅｓ ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ｖｅｃｔｏｒ （ｃ） Ｔｈｅ Ｐ⁃ｗａｖｅｓ ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ａｎｉｓｏｔｒｏｐｙ

（ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ） （ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ） （ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ）

（ｄ） Ｐ 波相速度（物理非线性） （ｅ） Ｐ 波极化矢量（物理非线性） （ｆ） Ｐ 波极化各向异性（物理非线性）
（ｄ） Ｔｈｅ Ｐ⁃ｗａｖｅｓ ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ （ｅ） Ｔｈｅ Ｐ⁃ｗａｖｅｓ ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ｖｅｃｔｏｒ （ ｆ） Ｔｈｅ Ｐ⁃ｗａｖｅｓ ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ａｎｉｓｏｔｒｏｐｙ

（ｐｈｙｓｉｃａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ） （ｐｈｙｓｉｃａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ） （ｐｈｙｓｉｃａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ）
图 １０　 受三轴初应力介质几何非线性及物理非线性条件下 Ｐ 波的相速度、极化矢量及极化各向异性

Ｆｉｇ． １０　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ， ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ｖｅｃｔｏｒ ａｎｄ ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ａｎｉｓｏｔｒｏｐｙ ｏｆ Ｐ⁃ｗａｖｅ
ｕｎｄｅｒ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ ｏｒ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ ｉｎ ｔｒｉａｘｉａｌｌｙ ｓｔｒｅｓｓｅｄ ｍｅｄｉａ

图 １１ 展示了三轴初始应力作用下考虑几何非线性和物理非线性时，快（Ｓ１）慢（Ｓ２）横波的相速度相对

变化及横波相速度的各向异性特征．同样地，物理非线性条件下初始应力对横波相速度的影响更显著．与纵

波速度一样，考虑静态变形的几何非线性时三轴的预拉应变导致快慢横波的相速度均增加，而考虑物理非线

性时三轴的预拉应变导致快慢横波的相速度均减小．三轴初始应力作用下横波的方位依赖性与单轴应力相

似，但相速度明显具有与方位无关的各向同性分量．三轴应力作用下快慢横波随方位角的变化较单轴、双轴

应力情形时更小，且快慢横波的方位依赖性也均以 ２ϕ 和 ２θ 项为主．三轴初始应力作用下不同非线性机制对

横波相速度的方位依赖性的影响也呈现明显差异．考虑静态变形的几何非线性时，快横波仅随倾角 θ 有显著

的变化，而慢横波相速度随倾角 θ 和方位角 ϕ 均有显著的变化．考虑物理非线性时，快慢横波的相速度均随

方位角 ϕ 有显著的变化，而快横波的相速度受传播方向的倾角 θ 变化影响较小．相比单轴与双轴初始应力，
三轴初始应力诱导的横波速度各向异性较小，即使考虑物理非线性时应力诱导的横波分裂程度 ＡＳ 也仅可达

到 １．０％．在受三轴初始应力的介质中，也存在横波简并的传播方向 （ＡＳ 为零的方向）．
图 １２ 展示了几何非线性和物理非线性条件下快（Ｓ１）慢（Ｓ２）横波的极化矢量及横波极化各向异性特

征．三轴初始应力诱导的横波极化各向异性的空间分布介于单、双轴应力情形之间，其极化各向异性特征与

双轴应力相似．在传播空间中快慢横波极化矢量均包含准 ＳＶ 波与准 ＳＨ 波，考虑几何非线性和物理非线性

的情形下快慢横波对应的横波类型相反．在蓝色与红色箭头的交界处，产生准 ＳＶ 波与准 ＳＨ 波的类型转换．
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无论是考虑物理非线性还是几何非线性，横波的极化各向异性集中分布在靠近最小主应力轴的斜方向上．在
主应力平面内传播的快慢横波极化各向异性较小，尤其是沿主应力轴方向为零，此时三类体波是解耦的．但
应力主轴方向上快慢横波速度各向异性较强，尤其在最大初应力的主轴方向上．

（ａ） Ｓ１ 波相速度（几何非线性） （ｂ） Ｓ２ 波相速度（几何非线性） （ｃ） 横波相速度各向异性（几何非线性）

（ａ） Ｔｈｅ Ｓ１⁃ｗａｖｅｓ ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ （ｂ） Ｔｈｅ Ｓ２⁃ｗａｖｅｓ ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ （ｃ） Ｔｈｅ ｓｈｅａｒ⁃ｗａｖｅ ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ａｎｉｓｏｔｒｏｐｙ

（ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ） （ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ） （ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ）

（ｄ） Ｓ１ 波相速度（物理非线性） （ｅ） Ｓ２ 波相速度（物理非线性） （ｆ） 横波相速度各向异性（物理非线性）

（ｄ） Ｔｈｅ Ｓ１⁃ｗａｖｅｓ ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ （ｅ） Ｔｈｅ Ｓ２⁃ｗａｖｅｓ ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ （ ｆ） Ｔｈｅ ｓｈｅａｒ⁃ｗａｖｅ ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ａｎｉｓｏｔｒｏｐｙ

（ｐｈｙｓｉｃａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ） （ｐｈｙｓｉｃａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ） （ｐｈｙｓｉｃａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ）

图 １１　 受三轴初应力介质几何非线性及物理非线性条件下 Ｓ１ 波和 Ｓ２ 波相速度和横波相速度各向异性

Ｆｉｇ． １１　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ ｏｆ Ｓ１⁃ｗａｖｅｓ ａｎｄ Ｓ２⁃ｗａｖｅｓ ａｓ ｗｅｌｌ ａｓ ｔｈｅ ｓｈｅａｒ⁃ｗａｖｅ ｐｈａｓｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ａｎｉｓｏｔｒｏｐｙ

ｕｎｄｅｒ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ ｏｒ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ ｉｎ ｔｒｉａｘｉａｌｌｙ ｓｔｒｅｓｓｅｄ ｍｅｄｉａ

（ａ） Ｓ１ 波极化矢量（几何非线性） （ｂ） Ｓ２ 波极化矢量（几何非线性） （ｃ） 横波极化各向异性（几何非线性）

（ａ） Ｔｈｅ Ｓ１ ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ｖｅｃｔｏｒ （ｂ） Ｔｈｅ Ｓ２ ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ｖｅｃｔｏｒ （ｃ） Ｔｈｅ ｓｈｅａｒ⁃ｗａｖｅ ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ａｎｉｓｏｔｒｏｐｙ

（ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ） （ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ） （ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ）
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（ｄ） Ｓ１ 波极化矢量（物理非线性） （ｅ） Ｓ２ 波极化矢量（物理非线性） （ｆ） 横波极化各向异性（物理非线性）

（ｄ） Ｔｈｅ Ｓ１ ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ｖｅｃｔｏｒ （ｅ） Ｔｈｅ Ｓ２ ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ｖｅｃｔｏｒ （ ｆ） Ｔｈｅ ｓｈｅａｒ⁃ｗａｖｅ ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ａｎｉｓｏｔｒｏｐｙ

（ｐｈｙｓｉｃａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ） （ｐｈｙｓｉｃａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ） （ｐｈｙｓｉｃａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ）

图 １２　 受三轴初应力介质几何非线性及物理非线性条件下 Ｓ１ 波和 Ｓ２ 波极化矢量与横波极化各向异性

Ｆｉｇ． １２　 Ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ｖｅｃｔｏｒｓ ａｎｄ ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ａｎｉｓｏｔｒｏｐｙ ｏｆ Ｓ１ ａｎｄ Ｓ２ ｗａｖｅｓ ｕｎｄｅｒ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ ｏｒ

ｐｈｙｓｉｃａｌ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ ｉｎ ｔｒｉａｘｉａｌｌｙ ｓｔｒｅｓｓｅｄ ｍｅｄｉａ

４　 结　 　 论

针对初始应力与几何及物理非线性耦合作用下弹性波传播问题，本研究基于声弹性理论，建立了考虑几

何和物理非线性效应的预应力介质中平面波的特征方程，并基于摄动理论获得单轴初始应力作用下弹性波

相速度的解析近似解．摄动近似结果表明，二阶的摄动近似解与数值精确解高度吻合，验证了摄动方法解析

求解弹性波相速度的有效性与可行性，为解析计算受初始应力的介质中弹性波的传播提供了便利．此外，分
别研究了单轴、双轴、三轴初始应力介质情形下静态变形的几何非线性和物理非线性对弹性波相速度方位依

赖性、极化各向异性、横波速度各向异性特征的影响．结果表明，不同的初始应力状态作用下弹性波传播特性

具有显著差异．单轴拉伸应力作用下，横波速度各向异性特征更显著，而双轴及三轴初始应力作用下体波相

速度具有明显与方位无关的各向同性分量．初始应力对弹性波传播的影响是几何非线性效应与物理非线性

效应竞争的结果．初始变形的几何非线性效应导致拉伸应力方向传播的体波相速度增加，而物理非线性效应

则导致拉伸应力方向传播的体波相速度减小．一般地，物理非线性效应使得初始应力产生更显著的体波相速

度改变、横波速度及极化各向异性．在金属材料中，横波各向异性程度 ＡＳ 可达到 ２％～３％．本文研究结果为理

解初始应力及几何、物理非线性对弹性波传播的耦合作用机制提供了新见解，也为实现应力的无损检测与测

量奠定了理论基础．

附录 Ａ　 声弹性理论及基本方程推导

声弹性理论以有限静变形上叠加非线性波动为理论框架，建立了弹性波传播特性与固体初始应力状态之间的定量关系．
本附录将从变形描述，应力张量的定义，本构方程，运动方程等方面对声弹性的基本方程进行阐述．
１　 变形描述

声弹性理论通常涉及三个构形：自然构形 Ｖ０、 中间构形 Ｖ 与当前构形 Ｖ ．如图 １ 所示，在三个构形中，物质点位置具有如

下的映射关系：
　 　 ξ ＝ ξ（Ｘ）， ｘ ＝ ｘ（ξ，ｔ）； （Ａ１）

中间构形物质点的位置与初始应力产生的静态位移 ｗ（Ｘ） 具有如下联系：
　 　 ξ（Ｘ） ＝ Ｘ ＋ ｗ（Ｘ） ． （Ａ２）
基于叠加在中间构形的弹性波运动， 当前构形中物质点的位置可基于弹性波运动相关的动态位移 ｕ（Ｘ， ｔ） 建立如下的

联系：
　 　 ｘ（Ｘ，ｔ） ＝ ｕ（Ｘ，ｔ） ＋ ξ（Ｘ） ． （Ａ３）
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基于式（Ａ２）与（Ａ３），当前构形相对自然构形的变形梯度张量可表示为

　 　 Ｆ ＝ ∂ｘ
∂Ｘ

＝ Ñｕ ＋ Ñｗ ＋ Ｉ， （Ａ４）

其中， Ｉ 为二阶单位张量．相应地，总的 Ｇｒｅｅｎ 应变张量可通过变形梯度表示为

　 　 Ｅ ＝ １
２
（ＦＴ·Ｆ － Ｉ） ． （Ａ５）

假设初始应力产生均匀的静态变形，则初始应力产生的静态位移可以表示为

　 　 ｗ ＝ ｗ（Ｘ） ＝ α·Ｘ， （Ａ６）
其中 α 是初始变形相关的应变张量．将式（Ａ４）与（Ａ６）代入式（Ａ５），得到静态和动态位移表示的 Ｇｒｅｅｎ 应变张量：

　 　 Ｅ ＝ α ＋ １
２
［Ñｕ ＋ （Ñｕ） Ｔ］ ＋ １

２
α·α ＋ １

２
α·（Ñｕ） ＋ １

２
（Ñｕ） Ｔ·α ＋ １

２
（Ñｕ） Ｔ·（Ñｕ） ． （Ａ７）

２　 应力张量的定义

为描述初始应力作用下弹性波的运动，通常具有三种不同方式来定义或测量不同构形中的应力张量．Ｃａｕｃｈｙ 应力张量是

最常见的形式．Ｃａｕｃｈｙ 应力张量将当前构形中表面力 ｄｆ Ｅ 与变形后的面元 ｎｄＳ（ ｔ） 联系起来，其定义如下：
　 　 ｄｆ Ｅ ＝ ｎｄＳ（ ｔ）·σ ． （Ａ８）
变形后 ｘ 处面元上作用的力也可以用变形前 Ｘ处的面元 ＮｄＳ０ 来描述，进而得到第一类 Ｐｉｏｌａ⁃Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 应力 ＴＰＫ （简称 ＰＫ

应力）的定义：
　 　 ｄｆ Ｅ ＝ ＮｄＳ０·ＴＰＫ ． （Ａ９）

Ｃａｕｃｈｙ 应力 σ是二阶对称张量，而 ＰＫ 应力张量是一个两点张量，其将当前构形中的力与变形前的面积相联系，通常不具有对

称性．
此外，完全弹性材料的本构关系通常基于第二类 Ｐｉｏｌａ⁃Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 应力张量 ＴＳＫ （简称 ＳＫ 应力）来表示．ＳＫ 应力张量可通过

将当前构形的表面力 ｄｆ Ｅ 映射到变形前的构形来定义，
　 　 ｄｆＬ ＝ Ｆ －１·ｄｆ Ｅ ＝ ＮｄＳ０·ＴＳＫ， （Ａ１０）

其中， ｄｆＬ 为 ｄｆ Ｅ 在变形前构形中的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 描述．可以证明，第二类 Ｐｉｏｌａ⁃Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 应力也是二阶对称张量．基于不同构形间面

元的联系，三类不同应力张量具有如下关系：
　 　 ＴＳＫ ＝ Ｆ －１·ＴＰＫ ＝ ＪＦ －１·σ·Ｆ －Ｔ， （Ａ１１）

其中， Ｊ ＝ ｄｅｔ（Ｆ） ．
３　 声弹性本构方程

超弹性本构关系的定义通常与第二类 Ｐｉｏｌａ⁃Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 应力张量 ＴＳＫ 相关．利用应变能函数，声弹性本构关系定义如下［１８］ ：

　 　 ＴＳＫ ＝ ∂Ｗ（Ｅ）
∂Ｅ

． （Ａ１２）

为准确表征材料在初始应力作用下的非线性力学行为，通常需采用至少三阶的应变能密度函数．对于强非线性材料，可采

用更高阶的应变能函数．例如，考虑各向同性的超弹性材料，四阶应变能密度函数可表述［１４，２９］为

　 　 Ｗ（Ｅ） ＝ １
２

λ（ｔｒ Ｅ） ２ ＋ μｔｒ（Ｅ２） ＋ １
３

Ｃ（ｔｒ Ｅ） ３ ＋ Ｂｔｒ Ｅｔｒ（Ｅ２） ＋ Ａ
３

ｔｒ（Ｅ３） ＋

　 　 　 　 Ｄｔｒ Ｅｔｒ（Ｅ３） ＋ Ｆ（ｔｒ Ｅ） ２ ｔｒ（Ｅ２） ＋ Ｇ（ｔｒ（Ｅ２）） ２ ＋ Ｈｔｒ（Ｅ） ４， （Ａ１３）
其中， λ，μ 为二阶弹性常数（Ｌａｍé 常数）， Ａ，Ｂ，Ｃ 为三阶弹性常数， Ｄ，Ｆ，Ｇ，Ｈ 为四阶弹性常数．将式（Ａ１３）代入式（Ａ１２），可得

到考虑三阶非线性的声弹性本构关系：
　 　 ＴＳＫ ＝ λ（ｔｒ Ｅ）Ｉ ＋ ２μＥ ＋ Ｃ（ｔｒ Ｅ） ２Ｉ ＋ Ｂｔｒ（Ｅ２）Ｉ ＋ ２Ｂ（ｔｒ Ｅ）Ｅ ＋ ＡＥ２ ＋ Ｄｔｒ（Ｅ３）Ｉ ＋

　 　 　 　 ３Ｄ（ｔｒ Ｅ）Ｅ２ ＋ ２Ｆ（ｔｒ Ｅ）ｔｒ（Ｅ２）Ｉ ＋ ２Ｆ （ｔｒ Ｅ） ２Ｅ ＋ ４Ｇｔｒ（Ｅ２）Ｅ ＋ ４Ｈｔｒ（Ｅ） ３Ｉ ． （Ａ１４）
４　 运动方程

受初始应力介质中弹性波的运动方程通常基于 ＰＫ 应力来描述，忽略体力项：
　 　 Ñ·ＴＰＫ ＝ ρ０ｕ（Ｘ）， （Ａ１５）

ρ０ 表示自然构形下的密度，变量上方的两点表示对时间的二阶导数．当然，利用不同应力张量间的关系式（Ａ１１），运动方程

（Ａ１５）也可用 ＳＫ 应力或 Ｃａｕｃｈｙ 应力张量来表示．为与声弹性本构关系相关的 ＳＫ 应力联系起来，运动方程可以方便地重新表

示为
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　 　 Ñ·（Ｆ·ＴＳＫ） ＝ ρ０ｕ（Ｘ） ． （Ａ１６）

附录 Ｂ１　 单轴初始应力作用下考虑几何非线性时体波摄动近似解相关系数

考虑单轴的初始应力与初始变形的几何非线性效应耦合作用时，体波相速度的一阶及二阶摄动近似项分别可以表示为

如下形式：
　 　 ｇＰＰ ＝ Ｌ（０）

ＰＰ ＋ Ｌ（１）
ＰＰ ｃｏｓ（２ϕ） ＋ （Ｌ（２）

ＰＰ ＋ Ｌ（３）
ＰＰ ｃｏｓ（２ϕ））ｃｏｓ（２θ） ＋

　 　 　 　 （Ｌ（４）
ＰＰ ＋ Ｌ（５）

ＰＰ ｃｏｓ（２ϕ））ｃｏｓ（４θ） ＋ Ｌ（６）
ＰＰ （３ － ４ｃｏｓ（２θ） ＋ ｃｏｓ（４θ））ｃｏｓ（４ϕ），

　 　 ｇＳ１Ｐ ＝ （Ｌ（１）
Ｓ１Ｐ ＋ Ｌ（２）

Ｓ１Ｐ ｃｏｓ（２ϕ））ｓｉｎ（２θ） ＋ （Ｌ（３）
Ｓ１Ｐ ＋ Ｌ（４）

Ｓ１Ｐ ｃｏｓ（２ϕ））ｓｉｎ（４θ） ＋ Ｌ（５）
Ｓ１Ｐ（ － ２ｓｉｎ（２θ） ＋ ｓｉｎ（４θ））ｃｏｓ（４ϕ），

　 　 ｇＳ２Ｐ ＝ ［Ｌ（１）
Ｓ２Ｐ ｓｉｎ（２ϕ） ＋ Ｌ（２）

Ｓ２Ｐ ｃｏｓ（２θ）ｓｉｎ（２ϕ） ＋ Ｌ（３）
Ｓ２Ｐ（１ － ｃｏｓ（２θ））ｓｉｎ（４ϕ）］ｓｉｎ θ，

　 　 ｇ（１）
１１ ＝ Ｌ（０）

１１ ＋ Ｌ（１）
１１ ｃｏｓ（２θ） ＋ （Ｌ（２）

１１ ＋ Ｌ（３）
１１ ｃｏｓ（２θ） ＋ Ｌ（６）

１１ ｃｏｓ（４θ））ｃｏｓ（２ϕ） ＋

　 　 　 　 Ｌ（４）
１１ ｃｏｓ（４θ） ＋ （Ｌ（５）

１１ ＋ Ｌ（７）
１１ ｃｏｓ（４θ））ｃｏｓ（４ϕ），

　 　 ｇ（１）
２２ ＝ Ｌ（０）

２２ ＋ Ｌ（１）
２２ ｃｏｓ（２θ） ＋ （Ｌ（２）

２２ ＋ Ｌ（３）
２２ ｃｏｓ（２θ））ｃｏｓ（２ϕ） ＋ （Ｌ（４）

２２ ＋ Ｌ（５）
２２ ｃｏｓ（２θ））ｃｏｓ（４ϕ），

　 　 ｇ（１）
１２ ＝ ［（Ｌ（１）

１２ ＋ Ｌ（２）
１２ ｃｏｓ（２θ））ｓｉｎ（２ϕ） ＋ （Ｌ（３）

１２ ＋ Ｌ（４）
１２ ｃｏｓ（２θ））ｓｉｎ（４ϕ）］ｃｏｓ θ ．

定义

　 　 β１ ＝ （１ ＋ α０） ２ ＋ （１ － ｖα０） ２， β２ ＝ （１ ＋ α０） ２ － （１ － ｖα０） ２， α ｉｓｏ ＝
（１ － ２ｖ）α０

３
，

则体波摄动近似解的系数 Ｌ（ ｉ）
ＰＰ ，Ｌ（ ｉ）

Ｓ１Ｐ，Ｌ（ ｉ）
Ｓ２Ｐ，Ｌ（ ｉ）

１１ ，Ｌ（ ｉ）
２２ ，Ｌ（ ｉ）

１２ 的具体表达式如下：

　 　 Ｌ（０）
ＰＰ ＝ １

６４
（λ ＋ ２μ）（１６β２

１ － １６β１β２ ＋ １３β２
２） ＋ １

８
（３λ ＋ ２μ）β２

１ － １
１６

（５λ ＋ ４μ）β１β２ ＋ １
８

μβ２
２ －

　 　 　 　
５
２

λ ＋ ３μ( ) （α ｉｓｏ ＋ １） ４ ＋ μ ＋ ３
２

λ( ) （α ｉｓｏ ＋ １） ２ － １
８
（３λ ＋ ２μ）（２β１ － β２），

　 　 Ｌ（１）
ＰＰ ＝ １

１６
（λ ＋ ２μ）（６β１β２ － β２

２） ＋ １
１６

λ（β１β２ － β２
２） － １

８
（３λ ＋ ２μ）β２，

　 　 Ｌ（２）
ＰＰ ＝ － １

１６
（λ ＋ ２μ）（６β１β２ － β２

２） － １
１６

λ（β１β２ － β２
２） ＋ １

８
（３λ ＋ ２μ）β２，

　 　 Ｌ（３）
ＰＰ ＝ － ３

８
（λ ＋ ２μ）β１β２ － １

１６
λ（β１β２ － β２

２） ＋ １
８
（３λ ＋ ２μ）β２，

　 　 Ｌ（４）
ＰＰ ＝ ３

６４
（λ ＋ ２μ）β２

２， Ｌ（５）
ＰＰ ＝ １

１６
（λ ＋ ２μ）β２

２， Ｌ（６）
ＰＰ ＝ １

６４
（λ ＋ ２μ）β２

２，

　 　 Ｌ（１）
Ｓ１Ｐ ＝ － １

３２
（λ ＋ ２μ）（４β１β２ － β２

２）， Ｌ（２）
Ｓ１Ｐ ＝ － １

８
（λ ＋ ２μ）β１β２，

　 　 Ｌ（３）
Ｓ１Ｐ ＝ ３

６４
（λ ＋ ２μ）β２

２， Ｌ（４）
Ｓ１Ｐ ＝ １

１６
（λ ＋ ２μ）β２

２， Ｌ（５）
Ｓ１Ｐ ＝ １

６４
（λ ＋ ２μ）β２

２，

　 　 Ｌ（１）
Ｓ２Ｐ ＝ １

８
（λ ＋ ２μ）（２β１β２ － β２

２）， Ｌ（２）
Ｓ２Ｐ ＝ － １

８
（λ ＋ ２μ）β２

２， Ｌ（３）
Ｓ２Ｐ ＝ １

１６
（λ ＋ ２μ）β２

２，

　 　 Ｌ（０）
１１ ＝ １

６４
（λ ＋ ２μ）（１６β２

１ － １６β１β２ ＋ １１β２
２） ＋ １

１６
λ（２β２

１ － β１β２ － β２
２） － １

８
（３λ ＋ ２μ）（２β１ － β２） ＋

　 　 　 　 － ３
２

λ － ２μ( ) （α ｉｓｏ ＋ １） ２ ＋ ３
２

λ ＋ μ[ ] （α ｉｓｏ ＋ １） ２，

　 　 Ｌ（１）
１１ ＝ Ｌ（３）

１１ ＝ － １
８
（λ ＋ ２μ）β１β２ － １

１６
λ（β１β２ － β２

２） ＋ １
８
（３λ ＋ ２μ）β２，

　 　 Ｌ（２）
１１ ＝ １

１６
（λ ＋ ２μ）（４β１β２ － β２

２） － １
１６

λ（β１β２ － β２
２） － １

８
（３λ ＋ ２μ）β２， Ｌ（４）

１１ ＝ － ３
６４

（λ ＋ ２μ）β２
２，

　 　 Ｌ（５）
１１ ＝ １

６４
（λ ＋ ２μ）β２

２， Ｌ（６）
１１ ＝ － １

１６
（λ ＋ ２μ）β２

２， Ｌ（７）
１１ ＝ － １

６４
（λ ＋ ２μ）β２

２，

　 　 Ｌ（０）
２２ ＝ １

８
（λ ＋ ２μ）（２β２

１ － β１β２ ＋ β２
２） － １

１６
（３λ ＋ ２μ）β１β２ ＋
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　 　 　 　 １
８

λβ２
１ － １

８
（３λ ＋ ２μ）（２β１ － β２） ＋ － ３

２
λ － ２μ( ) （α ｉｓｏ ＋ １） ２ ＋ μ ＋ ３

２
λ[ ] （α ｉｓｏ ＋ １） ２，

　 　 Ｌ（１）
２２ ＝ － ３

１６
（λ ＋ ２μ）β１β２ ＋ １

８
（３λ ＋ ２μ）β２，

　 　 Ｌ（２）
２２ ＝ １

１６
（３λ ＋ ２μ）β１β２ ＋ １

１６
（λ ＋ ２μ）β２

２ － １
８

λβ２
２ － １

８
（３λ ＋ ２μ）β２， Ｌ（４）

２２ ＝ － １
１６

（λ ＋ ２μ）β２
２，

　 　 Ｌ（３）
２２ ＝ － １

１６
（λ ＋ ２μ）（３β１β２ － β２

２） ＋ １
８
（３λ ＋ ２μ）β２， Ｌ（５）

２２ ＝ １
１６

（λ ＋ ２μ）β２
２，

　 　 Ｌ（１）
１２ ＝ － １

８
（λ ＋ ２μ）β１β２ ＋ １

８
λ（β１β２ － β２

２），

　 　 Ｌ（２）
１２ ＝ １

８
（λ ＋ ２μ）β２

２， Ｌ（３）
１２ ＝ － １

１６
（λ ＋ ２μ）β２

２， Ｌ（４）
１２ ＝ １

１６
（λ ＋ ２μ）β２

２ ．

附录 Ｂ２　 单轴初始应力作用下考虑物理非线性时体波摄动近似解相关系数

考虑单轴的初始应力与物理非线性耦合作用时，体波相速度的一阶及二阶摄动近似项分别可以表示为如下形式：
　 　 ｇＰＰ ＝ Ｌ（０）

ＰＰ ＋ Ｌ（１）
ＰＰ ｃｏｓ（２ϕ） ＋ （Ｌ（２）

ＰＰ ＋ Ｌ（３）
ＰＰ ｃｏｓ（２ϕ））ｃｏｓ（２θ） ＋ （Ｌ（４）

ＰＰ ＋ Ｌ（５）
ＰＰ ｃｏｓ（２ϕ））ｃｏｓ（４θ） ＋

　 　 　 　 Ｌ（６）
ＰＰ （３ － ４ｃｏｓ（２θ） ＋ ｃｏｓ（４θ））ｃｏｓ（４ϕ），

　 　 ｇＳ１Ｐ ＝ （Ｌ（１）
Ｓ１Ｐ ＋ Ｌ（２）

Ｓ１Ｐ ｃｏｓ（２ϕ））ｓｉｎ（２θ） ＋ （Ｌ（３）
Ｓ１Ｐ ＋ Ｌ（４）

Ｓ１Ｐ ｃｏｓ（２ϕ））ｓｉｎ（４θ） ＋ Ｌ（５）
Ｓ１Ｐ（ － ２ｓｉｎ（２θ） ＋ ｓｉｎ（４θ））ｃｏｓ（４ϕ），

　 　 ｇＳ２Ｐ ＝ （Ｌ（１）
Ｓ２Ｐ ＋ Ｌ（２）

Ｓ２Ｐ ｃｏｓ（２θ））ｓｉｎ（２ϕ）ｓｉｎ θ ＋ Ｌ（３）
Ｓ２Ｐ（１ － ｃｏｓ（２θ））ｓｉｎ（４ϕ）ｓｉｎ θ，

　 　 ｇ（１）
１１ ＝ Ｌ（０）

１１ ＋ Ｌ（１）
１１ ｃｏｓ（２θ） ＋ （Ｌ（２）

１１ ＋ Ｌ（３）
１１ ｃｏｓ（２θ） ＋ Ｌ（６）

１１ ｃｏｓ（４θ））ｃｏｓ（２ϕ） ＋

　 　 　 　 Ｌ（４）
１１ ｃｏｓ（４θ） ＋ （Ｌ（５）

１１ ＋ Ｌ（７）
１１ ｃｏｓ（４θ））ｃｏｓ（４ϕ），

　 　 ｇ（１）
２２ ＝ Ｌ（０）

２２ ＋ Ｌ（１）
２２ ｃｏｓ（２θ） ＋ （Ｌ（２）

２２ ＋ Ｌ（３）
２２ ｃｏｓ（２θ））ｃｏｓ（２ϕ） ＋ （Ｌ（４）

２２ ＋ Ｌ（５）
２２ ｃｏｓ（２θ））ｃｏｓ（４ϕ），

　 　 ｇ（１）
１２ ＝ ［（Ｌ（１）

１２ ＋ Ｌ（２）
１２ ｃｏｓ（２θ））ｓｉｎ（２ϕ） ＋ （Ｌ（３）

１２ ＋ Ｌ（４）
１２ ｃｏｓ（２θ））ｓｉｎ（４ϕ）］ｃｏｓ θ ．

定义

　 　 γ １ ＝ α１ － α２ ＝ （１ ＋ ｖ）α０， γ ２ ＝ α１ ＋ α２ ＝ （１ － ｖ）α０， α ｉｓｏ ＝
（１ － ２ｖ）α０

３
，

则体波摄动近似解的系数 Ｌ（ ｉ）
ＰＰ ，Ｌ（ ｉ）

Ｓ１Ｐ，Ｌ（ ｉ）
Ｓ２Ｐ，Ｌ（ ｉ）

１１ ，Ｌ（ ｉ）
２２ ，Ｌ（ ｉ）

１２ 的具体表达式如下：

　 　 Ｌ（０）
ＰＰ ＝ １

２
［Ａ ＋ ２Ｂ ＋ ３（３Ｄ ＋ ４Ｆ）α ｉｓｏ］（ － γ １ ＋ ２γ ２） ＋ Ｇ

１７
８

γ ２
１ － ２γ １γ ２ ＋ ３γ ２

２( ) ＋ １
２

Ｆ（３γ ２
１ － ２γ １γ ２ ＋ ３γ ２

２） ＋

　 　 　 　 （３Ｄ ／ ２ ＋ ２Ｇ）（γ ２
１ － γ １γ ２ ＋ γ ２

２） － ［２Ａ ＋ ４Ｂ ＋ α ｉｓｏ（２４Ｄ ＋ ３０Ｆ ＋ ２０Ｇ）］α ｉｓｏ，

　 　 Ｌ（１）
ＰＰ ＝ （３Ｄ ／ ２ ＋ ２Ｇ）γ １γ ２ － １

２
Ｇγ ２

１ ＋ ［Ａ ＋ ２Ｂ ＋ ３（３Ｄ ＋ ４Ｆ）α ｉｓｏ］γ １ ／ ２， Ｌ（４）
ＰＰ ＝ ３

８
Ｇγ ２

１，

　 　 Ｌ（２）
ＰＰ ＝ － （３Ｄ ／ ２ ＋ ２Ｇ）γ １γ ２ － ［Ａ ＋ ２Ｂ ＋ ３（３Ｄ ＋ ４Ｆ）α ｉｓｏ］γ １ ／ ２ ＋ １

２
Ｇγ ２

１，

　 　 Ｌ（３）
ＰＰ ＝ － （３Ｄ ／ ２ ＋ ２Ｇ）γ １γ ２ － ［Ａ ＋ ２Ｂ ＋ ３（３Ｄ ＋ ４Ｆ）α ｉｓｏ］γ １ ／ ２， Ｌ（５）

ＰＰ ＝ １
２

Ｇγ ２
１， Ｌ（６）

ＰＰ ＝ １
８

Ｇγ ２
１，

　 　 Ｌ（１）
Ｓ１Ｐ ＝ － （３Ｄ ／ ２ ＋ ２Ｇ）γ １γ ２ ／ ２ － ［Ａ ＋ ２Ｂ ＋ ３（３Ｄ ＋ ４Ｆ）α ｉｓｏ］γ １ ／ ４ ＋ １

４
Ｇγ ２

１， Ｌ（３）
Ｓ１Ｐ ＝ ３

８
Ｇγ ２

１，

　 　 Ｌ（２）
Ｓ１Ｐ ＝ － （３Ｄ ／ ２ ＋ ２Ｇ）γ １γ ２ ／ ２ － ［Ａ ＋ ２Ｂ ＋ ３（３Ｄ ＋ ４Ｆ）α ｉｓｏ］γ １ ／ ４， Ｌ（４）

Ｓ１Ｐ ＝ １
２

Ｇγ ２
１， Ｌ（５）

Ｓ１Ｐ ＝ １
８

Ｇγ ２
１，

　 　 Ｌ（１）
Ｓ２Ｐ ＝ （３Ｄ ／ ２ ＋ ２Ｇ）γ １γ ２ － Ｇγ ２

１ ＋ ［Ａ ＋ ２Ｂ ＋ ３（３Ｄ ＋ ４Ｆ）α ｉｓｏ］γ １ ／ ２， Ｌ（２）
Ｓ２Ｐ ＝ － Ｇγ ２

１， Ｌ（３）
Ｓ２Ｐ ＝ １

２
Ｇγ ２

１，

　 　 Ｌ（０）
１１ ＝ Ｇ

１５
８

γ ２
１ － γ １γ ２ ＋ ３

２
γ ２

２( ) ＋ （Ａ ＋ ９Ｄα ｉｓｏ）（ － γ １ ＋ ２γ ２） ／ ４ － ［Ａ ＋ （９Ｄ ＋ ６Ｇ）α ｉｓｏ］α ｉｓｏ，

　 　 Ｌ（１）
１１ ＝ Ｌ（３）

１１ ＝ ０， Ｌ（２）
１１ ＝ １

２
Ｇγ ２

１ ＋ （Ａ ＋ ９Ｄα ｉｓｏ）γ １ ／ ４，

　 　 Ｌ（４）
１１ ＝ － ３

８
Ｇγ ２

１， Ｌ（５）
１１ ＝ １

８
Ｇγ ２

１， Ｌ（６）
１１ ＝ － １

２
Ｇγ ２

１， Ｌ（７）
１１ ＝ － １

８
Ｇγ ２

１，
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　 　 Ｌ（０）
２２ ＝ （Ａ ＋ ９Ｄα ｉｓｏ）（ － γ １ ＋ ４γ ２） ／ ８ ＋ Ｇ ２γ ２

１ － γ １γ ２ ＋ ３
２

γ ２
２( ) － ［Ａ ＋ （９Ｄ ＋ ６Ｇ）α ｉｓｏ］α ｉｓｏ， Ｌ（４）

２２ ＝ － １
２

Ｇγ ２
１，

　 　 Ｌ（１）
２２ ＝ － （Ａ ＋ ９Ｄα ｉｓｏ）γ １ ／ ８ ＋ １

２
Ｇγ ２

１， Ｌ（２）
２２ ＝ Ｌ（３）

２２ ＝ － （Ａ ＋ ９Ｄα ｉｓｏ）γ １ ／ ８， Ｌ（５）
２２ ＝ １

２
Ｇγ ２

１，

　 　 Ｌ（１）
１２ ＝ － （Ａ ＋ ９Ｄα ｉｓｏ）γ １ ／ ４ － Ｇγ ２
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