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基于改进 FPM 法高维复杂多相分离过程的
GPU 并行计算研究*
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（扬州大学 数学科学学院，江苏 扬州 225002）

（我刊编委赵景军推荐）

摘要：  为了高效、准确地模拟高维多元 Cahn-Hilliard (C-H) 方程描述的复杂相分离过程，该文发展了一种基于纯无

网格改进有限点集法 (corrected finite pointset method, CFPM) 和 CPU-GPU 异构的快速并行算法  (简称为 CFPM-
GPU).CFPM-GPU 的构造过程为：① 基于 Taylor 展开和加权最小二乘思想，采用 Wendland 权函数推导出空间一/二
阶导数的有限点集法 (finite pointset method, FPM) 格式；② 将多元 C-H 方程中四阶导数分为两个二阶导数，依次运

用 FPM 对其离散得到 C-H 的改进 FPM 法 (CFPM)；③ 基于 CUDA 的单个 GPU 架构，首次给出了 CFPM 的一种并

行算法以提高计算效率. 数值研究中，首先对二维径向或三维球对称 C-H 方程描述的相分离基准算例进行了求解，

并与可靠结果作对比验证了提出的并行算法的准确性和高效性，单个 CPU-GPU 异构并行计算效率约是串行情况的

160 倍；其次，运用 CFPM-GPU 对复杂区域上二维/三维的两相或三相分离现象进行数值预测，并与其他方法结果做

比较.数值结果表明，给出的 CFPM-GPU 能准确、高效地模拟二维/三维复杂区域上的多相分离过程.
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Abstract：Based on the corrected finite pointset method (CFPM) with CPU-GPU heteroid parallelization (CFPM-GPU), a

high-efficiency, accurate and fast parallel algorithm was developed for the high-dimensional phase separation phenomena

governed by the multi-component Cahn-Hilliard (C-H) equation in complex domains. The proposed parallel algorithm with

the CFPM-GPU was built in a process like: ① introduce the Wendland weight function into the discretization of the finite

pointset method (FPM) scheme for the 1st/2nd spatial derivatives, based on the Taylor series and the weighted least square

concept; ② use the above FPM scheme twice to approximate the 4th spatial derivative in the C-H equation, which is called
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the CFPM method;  ③ for  the first  time establish an accelerating parallel  algorithm for  the CFPM with local  matrices  by

means  of  a  single  GPU  card  based  on  the  CUDA  programming.  Two  benchmark  problems  of  2D  radially  and  3D

spherically symmetric C-H equations were first solved to test the accuracy and high-efficiency of the proposed CFPM-GPU,

and  the  acceleration  ratio  of  the  GPU  parallelization  to  the  single  CPU  computation  is  about  160.  Subsequently,  the

proposed  CFPM-GPU  was  used  to  predict  the  2D/3D  multi-phase  separation  phenomena  in  complex  domains,  and  the

prediction was compared with other numerical results. The numerical results show that, the proposed CFPM-GPU is valid

and high-efficiency to simulate the 2D/3D multi-phase separation cases in complex domains.

Key words：FPM scheme；3D multi-phase separation；multi-component Cahn-Hilliard；GPU parallelization

 

引　　言

含高阶导数的多元 Cahn-Hilliard (C-H)方程常被用来描述多相流体力学或热力学等领域中的复杂非线性

相分离现象[1-4]
.近些年来，多元 C-H的高效性数值模拟方法研究受到许多国际学者的关注，目前，已有多种基

于网格类方法被成功地用于单变量 C-H方程下非线性扩散或高维多元 C-H方程下相分离过程的数值预测，

如有限元法[5]、有限差分法[6-8] 和多重网格法等[9-10]
.上述方法对多元 C-H描述的多维复杂非规则相界面的模

拟实现比较复杂，且不易实施多 CPU或异构图形处理器 (GPU)的并行计算. 于是，近年来不完全依赖网格的

纯无网格法在国际科学计算领域中受到普遍关注. 相较于网格类方法，无网格方法[11-15] 具有易推广到复杂区

域问题求解和高维问题并行计算实施的优点[15-20]，如有限点集法 (finite pointset method, FPM)[21-24] 和光滑粒子

流体动力学 (简称 SPH)法等[15,20-23]
.

然而，上述纯无网格 FPM和 SPH法推广应用到 C-H方程下多相分离过程的模拟在国际上还鲜有报道.

笔者在 2020年首次将 FPM拓展到二维单分量 C-H方程的求解，并发展了基于局部加密的 LR-FPM法 (见文

献 [24])，将其直接推广应用到多元 C-H方程下三维复杂多相分离过程的模拟涉及巨大计算耗时问题，且计算

精度有待进一步提高. FPM数值模拟多元 C-H下三维多相分离过程较网格类方法的主要优点在于：① 易处

理高维复杂相界面和易离散求解四阶空间导数；② 易并行计算实施.

基于上述分析，拓展 FPM，采用 Wendland权函数，引入基于 CUDA的 CPU-GPU异构并行计算，提出了

一种能够高效、准确地模拟多元 C-H方程下高维复杂多相界面分离过程的改进 FPM GPU并行算法 (CFPM-
GPU).首先采用 Wendland权函数的 FPM对四阶导数分裂成的两个二阶空间导数依次离散；其次准确施加

Neumann边界条件；最后，采用基于 CUDA语言的单个 CPU-GPU异构协同的并行计算方式给出上述离散过

程的 GPU并行算法以加速计算模拟. 本文并行计算模拟中采用一个型号为 TITAN RTX的 GPU，其包含 24 GB
显存和 4 608个 CUDA核心数. 数值算例中首先展现了方法的准确性和并行计算效果；其次对二维复杂二或

三相分离过程，以及三维复杂二相分离过程进行了模拟预测. 

1    三元 C-H 方程

Ω ⊂ Rd本文主要研究多元 C-H描述的相分离现象[1,10]，考虑如下三元 C-H方程在区域 (维数 d=2或 3)内的

形式： 
∂ϕi

∂t
= ∆µi,

µi = f (ϕi)−ε2∆ϕi+ β(ϕ1,ϕ2,ϕ3),
i = 1,2,3, （1）

∂Ω在边界 上满足齐次 Neumann边界条件
n · ∇ϕi = 0, n · ∇µi = 0, （2）

ϕi(x, t) (i = 1,2,3) n其中， 为三元混合物中每个分量的摩尔数， 为边界上的单位法向量. 根据质量守恒律，摩尔数

总和须满足
ϕ1(x, t)+ϕ2(x, t)+ϕ3(x, t) = 1, （3）
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f (ϕi) = F′(ϕi) = ϕi(ϕi−0.5)(ϕi−1) β(ϕ1,ϕ2,ϕ3) = −1
3

∑3

i=1
f (ϕi)= −ϕ1ϕ2ϕ3 F(ϕi) = 0.25ϕ2

i (ϕi−1)2和Lagrange乘子   .此处

满足 Helmholtz自由能[4] 泛函：

ξ(ϕ1,ϕ2,ϕ3) =
w
Ω

3∑
i=1

(
F(ϕi)+

ε2

2
|∇ϕi|2

)
dx. （4）

ε = 4d0/[4
√

2tanh−1(0.9)] d0本文中取梯度能量系数 ( 为区域上离散点的初始间距).
ϕ3 Ω̃ ⊂ Ω Ω̃ Ω̃ ϕ3 ≈ 0

Ω\Ω̃ ϕ3 ≈ 1 Ω̃ ϕ3 ≈ 0.5 ϕ2 = 1−ϕ1−ϕ3

ϕ1

在本文数值模拟中，利用 表示一个任意复杂区域 (相分离现象发生在区域 内)， 区域上 ，其

余区域 上 ，在区域  边界上考虑  (可详见文献 [10]).此外，根据式 (3)可得 .

因此，方程 (1)描述的相分离过程可以简化为求解关于 的 C-H方程：
∂ϕ1

∂t
= ∆µ1,

µ1 = f (ϕ1)−ε2∆ϕ1−ϕ1(1−ϕ1−ϕ2)ϕ3.

（5）

 

2    CFPM-GPU 并行算法

本文主要考虑多元 C-H方程下高维复杂多相界面分离过程的纯无网格法模拟，基于 CUDA的单个

GPU并行计算，结合 Wendland权函数的优点[17]，拓展文献 [24]中二维 FPM离散过程得到一种能够准确、高

效模拟多元高维 C-H方程的 CFPM-GPU并行算法. 

2.1   三维CFPM 离散格式

对带 Neumann边界条件 (2)含四阶导数三维 C-H方程 (5)的求解，拓展应用文献 [24]里对二维情况下单

个 C-H方程连续应用两次 FPM的离散过程，时间更新采用二阶预估校正格式. 基于 Taylor展开和加权最小

二乘思想的 FPM主要用来离散函数空间一阶/二阶导数，其详细离散过程参见文献 [25-27].相对于网格类方

法，纯无网格 FPM更易实施非均匀或局部加密节点分布计算的优点也已在文献 [24]中对二维问题进行了详

细分析. 文献 [24]中 FPM离散过程采用样条权函数，而根据文献 [17]知，Wendland权函数较样条函数具有

更好的光滑性和较高的数值精度，本文的离散过程采用Wendland权函数.

以三维空间上均匀布点为例，采用的Wendland权函数[17] 形式如下：

w(x j− x,h) = wd

{
[2− (r/h)]4(2(r/h)+1), 0≤r/h < 2,
0, r/h≥2,

（6）

r = |x j− x| x wd

7/(64πh2) 21/(211πh3) h h ≈ 0.95d0 d0

其中， 为支持域半径，j 代表位置点 处支持域内的相邻点， 为权函数系数，其在二维、三维空间中

分别为 和 ， 为光滑长度，在离散节点不动的情况下常取 ( 为离散点初始间距).
f (x) x

x x j ( j = 1,2, · · · ,n)

由文献 [24-27]知 FPM离散过程中，对一个函数 在计算区域的任意分布离散点 处的一阶/二阶导数

的近似值，通过 点在其支持域内所有相邻节点 (n 为相邻节点数)上进行 Taylor级数展开和加

权最小二乘思想过程得到的一个线性方程组求解而获得，即需求的局部线性方程组为

(MTW M)a = (MTW)b, （7）

MTW M 9×9 a9×1 x
a = ( fx, fy, fz, fxx, fxy, fxz, fyy, fyz, fzz)T b(n+1)×1 x

b = ( f1− f , f2− f , · · · , fn− f ,0)T W(n+1)×(n+1) w1 w2 · · · ,wn M(n+1)×9

其中，上标符号“T”为转置， 为 的局部系数矩阵； 为 处函数一阶/二阶导数形成的未知矢量，

； 为所有相邻节点处与 处函数差和施加边界条件构成的已知矢量，

；对角矩阵 对角线上元素为“ ,  ,  , 1” ；矩阵 为

M(n+1)×9 =



dx1 dy1 dz1 0.5dx2
1 dx1dy1 dx1dz1 0.5dy2

1 dy1dz1 0.5dz2
1

dx2 dy2 dz2 0.5dx2
2 dx2dy2 dx2dz2 0.5dy2

n dy2dz2 0.5dz2
2

...
...

...
...

...
...

...
...

...

dxn dyn dzn 0.5dx2
n dxndyn dxndzn 0.5dy2

n dyndzn 0.5dz2
n

nx ny nz 0 0 0 0 0 0


,

n= (nx,ny,nz)单位外法向量 .

f (x) ϕ µ本文数值模拟中函数 为方程 (5)中函数 或 . 值得注意的是，上述线性方程组的求解过程需要求解两
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ϕ1

ϕ2

次来得到四阶空间导数的近似值，再结合二阶精度的时间离散格式可得方程 (5)中 新时间层里的数值解，然

后可得 ，该过程称为高维多元 C-H方程的 CFPM离散格式. 

2.2   单个GPU 并行加速算法

众所周知，运用纯无网格方法或粒子法对高维问题的计算模拟中，为得到较高精度数值结果常需要上百

万离散节点或粒子数，这将会导致巨大存储或较长时间计算的问题[15-20]
.根据文献 [15,17-18]知，对不含全局

大型系数矩阵的纯无网格法或粒子法易于并行实施以提高计算效率. 为此，已有许多基于 MPI多 CPU并行

技术或算法被提出以加速纯无网格方法的计算[17-18]，为提高加速比就需要更多的 CPU，会使得计算硬件和服

务器的管理成本增加. 近些年来，随着计算机 GPU的发展和 NVIDA公司不断更新的 CUDA编程模型[16,18-20]，

使得 GPU能够进行大规模的并行计算，比如不涉及系数矩阵的纯无网格粒子法 (SPH或耗散粒子动力学法

(DPD))的计算模拟已被成功地与 GPU并行计算技术结合发展了高效的并行算法 (详见文献 [16,18-19,23])，
且单个 GPU的并行计算加速比可以达到 100及以上 (与单个 CPU串行计算相比)，但一个 GPU小工作站的

管理成本远远低于有上百个 CPU工作站的管理.

xi i = 1,2, · · · ,N N

9×9

纯无网格 FPM在高维多相分离过程的模拟还处在发展探索阶段，其并行算法实施的研究更是鲜有文献

报道. 本文首次考虑了基于 CUDA的单个 GPU来实现上述多元 C-H方程 CFPM离散格式的并行计算以提

高效率，发展了 CFPM-GPU并行算法. 在 CFPM离散格式的实施过程中涉及较大计算量或长时间计算的主

要有两个方面：① 相邻节点的标定[23]，在时间层更新前每个节点 i(对应位置 ，  ， 为离散节点

数)都需要通过搜索所有离散节点确定其支持域内相邻节点 (每个点的相邻节点数不尽相同，其与离散点分布

情况和位置有关系，本文数值模拟过程中离散点位置不变，故模拟实施中只需要循环一次相邻节点的标定)，
随着离散节点数的增加该标定的计算时间也会变大 (值得注意的是，本文数值模拟中节点或粒子位置在计算

中固定)；② 在每个时间层的物理量更新中，N 个离散点处空间导数的计算以及函数值的更新在串行编程实施

过程中需要循环 N 次，包括局部矩阵的形成和求解，随着离散点数 N 的增大将会导致物理量每更新一次将需

要较长时间的计算，但该循环可以同时并发进行 (完全不依赖网格方法的特点).鉴于此，并行算法思想是重点

对相邻节点编号标定和每次物理量更新中每个离散点处导数模型的循环实施并发性的计算. 为实施

CPFM离散格式的 GPU并行计算 (并行算法较单个 CPU的加速比可见 4.3小节的讨论)，本文采用基于

CPU和 GPU的异构计算框架，其中以一个 CPU为主处理器 (程序中常用 host表示)和一个 GPU为并发性计

算实施的协处理器 (程序中常用 device表示)，具体实施以 CUDA-C + + 编程语言为主. 另外需要注意的是，

CFPM格式中含 局部矩阵的形成和求解，其局部矩阵形成与相邻节点有关，在单个 CPU上串行计算实施

时可以采用向量 vector的动态方式定义二维数组，准确地标记每个离散点处的相邻节点编号及相邻节点数，

则在物理量更新计算的循环语句中形成局部矩阵时也需要用动态指针定义方式. 但在 GPU并行计算实施中

发现，将上述串行实施采用的动态指针方式来定义计算循环里的局部矩阵会使得 GPU内存不足，导致程序计

算运行的阻塞. 因此，在 GPU并行算法编程中需要首先用常量的方式来给出最大相邻节点数 (估计值)，然后

动态定义一个一维或二维数组来标记相邻节点编号，同时在物理量更新计算的循环语句中可用静态方式来定

义局部矩阵的形成.

一个离散模型需消耗 CPU计算的实际时间，除了与编程语言和算法流程实施有一定关系外，受计算硬件

性能指标的影响也很明显，本文数值模拟中采用的并行服务器工作站的主要硬件参数为：Intel Xeon Silver
4214型号的 CPU处理器两颗，每颗 CPU处理器 12核心 24线程，主频为 2.2 GHz，动态加速频率为 3.2 GHz；
三星 DDR4-2666的内存共 128 GB；一个 NVIDIA Geforce Titan RTX型号的 GPU，其显存容量为 24 GB，核心

频率 1 770 MHz，CUDA核心数 4 608个. 本文给出的 CFPM-GPU并行算法流程可简化为如下几个步骤：

Ω Ω̃ Ω̃ ⊂ Ω Ω

Ω\Ω̃ Ω̃

1) 选定光滑长度 h 和时间步长 dt，并用常量定义方式给计算中需要的一些参数变量赋值. 值得注意的是，

考虑计算区域 为长方形或长方体 (相分离发生在一个复杂非规则区域 内且 )，对 进行离散得节点数

为 N，其中 上离散点采用均匀分布情况， 上离散节点可根据其形状特点进行非均匀布点方式，但相邻两

个节点的距离近似等于均匀布点的情况 (比如圆形或球体上可以采用圆形或球形方式布点，也体现了本文采

用的纯无网格法可以任意布点的优点).
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ϕ3

ϕ1 ϕ2

2) 动态方式定义所需的变量分配相关变量的 host内存及数据初始化，其中对函数 赋初值 (计算中不

变)，函数 和 赋初始时刻的值；分配 device内存，并把 host上数据拷贝到 device上 (CPU到 GPU)；调用

CUDA核函数在 device上并行方式运算标记出相邻节点的编号，便于后面物理量随时间更新循环运算.

ϕ1,i

ϕ∗1,i

3) 当 Nnum=1时 (设 Nnum 为计算时间层数，实际时间 t=dt×Nnum)，调用两次 CUDA核函数在 device上并行

实现方程 (5)右端项 CFPM格式的运算，并结合时间项格式的第一步，得到每个离散点处函数 的第一个中

间值 ，其中包括局部矩阵形成和调用在 device与 host上都编译的求解线性方程组的子函数.

ϕ1,i ϕ∗∗1,i4) 结合时间项格式的第二步重复步骤 3)的运算，将得到每个离散点处函数 的第二个中间值 .

ϕ∗1,i ϕ
∗∗
1,i

ϕ1
1,i

5) 通过上述得到的两个中间值 和 ，结合时间项上采用的预估校正格式的第三步，调用 CUDA核函

数在 device(GPU)上并行得到 Nnum=1时间层上每个离散点处第一个函数值 ；然后把 device上的计算结果

传递到 host上 (GPU上信息传到 CPU上).
ϕ1
2,i6) 运用式 (3)在 host(CPU)上计算得到 Nnum=1时间层上每个离散点处第二个函数值 ，然后再把

host上结果传递到 device上.

ϕ1,i ϕ2,i7) 重复步骤 3)~6)可以得到下一个时间层上每个离散点上的函数值 和 .

8) 根据需要输出指定时间层上的计算结果. 

3    CFPM-GPU 并行算法有效性验证

文献 [24]主要对 FPM离散格式求解二维单分量 C-H方程的数值收敛性进行了分析，但未对多分量 C-
H描述的明显相分离过程以及三维 C-H方程进行数值研究. 本节采用文献 [8]中具有二维圆环和三维球壳收

缩相分离过程的两个基准算例，对给出的 CFPM-GPU算法求解带 Neumann边界二维/三维 C-H方程的准确

性和高效性进行分析，从而验证本文算法捕捉相分离过程的有效性.

文献 [8]中两个相分离的基准算例没有理论解析解，其通过坐标变换给出了高精度的数值解作为基准解，

并列出了某一时刻 64个网格点上的基准解 (详见文献 [8]中表 1和表 3)用来进行误差分析. 为了体现本文算

法的准确性，参照文献 [8]中误差分析方式，则有：

二范数误差

E2 =

√√√
2(d−1)π

64∑
i=1

(ei)2(xi)d−1d0 （8）

和最大范数误差
E∞ = max

1≤i≤64
|ei|, （9）

d ei = ϕ
N
64+i,65−ϕbs

i , i = 1,2, · · · ,64 ϕN
64+i,65和ϕ

bs
i其中， 为空间维数， ， 表示本文方法数值解和文献 [8]中的基准解.

F(ϕ) = 0.25(ϕ2−1)2 ε = 8d0/[2
√

2tanh−1(0.9)]

d0 = 1/64

本节数值模拟二维圆环和三维球壳收缩过程对应的 C-H方程可详见文献 [8]，其中势函数

，梯度能量系数 .值得注意的是，为与文献 [8]中的基准解做对比，本

节数值模拟中的离散点均采用的是均匀分布方式，且离散点间距 (空间步长) . 

3.1   二维圆环收缩过程模拟

Ω = (−1,1)2 N = 129×129
d0 = 1/64 dt = 50d4

0 T = 8 000 000dt ≈ 2.384

考虑二维空间区域 下圆环收缩现象，并将区域均匀离散成 个点，对应节点间距

，时间步长取 ，运算结束时间取 .选取初始时刻函数：

ϕ(x,y,0) = tanh


0.1−

∣∣∣∣∣ √x2+ (y−0.5d0)2−0.75
∣∣∣∣∣

√
2ε

. （10）

8 000 000

E2 = 0.003 39 E∞ = 0.004 96

经物理量更新循环 时间步运算，本文 CFPM-GPU法得到的数值解与基准解 (见文献 [8]中表 1)
的二范数误差 ，最大范数误差 .上述表明，本文方法求解二维圆环收缩过程对应的

C-H方程是准确稳定的，得到的圆环收缩现象也是可靠的. 图 1 给出了三个时刻二维圆环收缩现象的 CFPM-
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GPU数值结果，其与文献 [8]中图 6数值结果吻合. 从图 1中可以看出圆环外圆与内圆随时间延长逐渐缩小

形成圆环的收缩过程，结合上述算法误差精度可知，圆环的内外圆半径随时间延长的变小过程与文献 [8]的基

准解一致，从而体现本文给出的 CFPM-GPU法模拟二维情况下相分离过程是准确有效的.
  

图 1    二维圆环收缩现象 CFPM-GPU数值模拟结果：(a) t=0；(b) t=1.31；(c) t=2.38
Fig. 1    The 2D shrinking annuli obtained with the CFPM-GPU: (a) t=0; (b) t=1.31; (c) t=2.38

注　为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同.
  

3.2   三维球壳收缩过程模拟

Ω = (−1,1)3

N = 129×129×129 d0 = 1/64 dt = 50d4
0

T = 400 000dt ≈ 1.192

三维球壳收缩过程对应的是球对称的 C-H方程，数值模拟中考虑三维空间域 ，并将区域均匀

离 散 成 个 点 ， 对 应 节 点 间 距 ， 时 间 步 长 取 ， 运 算 结 束 时 间 取

.选取初始时刻函数：

ϕ(x,y,z,0) = tanh

0.1− |
√

x2+ (y−0.5h)2+ (z−0.5h)2−0.75|
√

2ε

. （11）

E2 = 0.005 4 E∞ = 0.007 81

经 400 000时间步运算，CFPM-GPU法得到 t=1.192时刻的三维球壳收缩现象，并与初始时刻结果做对比

(见图 2).图 2给出了两个时刻三维球壳收缩形状和二维截面圆环，其展现出明显的三维球壳收缩现象与文献

[8]中图 10结果吻合. 为体现本文方法数值求解的准确性，将沿半圆环线上的数值结果与基准解 (见文献

[8]中表 3)进行对比，得到二范数误差 和最大范数误差 .通过上述数值误差和三维球

壳收缩现象表明本文方法模拟三维相分离过程准确.
  

图 2    三维球壳收缩现象 CFPM-GPU数值模拟结果：(a) t=0；(b) t=1.192
Fig. 2    The 3D spherical shells obtained with the CFPM-GPU: (a) t=0; (b) t=1.192

  

3.3   GPU 并行算法加速比分析

为体现本文基于 CUDA的单个 GPU并行算法的高效性，将其与单个 CPU的串行计算时间进行对比，关

于 GPU并行服务器的性能参数见 2.2小节. 为体现并行算法的效果，采用 3.2小节三维 C-H方程的算例，并

定义加速比：
δSur = tC/tC-G, （12）

tC tC-G δSur其中， 表示单个 CPU计算消耗的时间， 表示单个 CPU-GPU异构并行计算消耗的时间， 为加速比.

根据 2.2小节里并行算法思想的讨论，需要并行加速提高计算效率的有相邻节点标定和物理量更新循环

98 应 用 数 学 和 力 学 2023 年  第 44 卷

 



两个部分，表 1和表 2分别给出了相邻节点标记消耗计算时间和每个时间层里物理量更新循环所需平均计算

时间及加速比. 由表 1和表 2知，随节点数增加，单个 CPU计算时间和 GPU并行计算时间也都随之非线性增

加，但 GPU并行消耗计算时间远少于 CPU计算时间，表明基于 CPU-GPU异构并行计算较单个 CPU串行提

高运算效率是显著的，且 GPU并行算法的加速比约为 160.
  

表 1    不同节点数下，相邻节点标定消耗计算时间对比

Table 1    The consumed computing time for the calibration of neighbor nodes under different node numbers
 

node number
computing time

CPU TCPU/s GPU TGPU/s δSur

65×65×65 833.55 4.73 176.2

129×129×129 51 513.65 287.69 179.1

257×257×257 3 226 951.32 17 907.61 180.2
  

表 2    不同节点数下，每个时间层里物理量更新循环所需平均计算时间对比

Table 2    The average computing time costs at each time step under different node numbers
 

node number
computing time

CPU TCPU/s GPU TGPU/s δSur

65×65×65 10.332 0.065 158.95

129×129×129 86.311 0.539 160.13

257×257×257 725.281 4.525 160.28
 

4    二维/三维多相分离过程数值预测

为进一步体现本文给出的 CFPM-GPU并行算法数值模拟高维复杂区域上多相分离现象 (m 相分离情况

对应 m + 1元 C-H方程)，本节选取 5个代表性的复杂区域上的相分离算例[10]，其中包含 3个二维算例 (圆盘

域内和脑切面域内二相分离，星形域内三相分离)和 2个三维算例. 

4.1   二维多相分离现象数值预测

算例 1　二维圆盘域上二相分离现象

Ω̃ = {(x,y)|
√

x2+ y2 < 0.45} Ω = (−0.5,0.5)×
(−0.5,0.5) Ω̃ Ω

考虑二维圆盘域 上的二相分离现象，计算区域取单位正方形

， 嵌入在 中且两个区域中心相同. 数值模拟中三元 C-H方程中初始条件为

ϕ3(x,y) = 0.5+0.5tanh

 √
x2+ y2−0.45

2
√

2ε

 , ϕ1(x,y,0) = [1−ϕ3(x,y)][0.5+0.5rand(x,y)],

ϕ2(x,y,0) = 1−ϕ1(x,y,0)−ϕ3(x,y),

rand(x,y) d0 = 1/512 dt = 10−6 105

t = 105dt

ϕ1 ϕ2

rand(x,y)

其中 表示介于−1和 1之间的随机数. 选取节点间距为 ，时间步长为 .运算到 时间

步 (对应时间 )结束，图 3给出了几个时刻下圆盘域上二相分离现象的 CFPM-GPU模拟结果，其中蓝

色为 ，红色为 .通过图 3可观察到在较短时间里 (约 t=0.05)就出现了明显的相分离现象，且随时间延长相

分离越来越明显. 本文结果与文献 [10]中图 3的多重网格法得到的二相分离过程趋势一致，表明本文 CFPM-
GPU法模拟预测二相分离现象是可靠的 (注意，两者间存在的差异主要由随机数 生成的初始值不完

全相同导致) .
算例 2　二维脑剖面域上二相分离现象

Ω = (−0.5,0.5)× (−0.5,0.5)

Ω̃

Ω̃ = {(x,y)|ϕ3(x,y) < 0.5}

为进一步体现本文方法模拟较复杂区域上二相分离现象的能力，将文献 [10]中二维脑剖面轮廓形成区域

视为发生二相分离的复杂区域，并嵌入到单位计算区域 内. 图 4给出了二维脑剖面

原 图 及 复 杂 脑 剖 面 轮 廓 作 为 区 域 ， 并 通 过 图 像 处 理 技 术 和 迭 代 计 算 得 到 模 拟 的 初 始 值

( ).具体步骤如下：第一步，将脑剖面轮廓图 4(b)拷贝到画图工具里，设置像素大小为

512 × 512；第二步，用 MATLAB处理图像命令读取第一步里的 RGB像素矩阵，并输出到一个 txt文件里；第

三步，通过编程对第二步得到的数据进行 0-1化处理，得到另一个 txt文件，将其作为模拟初始数据的估计值；

第四步，将第三步里得到的数据代入到 C-H方程中，经过 10次迭代运算得到的值作为模拟初始的数据. 模拟
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ϕ3 513×513

dt = 10−6 105

ϕ1 ϕ2

中初始时刻函数值除了 ，其他两个与上述算例 1的相同. 对单位计算区域采用离散节点 ，时间步长

，经 时间步运算结束. 图 5给出了 CFPM-GPU并行算法模拟的二维复杂脑剖面域上随时间演化的

二相分离过程，其中蓝色为 ，红色为 .通过图 5可知，本文方法能够模拟复杂区域上的二相分离现象，且与

文献 [10]中图 5结果趋势一致 (两者存在差异的主要原因在于随机数产生的初始值不完全相同)，进一步表

明 CFPM-GPU模拟预测复杂区域上二相分离现象是有效的.
  

图 3    二维圆盘域上二相分离现象 CFPM-GPU模拟结果

Fig. 3    The 2-phase separation obtained with the CFPM-GPU in the 2D disk domain
 

  

图 4    二维脑剖面原图及其复杂脑剖面轮廓[10]：（a）脑剖面原图；（b）脑剖面计算区域图

Fig. 4    The 2D brain section picture and the complex brain shape domian[10]: (a) the brain section picture; (b) the brain section calculation domain
 

  

图 5    二维脑剖面域上二相分离现象 CFPM-GPU模拟结果

Fig. 5    The 2-phase separation obtained with the CFPM-GPU in the 2D brain shape domain
 

算例 3　二维星形域上三相分离现象

Ω = (−0.5,0.5)× (−0.5,0.5)

ϕi(x,y, t) (i = 1,2,3,4) ϕ1+ϕ2+ϕ3 + ϕ4 = 1

Ω̃ = {(x,y)|ϕ4(x,y) < 0.5}

许多物理问题系统中存在多组分的三相分离现象，比如多相合金和三元纳米线制备中[28]
.因此，本节考虑

了在单位计算区域 内星形域上三相分离过程的 CFPM-GPU法模拟，对应四元 C-
H系统的求解. 四元混合物中各个分量 同样满足质量守恒律 ，且星形域

，各个分量初始条件为

ϕ4(x,y) = 0.5+0.5tanh

 √
x2+ y2−0.35−0.1cos(7θ)

2
√

2ε

 ,
ϕ1(x,y,0) = [1−ϕ4(x,y)][0.35+0.05rand(x,y)],
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ϕ2(x,y,0) = [1−ϕ4(x,y)][0.35+0.05rand(x,y)],

ϕ3(x,y,0) = 1−ϕ1(x,y,0)−ϕ2(x,y,0)−ϕ4(x,y),

θ = tan−1(y/x) x , 0 rand(x,y) ϕ1 ϕ2

ϕ1 ϕ2

106

ϕ1 ϕ2 ϕ3

其中 且 ，随机数 同上. 值得注意的是， 和 的初始值表达式相同，但编程计算时使

其取的随机数值不完全相同，且计算中需要求解关于 和 的 C-H方程组. 采取的计算节点数与时间步长同

上，经 时间步运算得到几个不同时刻的三相分离现象 (见图 6).观察图 6可知，在 t=0.1时刻出现了明显的

三相分离现象，随时间演化三相分离现象越来越清晰 (红色区域为 ，蓝色区域为 ，绿色区域为 )，表明本文

方法模拟预测非规则区域上三相分离过程是有效的.
  

图 6    二维星形域上三相分离现象 CFPM-GPU模拟结果

Fig. 6    The 3-phase separation obtained with the CFPM-GPU in the 2D star domain
  

4.2   三维多相分离现象数值预测

算例 4　三维环形体域上相分离现象

Ω̃ =

{
(x,y,z)|

√
(
√

x2+ y2−0.3)
2
+ z2 < 0.15

}
Ω = (−0.5,0.5)× (−0.5,0.5)× (−0.25,0.25)

为体现 CFPM-GPU法模拟三维复杂域上相分离现象的有效性，考虑三维环形体域上二相分离，取环体区

域 嵌入在计算区域 内. 三元

C-H方程中每个分量的初始条件为

ϕ3(x,y,z) = 0.5+0.5tanh


√

(
√

x2+ y2−0.3)
2
+ z2−0.15

2
√

2ε

 ,
ϕ1(x,y,z,0) = [1−ϕ3(x,y,z)][0.5+0.5rand(x,y,z)],

ϕ2(t = 0) = 1−ϕ1(t = 0)−ϕ3,

rand(x,y,z)其中随机数 同上.

129×129×65 d0 = 1/128 dt = 10−6

ϕ1

模拟中采取离散节点 ，初始间距 和时间步长为 .图 7展示了本文数值方法

得到的关于 三个时刻的相分离现象，在较短时间 t=0.01时就出现相分离，随时间演化相分离现象越发明显，

且与文献 [10]中图 7结果趋势一致.
  

图 7    三维环体域上相分离现象 CFPM-GPU模拟结果

Fig. 7    The phase separation obtained with the CFPM-GPU in the 3D torus domain
 

算例 5　三维 Schwarz-D域上相分离现象

为进一步体现 CFPM-GPU法模拟三维复杂域上相分离现象的可靠性，考虑 Schwarz-D形域[10] 嵌入在计
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Ω = (0,1)× (0,1)× (0,1) Ω̃ = {(x,y,z)|C(x,y,z) < 0}算域 的二相分离，其中发生相分离的复杂 Schwarz-D形域 .三元

C-H方程中每个分量的初始条件为

ϕ3(x,y,z) = 0.5+0.5tanh
(
C(x,y,z)

20
√

2ε

)
,

ϕ1(x,y,z,0) = [1−ϕ3(x,y,z)][0.5+0.5rand(x,y,z)],

ϕ2(x,y,z,0) = 1−ϕ1(x,y,z,0)−ϕ3(x,y,z),

其中
C(x,y,z) = cos(2πx)cos(2πy)cos(2πz)− sin(2πx) sin(2πy) sin(2πz).

129×129×129模拟中采取离散节点 ，初始间距和时间步长与算例 4相同. 图 8展示了三维复杂 Schwarz-
D形域上 CFPM-GPU法模拟的相分离现象，可观察到在较短时间 t=0.01时就出现明显的相分离现象，本文数

值结果与文献 [10]中的相分离趋势一致.
  

图 8    三维 Schwarz-D区域上相分离现象 CFPM-GPU模拟结果

Fig. 8    The phase separation obtained with the CFPM-GPU in the 3D Schwarz-D domain
 

通过算例 1~算例 5二维/三维复杂域上相分离现象的 CFPM-GPU模拟，并与文献 [10]中图 8(b)结果比

较可知：本文提出的 CFPM-GPU求解三元或四元 C-H方程组是有效的；CFPM-GPU数值预测二维/三维复杂

域上的二相或三相分离现象是高效可靠的. 

5    结　　论

本文针对二维/三维复杂域上多相分离现象的高效性与准确性模拟，首次结合 CPU-GPU异构并行计算、

拓展求解含四阶导数二维 C-H方程的 FPM和采用具有较好光滑性的 Wendland权函数，给出了一种基于

CUDA语言单个 GPU的 CFPM-GPU并行算法. 为体现 CFPM-GPU模拟预测复杂域上多相分离的有效性，首

先运用 CFPM-GPU分别对两个相分离的基准算例 (二维/三维)进行了模拟，并对误差和并行加速效率进行了

分析；其次，用 CFPM-GPU对无解析解的多个二维/三维复杂域上的二相或三相分离现象进行了数值预测，并

与多重网格法结果比较. 所有数值结果表明：

1) 本文的 CFPM-GPU并行算法求解二维/三维 C-H方程描述的相分离过程是准确、高效的；

2) 基于 CUDA的单个 GPU并行较 CPU串行运算的加速比约为 160倍；

3) 给出的 CFPM-GPU能准确预测二维/三维复杂区域上二相或三相分离现象随时间的演化过程.
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