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摘要：　 为研究跨流域气体混合物输运现象的流动机理，从气体动理学理论的基本方程 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 方程出发，发展

了一种适于混合气体的多松弛碰撞模型方程，并建立了与 ＤＳＭＣ 方法相适应的碰撞松弛频率表达式．模拟了多组元

混合气体一维激波结构问题，与 ＤＳＭＣ 结果的对比表明：发展的模型方程能较好地反映激波内部混合气体整体及

各组元的宏观参数变化过程，能用于模拟和分析混合气体各组元的扩散规律，验证了该多松弛模型方程的有效性

和正确性．模拟结果表明：分子质量最小的组元扩散效应最显著，但受其他组元的影响较小，且流动的非平衡效应主

要由分子质量最大的组元产生；在激波内部因温度梯度引起的热扩散对分子质量大小更加敏感，同时，组元浓度梯

度引起的质量扩散使组元分离，在激波下游产生显著的非平衡效应，且在多组元混合气体中，中等质量分子的加入

增大了大质量分子的扩散，加大了分离效应．
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０　 引　 　 言

自然界中一种物质（如原子、分子、中子、光子等）在其同种或其他介质中所产生的输运现象无处不在．尤
其是在工业技术、环境科学、空间科学等领域，输运现象的实际应用更加广泛，例如：核反应堆或核武器中中

子的输运，等离子体中离子和电子的输运，辐射传热中光子的输运，气体混合物或气固 ／气液混合物中不同组

元的输运，星际尘埃颗粒的输运等．输运现象的本质是混合物组元间因相互作用产生质量、动量、能量交换，
进而出现的浓度、速度和温度梯度问题．但是，由于不同物质粒子物性参数的差别，不同组元间的相互作用比

单一组元要复杂得多，尤其是当混合物速度、温度较高时，其内部的输运过程更加复杂，导致对输运机理的认

识及准确计算输运系数带来较大困难［１］，特别是广泛存在于航空航天领域气体混合物中的输运现象，如高

温气体发生化学反应生成的混合物［２］、发动机内部燃料与氧化剂预混燃烧产生的高温燃气混合物［３］ 等，对
这些混合物输运性质准确模拟是研究其机理的有效途径之一，因此气体输运问题数值模拟一直是工程科学

研究的重点和难点．
在连续流区，可采用适于混合气体的 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ（Ｎ⁃Ｓ）方程来模拟气体流动；在稀薄气体领域，可采用

直接模拟气体分子微观运动及碰撞过程的直接模拟 Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ（ｄｉｒｅｃｔ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ，ＤＳＭＣ）方法．
该方法对气体混合物模拟具有很强的适应性，在工程实际问题中得到广泛的应用．但 Ｎ⁃Ｓ 方程在混合气体输

运性质的模拟方面，主要采用半经验公式，如计算黏性系数和热传导系数的 Ｗｉｌｋｅ 混合律公式、Ｇｕｐｔａ⁃Ｙｏｓ 公

式等［４］ ．这些混合法则是对单组元输运系数的加权，属于唯像论模型，难以描述分子间相互作用对输运系数

的影响．而通过气体动理学理论得到的输运系数理论值取决于所选用的分子间作用势模型，尤其是对于高温

气体，其输运特性的试验测量比较困难，并且试验误差较大，因此唯像论半经验公式仅能在宏观层次给出相

应的结果，但无法模拟分析气体混合物的微观输运机理．且随着模拟问题稀薄程度的增加，Ｎ⁃Ｓ 方程因连续

性假设逐渐失效而不再适用［２］ ．另一方面通常认为 ＤＳＭＣ 方法适用于稀薄流区．介于近连续流区和稀薄流区

的过渡流区流动问题属于模拟难点，此时 Ｎ⁃Ｓ 方程的线性本构关系已失效，需要引入非线性本构关系，但适

用范围仍有限，而 ＤＳＭＣ 方法因需要满足碰撞网格尺寸小于当地分子平均自由程、时间步长小于当地分子平

均碰撞时间的计算准则导致计算效率降低．一条可行的途径是将这两种方法进行耦合，发展 Ｎ⁃Ｓ ／ ＤＳＭＣ 耦合

算法来模拟过渡流区流动问题，目前耦合算法已得到了较好的应用［５⁃６］ ．但从本质上看，这类耦合方法是因工

程应用需求而建立起来的，需要从数学和物理机理上论证其有效性．另一条途径是从气体动理学理论出发，
从数学上研究分析混合气体的输运性质，且能实现全流域的一体化模拟．近年来，国内外学者已经在该方面

开展了大量研究工作（代表性工作见文献［７⁃１４］），但由于混合气体动理学理论的复杂性，大部分工作主要

采用较为简单的单松弛模型，多松弛模型也仅针对双组元气体，或者仅开展模型构造研究，未确定碰撞松弛

速率．
研究表明［１４］，多松弛模型可以用不同的松弛速率来表征分子间的自碰撞和互碰撞，比单松弛模型的相
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同松弛速率更为合理，尤其是当分子特性有显著差异时，如质量、速度等．因此，本文从气体动理学理论的基

本方程 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 方程出发，发展了一种适于混合气体的多松弛模型方程，并建立了与 ＤＳＭＣ 方法相适应的

碰撞松弛频率表达式．在气体动理论统一算法（ｇａｓ ｋｉｎｅｔｉｃ ｕｎｉｆｉｅｄ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＧＫＵＡ） ［１５⁃１７］ 的框架下，通过模拟

组元粒子质量比和摩尔分数比均很大的多组元一维激波结构问题，验证了混合气体多松弛模型方程的有效

性和正确性，分析了混合气体的输运特性．

１　 混合气体 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 模型方程

１．１　 多组元混合气体 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ方程

将 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 方程扩展至 Ｎ 组元混合气体［１］，其中第 ｉ 组元的速度分布函数 ｆｉ（ｖ，ｘ，ｔ） 满足的方程形式

可以写为

　 　
∂ｆｉ
∂ｔ

＋ ｖ·
∂ｆｉ
∂ｘ

＝ ∑
ｋ
Ｑｉｋ， （１）

　 　 Ｑｉｋ ＝ ∫∫［ ｆｉ（ｖ′） ｆｋ（ｗ′） － ｆｉ（ｖ） ｆｋ（ｗ）］ｇｉｋσｄΩｄｗ，　 　 ｉ，ｋ ＝ １，２，…，Ｎ， （２）

其中， ｆｋ 为组元 ｋ的速度分布函数，Ｑｉｋ 为组元 ｉ和 ｋ的碰撞项，ｔ为时间，ｘ为空间位置，ｖ和 ｗ分别为组元 ｉ和
ｋ 碰撞前分子速度，ｖ ′和ｗ ′分别为碰撞后分子速度，ｇｉｋ ＝ ｖ － ｗ 为碰撞对的相对速度，σ 为碰撞微分截面，
Ω 为碰撞参数，同时设速度 ｖ 的分量分别为 ｖｘ，ｖｙ，ｖｚ ．

定义

　 　 〈 ｆ，ｈ〉 ＝ ∫ｆ（ｖ）ｈ（ｖ）ｄｖ ． （３）

则第 ｉ 组元的数密度 ｎｉ、速度 ｕｉ 和温度 Ｔｉ 可以分别表示为

　 　
ｎｉ ＝ 〈 ｆｉ，１〉， ｎｉｕｉ ＝ 〈 ｆｉ，ｖ〉， ３ｎｉｋＢＴｉ ＝ ｍｉ〈 ｆｉ， ｖ － ｕｉ

２〉，

ｎｉ ＝ ∫ｆｉｄｖ， ｎｉｕｉ ＝ ∫ｖｆｉｄｖ， ３ｎｉｋＢＴｉ ＝ ｍｉ∫ ｖ － ｕｉ
２ ｆｉｄｖ， ε ｉ ＝

３
２

ｋＢＴｉ， Ｅ ｉ ＝ ｎｉε ｉ ＋
１
２

ρ ｉ ｕｉ
２，

ì

î

í

ïï

ïï

（４）

其中， ｋＢ 为 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 常数，ｍｉ，ε ｉ，ρ ｉ 分别为第 ｉ组元的分子质量、分子内能、密度，Ｅ ｉ 为第 ｉ组元的总能量，并
设速度 ｕｉ 的分量分别为 ｕｉ，ｘ，ｕｉ，ｙ，ｕｉ，ｚ ．混合气体的宏观数密度 ｎ、密度 ρ、速度 ｕ 和温度 Ｔ 分别为

　 　
ｎ ＝ ∑

ｉ
ｎｉ， ρ ＝ ∑

ｉ
ｍｉｎｉ ＝ ∑

ｉ
ρ ｉ， ρｕ ＝ ∑

ｉ
ρ ｉｕｉ， ε ＝ ３

２
ｋＢＴ， Ｅ ＝ ｎε ＋ １

２
ρ ｕ ２ ＝ ∑

ｉ
Ｅ ｉ，

３
２
ｎｋＢＴ ＋ １

２
ρ ｕ ２ ＝ ∑

ｉ

３
２
ｎｉｋＢＴｉ ＋

１
２

ρ ｉ ｕｉ
２æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（５）

其中， ε，Ｅ 为混合气体的内能、总能量，同时设宏观速度 ｕ 的分量分别为 ｕｘ，ｕｙ，ｕｚ ．平衡态时，第 ｉ 组元的

Ｍａｘｗｅｌｌ 分布 ｆＭｉ 为

　 　 ｆＭｉ ＝
ｎｉ

（２πｋＢＴｉ ／ ｍｉ） ３ ／ ２ ｅｘｐ －
ｍｉ ｖ － ｕｉ

２

２ｋＢＴｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （６）

对于混合气体，其碰撞项满足整体的质量、动量和能量守恒，即

　 　 ∑
ｋ
∫ｍｉＱｉｋｄｖ ＝ ０， ∑

ｉ，ｋ
∫ｍｉｖＱｉｋｄｖ ＝ ０， ∑

ｉ，ｋ
∫ｍｉ ｖ ２Ｑｉｋｄｖ ＝ ０， （７）

而对于其中某一组元 ｉ， 有

　 　 ∫ｍｉＱｉｋｄｖ ＝ ０， ∫ｍｉｖＱｉｉｄｖ ＝ ０， ∫ｍｉ ｖ ２Ｑｉｉｄｖ ＝ ０． （８）

１．２　 多松弛模型方程及其数值求解方法

一般情况下 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 方程的模型化可以写成如下形式：

　 　
∂ｆｉ
∂ｔ

＋ ｖ·
∂ｆｉ
∂ｘ

＝ ∑
ｋ
Ｓｉｋ，　 　 Ｓｉｋ ＝ υ ｉｋ（Ｆ ｉｋ － ｆｉ）， （９）

其中， Ｓｉｋ 为碰撞模型， υ ｉｋ 为碰撞松弛频率， Ｆ ｉｋ 为碰撞松弛分布函数，其 ＢＧＫ 形式可以写为
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　 　 Ｆ ｉｋ ＝
ｎｉｋ

（２πｋＢＴｉｋ ／ ｍｉ） ３ ／ ２ ｅｘｐ －
ｍｉ ｖ － ｕｉｋ

２

２ｋＢＴｉｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１０）

文献［１８］针对 Ｍａｘｗｅｌｌ 分子确定了参数 ｎｉｋ，ｕｉｋ，Ｔｉｋ ，本文将结合气体动理论和 ＤＳＭＣ 方法［１９⁃２０］ 来推导

确定这些参数．
模型方程作为 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 方程的近似，其碰撞项 Ｓｉｋ 应与 Ｑｉｋ 具备相同的各阶矩属性，即：
零阶矩

　 　 ∫ｍｉＱｉｋｄｖ ＝ ∫ｍｉＳｉｋｄｖ ＝ ０； （１１）

一阶矩

　 　 ∫ｍｉｖＱｉｋｄｖ ＝ ∫ｍｉｖＳｉｋｄｖ； （１２）

二阶矩

　 　 ∫ｍｉ
ｖ ２

２
Ｑｉｋｄｖ ＝ ∫ｍｉ

ｖ ２

２
Ｓｉｋｄｖ ． （１３）

由式（１１）可直接得到 ｎｉｋ ＝ ｎｉ ．对于 Ｍａｘｗｅｌｌ 分子，Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 方程的碰撞项与分子间相对速度无关，其各

阶矩可直接积分得到精确表达式．对于非 Ｍａｘｗｅｌｌ 分子，碰撞积分的一阶矩式（１２）和二阶矩式（１３）涉及整个

速度空间的分布，且与具体的分子间相互作用模型有关．对于逆幂率分子，Ｋｏｌｏｄｎｅｒ［２１］ 得到了部分阶数的碰

撞项积分矩的有限级数展开式．若直接将这些展开式代入守恒式（１２）和（１３）的左边项，会导致得到的表达

式极其复杂，难以实际应用．研究表明，出现在高阶矩二次项中的非对角项的系数相对较小，且仅与极端情形

下才需要考虑的热扩散效应有关，因此可将其忽略，仅保留对角项，即与 Ｍａｘｗｅｌｌ 分子相同的项，但系数仍采

用逆幂率分子的值．由此根据式（１２）和（１３）可得

　 　 ∫ｍｉｖＳｉｋｄｖ ＝ υ ｉｋ ρ ｉ（ｕｉｋ － ｕｉ） ＝ － Ａρ ｉ ρ ｋ（ｕｉ － ｕｋ）， （１４）

　 　 ∫ｍｉ
ｖ ２

２
Ｓｉｋｄｖ ＝ ρ ｉυ ｉｋ

ｕｉｋ
２ － ｕｉ

２

２
＋

３ｋＢ

２ｍｉ
（Ｔｉｋ － Ｔｉ）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＝

　 　 　 　 － Ａρ ｉ ρ ｋ ｕｉ·（ｕｉ － ｕｋ） ＋
３ｋＢ（Ｔｉ － Ｔｋ）

ｍｉ ＋ ｍｋ

－
ｍｋ

ｍｉ ＋ ｍｋ
ｕｉ － ｕｋ

２é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， （１５）

其中 Ａ 是与分子间相互作用模型相关的系数．由式（１４）、（１５）得
　 　 ｕｉｋ ＝ （１ － ａｉｋ）ｕｉ ＋ ａｉｋｕｋ， Ｔｉｋ ＝ （１ － ｂｉｋ）Ｔｉ ＋ ｂｉｋＴｋ ＋ γ ｉｋ ｕｉ － ｕｋ

２， （１６）
其中

　 　 ａｉｋ ＝
Ａｎｋｍｋ

υ ｉｋ
， ｂｉｋ ＝

２ａｉｋｍｉ

ｍｉ ＋ ｍｋ
， γ ｉｋ ＝

ｍｉａｉｋ

３ｋＢ

２ｍｋ

ｍｉ ＋ ｍｋ

－ ａｉｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 ｉ，ｋ ＝ １，２，…，Ｎ ． （１７）

可以看出，上述表达式与文献［１８］结果的形式一致，其关键在于确定系数 Ａ 和碰撞松弛系数 υ ｉｋ ．
对于逆幂率分子，设分子间相互作用力为 χ

ｉｋ ／ ｒη，这里 χ
ｉｋ 和 η 为分子 ｉ 和 ｋ 的作用势参数，ｒ 为两分子间

的距离，则

　 　 Ａ ＝ ８ ２π
３

Γ ５ ＋ η′
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ α１（η′）（ｍｉ ＋ ｍｋ）

－１
χ
ｉｋ

ｍｉｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

（１－η′） ／ ２ ｋＢＴｉ

ｍｉ

＋
ｋＢＴｋ

ｍｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

η′ ／ ２

， （１８）

其中， η′ ＝ （η － ５） ／ （η － １）， Γ（·）为 Ｇａｍｍａ 函数， α１（η′） 为碰撞截面积分（具体表达式参见文献［１］，其
给出了不同 η 值对应的 α１（η′） 值），ｍｉｋ 为分子 ｉ 和 ｋ 的约化质量，即 ｍｉｋ ＝ ｍｉｍｋ ／ （ｍｉ ＋ ｍｋ） ．当 η ＝ ５ 时，对
应 Ｍａｘｗｅｌｌ 分子，则有

　 　 Ａ ＝ ８ ２π
３

Γ ５
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ α１（０）（ｍｉ ＋ ｍｋ）

－１
χ
ｉｋ

ｍｉｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

； （１９）

当 η ＝ ∞ 时，对应硬球分子，则有
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　 　 Ａ ＝ ８ ２π
３

ｄ２
ｉｋ（ｍｉ ＋ ｍｋ）

－１ ｋＢＴｉ

ｍｉ

＋
ｋＢＴｋ

ｍｋ
， （２０）

其中 ｄｉｋ 为分子 ｉ 和 ｋ 的平均直径．
Ｍａｘｗｅｌｌ 分子模型和硬球分子模型属逆幂率模型的特例，可根据气体动理学推导得到各种输运系数的准

确表达式，但这两个特例与实际分子相互作用模型相差甚远，在稀薄过渡流领域通常采用 ＤＳＭＣ 方法中的

ＶＨＳ 模型［２０］ ．对于 ＶＨＳ 模型，有

　 　 Ａ ＝ ８ ２π
３

Γ（３．５ － ω ｉｋ）α１（２ － ２ω ｉｋ）ｄ２
ｒｅｆ，ｉｋ（ｍｉ ＋ ｍｋ）

－１ ２ｋＢＴｒｅｆ，ｉｋ

ｍｉｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ω ｉｋ－０．５ ｋＢＴｉ

ｍｉ

＋
ｋＢＴｋ

ｍｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１－ω ｉｋ

， （２１）

其中， ω 为气体黏性系数相对于温度的幂指数， ω ｉｋ 为分子 ｉ和 ｋ的ω 平均值，下标 ｒｅｆ 为计算黏性系数时的参

考值，且

　 　 ω ＝ １
２

η ＋ ３
η － １

， η′ ＝ ２ － ２ω， ｄ２
ｒｅｆ，ｉｋ ＝

χ
ｉｋ

２ｋＢＴｒｅｆ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ ／ （η －１）

， （２２）

当 ω ｉ 和 ω ｋ 均为 １（η ＝ ５） 时，式（２１）退化成 Ｍａｘｗｅｌｌ 分子的表达式，即式（１９）；当 ω ｉ 和 ω ｋ 均为 ０．５（η ＝ ∞）
时，式（２１）退化成硬球分子的表达式即式（２０）．

在 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 模型方程中，通常假定碰撞松弛频率与分子速度无关，这样可极大程度地简化各类矩的计

算，但也导致需要对建立的模型方程进行 Ｃｈａｐｍａｎ⁃Ｅｎｓｋｏｇ 展开［１］ 分析来确定碰撞松弛频率．对于简单的单

组元气体，分析过程较为简单明确．但对于混合气体，因涉及分子间的相互作用，分析过程变得极为复杂，且
混合气体的黏性系数和热传导系数分别与速度梯度、温度梯度之间的关系并不像单组元气体那样明晰，因此

这里采用 ＤＳＭＣ 方法中平衡混合气体的碰撞松弛频率表达式结合单组元气体相关的结果来确定．
对于单组元气体，根据 Ｃｈａｐｍａｎ⁃Ｅｎｓｋｏｇ 展开分析可得到碰撞松弛频率 υ ｋｉｎｅｔｉｃ 与压力 ｐ、黏性系数 μ 的关

系为

　 　 υ ｋｉｎｅｔｉｃ ＝
ｐ
μ
， （２３）

在 ＤＳＭＣ 方法中，有

　 　 υＤＳＭＣ ＝ ３０
（７ － ２ω）（５ － ２ω）

ｐ
μ

． （２４）

在混合气体中，当各组元相同时，模型方程及其参数退化成单组元的情形，这里假定对于混合气体，碰撞

松弛频率之间的关系与单组元相同．在 ＤＳＭＣ 方法中，混合气体的碰撞松弛频率为

　 　 υ ｉｋ，ＤＳＭＣ ＝ ２ π ｎｋ（ｄｒｅｆ，ｉｋ） ２（２ｋＢＴｒｅｆ，ｉｋ ／ ｍｉｋ） １ ／ ２（Ｔ ／ Ｔｒｅｆ，ｉｋ） １－ω ｉｋ， （２５）
根据气体动理论中单组元气体碰撞松弛频率（式（２３））与 ＤＳＭＣ 结果（式（２４））的关系，可得

　 　 υ ｉｋ，ｋｉｎｅｔｉｃ ＝
（７ － ２ω ｉｋ）（５ － ２ω ｉｋ）

３０
２ π ｎｋ（ｄｒｅｆ，ｉｋ） ２ ２ｋＢＴｒｅｆ，ｉｋ

ｍｉｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２ Ｔ
Ｔｒｅｆ，ｉｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１－ω ｉｋ

． （２６）

此外，式（１６）中的 Ｔｉｋ 需大于 ０，则碰撞松弛频率需满足的表达式为

　 　 υ ｉｋ，ｋｉｎｅｔｉｃ ≥
１
２

Ａ（ｍｉ ＋ ｍｋ）ｎｋ， （２７）

即需满足

　 　 Ｃ ｉｋ ＝
υ ｉｋ，ｋｉｎｅｔｉｃ

Ａ（ｍｉ ＋ ｍｋ）ｎｋ

＝
（７ － ２ω ｉｋ）（５ － ２ω ｉｋ）

４０Γ（３．５ － ω ｉｋ）α１（２ － ２ω ｉｋ）２ω ｉｋ－１ ／ ２
ｍｉｋ

Ｔ
Ｔｉ

ｍｉ

＋
Ｔｋ

ｍｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

１－ω ｉｋ
≥ １

２
． （２８）

同时，定义混合气体中组元 ｉ 及总的平均自由程（λ ｉ） ０ 和 λｍｉｘ，０ 分别为

　 　 （λ ｉ） ０ ＝ ∑
Ｎ

ｋ ＝ １
（π（ｄｒｅｆ） ２

ｉｋｎｋ（Ｔｒｅｆ，ｉｋ ／ Ｔ） ω ｉｋ－１（１ ＋ ｍｉ ／ ｍｋ） １ ／ ２）( )
－１
， （２９）

　 　 λｍｉｘ，０ ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １

ｎｉ

ｎ
（λ ｉ） ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （３０）

９４２１第 １０ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 彭傲平，等： 一种新型混合气体多松弛动理学模型方程及其验证分析



至此，式（９）、（１０）、（１６）、（１７）、（２６）构成了本文的混合气体多松弛可计算模型．除多松弛模型外，还有

一类模型是以文献［１３］为代表的单松弛模型，其表达式可写为

　 　
∂ｆｉ
∂ｔ

＋ ｖ·
∂ｆｉ
∂ｘ

＝ υ ｉ（Ｆ ｉ
ｍ － ｆｉ），　 　 υ ｉ ＝ ∑

Ｎ

ｋ ＝ １
υ ｉｋ， （３１）

其中 Ｆ ｉ
ｍ 的表达式与式（１０）类似，见文献［１３］．在混合气体中，气体组元因存在浓度、压强、温度梯度而产生

相对扩散、热扩散等现象，其微观本质是组元分子间的碰撞松弛，与分子间相互作用力密切相关，因此，在模

型方程中考虑组元间碰撞松弛项，可更好地表征混合气体内部各种扩散过程．对比式（９）和（３１）可知，本文

模型在理论上更具优势．
数值求解控制方程时需要对其进行无量纲化．设数密度、速度、温度、质量、长度、分布函数、时间的无量

纲参考量分别为 ｎ∞ ， ２ｋＢＴ∞ ／ ｍ∞ ，Ｔ∞ ，ｍ∞ ，Ｌｒｅｆ，ｎ∞ ／ （ ２ｋＢＴ∞ ／ ｍ∞ ） ３，Ｌｒｅｆ ／ ２ｋＢＴ∞ ／ ｍ∞ ， 则有

　 　
∂ ｆ　 ｉ

∂ ｔ
＋ ｖ·

∂ ｆ　 ｉ

∂ｘ
＝ ∑

ｋ
υ ｉｋ（Ｆ ｉｋ － ｆ　 ｉ）， Ｆ ｉｋ ＝

ｎｉ
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è
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其中

　 　 ｕｉｋ ＝ （１ － ａｉｋ）ｕｉ ＋ ａｉｋｕｋ， Ｔｉｋ ＝ （１ － ｂｉｋ）Ｔｉ ＋ ｂｉｋＴｋ ＋ γ ｉｋ ｕｉ － ｕｋ
２，

　 　 ａｉｋ ＝
Ａｎｋｍｋ
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　 　 ｎｉ ＝ ∫ ｆ　 ｉｄｖ， ｎｉｕｉ ＝ ∫ｖ ｆ　 ｉｄｖ， ３ｎｉＴｉ ＝ ２ｍｉ∫ ｖ － ｕｉ
２ ｆ　 ｉｄｖ，
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顶标“＾”表示该量的无量纲量．为简便起见，在下述中将省略无量纲顶标．
为求解模型方程，首先将其进行约化．对于一维流动问题，因为 ｙ，ｚ方向的宏观流动量对流动的模拟没有

任何影响，因此可以通过约化的方法消除分子速度分布函数对 ｙ，ｚ 方向分子速度的依赖．引入两个约化速度

分布函数 ｆ１，ｉ， ｆ２，ｉ， 并设

　 　 ｆ１，ｉ ＝ ∫∫＋∞

－∞
ｆｉｄｖｙｄｖｚ， ｆ２，ｉ ＝ ∫∫＋∞

－∞
（ｖ２ｙ ＋ ｖ２ｚ ） ｆｉｄｖｙｄｖｚ， （３３）

则组元 ｉ 的数密度 ｎｉ、速度 ｕｉ，ｘ 和温度 Ｔｉ 可以分别表示为

　 　 ｎｉ ＝ ∫＋∞

－∞
ｆ１，ｉｄｖｘ， ｎｉｕｉ，ｘ ＝ ∫＋∞

－∞
ｖｘ ｆ１，ｉｄｖｘ， ３ｎｉＴｉ ＝ ２ｍｉ ∫＋∞

－∞
［（ｖｘ － ｕｉ，ｘ） ２ ｆ１，ｉ ＋ ｆ２，ｉ］ｄｖｘ， （３４）

其他参量可类似得到，且

　 　 Ｆ１，ｉｋ ＝
ｎｉ

πＴｉｋ ／ ｍｉ

ｅｘｐ －
ｖｘ － ｕｉｋ，ｘ

２

Ｔｉｋ ／ ｍｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｆ２，ｉｋ ＝ Ｆ１，ｉｋ·Ｔｉｋ ／ ｍｉ ． （３５）

无量纲后的方程求解方法可参见文献［２２］，这里不再赘述．

２　 混合气体多松弛模型方程的验证与分析

为验证本文模型方程的正确性，拟定如下三个一维混合气体激波结构算例：算例 １，Ｈｅ（９７％）⁃Ｘｅ（３％），
来流分子数密度 １．０×１０２２ ｍ－３、温度 ３１０ Ｋ，速度 ２ ８８２．５９ ｍ ／ ｓ，激波 Ｍａｃｈ 数 ３．８９；算例 ２，Ｈｅ（９１％）⁃Ｘｅ
（９％），来流分子数密度 １．０×１０２２ ｍ－３、温度 ３１０ Ｋ，速度 ２ ５３０．２４ ｍ ／ ｓ，激波 Ｍａｃｈ 数 ４．８；算例 ３，Ｈｅ（９１％）⁃Ｘｅ
（３％）⁃Ａｒ（６％），来流分子数密度 １．０×１０２２ ｍ－３、温度 ３１０ Ｋ，速度 ３ １４９．４３５ ｍ ／ ｓ，激波 Ｍａｃｈ 数 ４．８．分子模型

均为 ＶＨＳ 模型，其中百分数为摩尔分数．激波上下游的关系可通过 Ｒａｎｋｉｎｅ⁃Ｈｕｇｏｎｉｏｔ 关系得到．
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式（３０）计算得到的对应的上游混合气体平均分子自由程为无量纲参考长度；根据摩尔分数加权的分子

质量为参考质量；上游温度为参考温度；上游的最可几热运动速度为参考速度； Ｔｒｅｆ，ｉｋ 取 ２７３．１５ Ｋ， （ｄｒｅｆ） ｉｋ 取

ＤＳＭＣ 中 ＶＨＳ 模型对应的分子参考直径的算术平均．由于 ＤＳＭＣ 方法直接模拟分子间的碰撞过程，通过统计

平均得到气体的宏观参数，从唯象论的角度来看更符合分子相互作用的实际情形，在稀薄过渡流领域得到了

广泛的应用和验证，因此，本文中将其结果作为标准解来考核模型方程的可行性和可靠性．
上述算例中各组元气体分子质量和摩尔分数差别都较大，能较好地验证模型方程在极端情形下的正确

性．定义如下无量纲量表征激波轮廓：

　 　 ｄ ρ ＝
ρ － ρ ｕｐｓｔｒｅａｍ

ρ ｄｏｗｎｓｔｒｅａｍ － ρ ｕｐｓｔｒｅａｍ
， ｄＴ ＝

Ｔ － Ｔｕｐｓｔｒｅａｍ

Ｔｄｏｗｎｓｔｒｅａｍ － Ｔｕｐｓｔｒｅａｍ
， ｄＵ ＝

ｕ － ｕｕｐｓｔｒｅａｍ

ｕｄｏｗｎｓｔｒｅａｍ － ｕｕｐｓｔｒｅａｍ
．

图 １ 给出了针对算例 １ 采用本文模型（图中 ｐｒｅｓｅｎｔ）、常用的 ＡＡＰ 模型［１３］（图中 ＡＡＰ）及 ＤＳＭＣ 方法

（图中 ＤＳＭＣ）所得结果的对比．从图中可以看出，在激波内部大部分区域，无论是组元温度分布还是混合气

体整体参数分布，本文模型都更接近 ＤＳＭＣ 模拟结果，从数值上验证了理论分析结论，即模型方程中考虑各

组元间的碰撞松弛过程能更好地模拟混合气体中的扩散现象．

（ａ） 组元温度激波轮廓线对比 （ｂ） 混合气体密度、温度、速度激波轮廓线对比

（ａ） Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｓｈｏｃｋ ｐｒｏｆｉｌｅｓ ｏｆ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｓ （ｂ） Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｓｈｏｃｋ ｐｒｏｆｉｌｅｓ ｏｆ ｄｅｎｓｉｔｙ，
ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ａｎｄ ｖｅｌｏｃｉｔｙ

图 １　 不同模型结果的对比

Ｆｉｇ． １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｒｏｍ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｄｅｌｓ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

图 ２ 给出了算例 ２ 的本文计算结果（图中 ＧＫＵＡ）与 ＤＳＭＣ 方法结果（图中 ＤＳＭＣ）的对比．图 ２（ａ）是混

合气体的密度、温度、速度的轮廓线比较．从图中可以看出两者变化趋势一致，符合较好，但 ＤＳＭＣ 结果更陡，
主要原因是动理学模型方程方法是通过碰撞松弛频率和松弛模型来模拟分子碰撞的松弛过程，没有考虑碰

撞松弛频率随分子速度的变化等情形［１］，且本文所用的松弛模型类似于 ＢＧＫ 模型，而 ＢＧＫ 模型对单组元气

体而言存在固有的缺陷，即 Ｐｒａｎｄｔｌ 数为 １，与实际不符，推广到混合气体时仍会存在某些缺陷．图 ２（ｂ）和 ２
（ｃ）是混合气体中 Ｈｅ 摩尔分数及组元扩散速度（组元速度与混合气体整体速度之差）的变化曲线对比．从图

中可以看出两种趋势一致，Ｈｅ 摩尔分数的极大值分别为 ０．９５３ ０７（本文，约位于 ｘ 轴－５ 处）和 ０．９５０ ５
（ＤＳＭＣ，约位于 ｘ轴－３．７１７ ３ 处）， ｘ ＝ － ５ 处的误差为 ０．４２４％，扩散速度在极值处的误差较大，变化规律与前

述一致．但本文计算结果始终大于 ＤＳＭＣ 结果，说明本文模型方程模拟的扩散过程略高于 ＤＳＭＣ 方法．图 ２
（ｄ）是各组元温度变化的对比．从图中可以看出，对分子质量小的气体，温度符合很好，且很好地模拟了激波

内部分子质量大的气体的非平衡特性，即激波结构轮廓上的凸起部分，但与 ＤＳＭＣ 相比相对位置存在较大误

差．图 ３ 给出了双组元中式（２８）的变化趋势，显然本文设计的碰撞松弛频率满足数学上的正定性要求．
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（ａ） 密度、温度、速度激波轮廓线对比 （ｂ） Ｈｅ 摩尔分数分布对比

（ａ） Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｓｈｏｃｋ ｐｒｏｆｉｌｅｓ ｏｆ ｄｅｎｓｉｔｙ， （ｂ） Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ Ｍｏｌｅ ｆｒａｃｔｉｏｎ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ Ｈｅ
ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ａｎｄ ｖｅｌｏｃｉｔｙ

（ｃ） 各组元扩散速度对比 （ｄ） 各组元温度分布对比

（ｃ） Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ ｏｆ ｅａｃｈ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ （ｄ） Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｅａｃｈ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ
图 ２　 Ｈｅ⁃Ｘｅ 模拟结果对比

Ｆｉｇ． ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ Ｈｅ⁃Ｘｅ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ

图 ３　 Ｈｅ⁃Ｘｅ 混合气体 Ｃｉｋ 变化曲线

Ｆｉｇ． ３　 Ｃｉｋ ｃｕｒｖｅｓ ｆｏｒ Ｈｅ⁃Ｘｅ

　 　 从该算例的模拟结果对比来看，本文建立的类 ＢＧＫ 型多松弛模型方程继承了单组元 ＢＧＫ 模型的缺陷，
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即在合理选择碰撞松弛频率的情况下无法使黏性系数和热传导系数同时取正确数值，难以解决动量和能量

交换同等重要的问题．但与 ＤＳＭＣ 结果的对比来看，本文计算结果较好地反映了混合气体整体的宏观参数变

化规律，在不涉及输运系数的情况下能模拟各组元的输运特性，且具备全流域一体化模拟的特点，仍可用于

混合气体输运特性机理模拟与研究分析．
图 ４ 给出了采用本文模型方程模拟的三组元 Ｈｅ⁃Ｘｅ⁃Ａｒ 混合气体激波结构与 ＤＳＭＣ 结果的对比，从图中

可以看出，本文结果仍然与 ＤＳＭＣ 结果变化趋势一致、整体符合较好．

（ａ） 密度、温度、速度激波轮廓线对比 （ｂ） 各组元摩尔分数分布对比

（ａ） Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｓｈｏｃｋ ｐｒｏｆｉｌｅｓ ｏｆ ｄｅｎｓｉｔｙ， （ｂ） Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ Ｍｏｌｅ ｆｒａｃｔｉｏｎ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ
ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ａｎｄ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｏｆ ｅａｃｈ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ

（ｃ） 各组元扩散速度对比 （ｄ） 各组元温度分布对比

（ｃ） Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ ｏｆ ｅａｃｈ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ （ｄ） Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｅａｃｈ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ
图 ４　 Ｈｅ⁃Ｘｅ⁃Ａｒ 模拟结果对比

Ｆｉｇ． ４　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ Ｈｅ⁃Ｘｅ⁃Ａｒ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ

图 ４（ａ）为混合气体的密度、温度、速度轮廓线对比图．对比双组元的情形图 ２（ａ），加入中等分子质量的

Ａｒ 后，降低了大分子质量比对碰撞松弛的影响，使得计算结果更接近 ＤＳＭＣ 结果．图 ４（ｂ）和 ４（ｃ）是混合气

体中各组元摩尔分数及组元扩散速度的变化曲线对比．从图中可以看出，扩散程度与分子质量反相关，分子

质量越小，扩散越显著．对比双组元的情形（图 ２（ｂ）和 ２（ｃ）），从 Ｈｅ 摩尔分数的极大值位置和大小来看，位
置从 ｘ ＝ － ５ 处变化到 ｘ ＝ － ３．４ 处，极大值从 ０．９５３ ０７ 变为 ０．９５４ ６５，这是由于 Ｘｅ 与其他组元碰撞后的平均

速度残留比接近 １，而速度残留比越大碰撞后的速度变化越小，当部分大质量的 Ｘｅ 被小质量的 Ａｒ 取代后，
减小了平均速度残留比，导致混合气体激波整体右移．对扩散速度而言，由于 Ａｒ⁃Ｈｅ 之间的碰撞对 Ｈｅ 扩散的
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影响小于 Ｘｅ⁃Ｈｅ 之间的碰撞，导致 Ｈｅ 的扩散速度减小，Ｘｅ 的扩散相反．图 ４（ｄ）给出了各组元的温度轮廓

线．引入 Ａｒ 后增强了 Ｘｅ 的非平衡特性，即激波下游的凸起更显著，图 １（ａ）、图 ２（ｄ）中在激波下游大质量分

子气体 Ｘｅ 的温度同样出现约 １０％凸起的现象，与理论分析相符［２０］，因为在激波内部因温度梯度引起的热扩

散对气体分子质量大小更加敏感［２０］，同时组元浓度梯度引起的质量扩散使组元分离，产生非平衡效应．图 ２
（ｃ）、图 ４（ｃ）的扩散速度即是这种分离效应的直观反映，进而导致浓度发生变化（图 ２（ｂ）、图 ４（ｂ））．相比于

二组元混合气体，在其中加入中等质量分子（Ａｒ）后，增加了大质量分子气体 Ｘｅ 的扩散，在激波中心位置扩

散速度更大、激波下游温度凸起更大，产生更显著的非平衡效应．
图 ５ 给出了三组元中式（２８）的变化趋势， Ｃ ｉｋ 均大于 ０．５，表明对于三组元混合气体本文构造的碰撞松

弛频率同样满足正定性．

图 ５　 Ｈｅ⁃Ｘｅ⁃Ａｒ 混合气体 Ｃｉｋ 变化曲线

Ｆｉｇ． ５　 Ｃｉｋ ｃｕｒｖｅｓ ｆｏｒ Ｈｅ⁃Ｘｅ⁃Ａｒ

３　 结　 　 论

本文从混合气体的 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 方程出发，将碰撞项模型化，根据混合气体的质量、动量和能量守恒关系

发展了一种新的多松弛模型方程，并根据逆幂律分子作用模型，确定了与 ＤＳＭＣ 方法中 ＶＨＳ 模型相适应的

碰撞松弛频率表达式．将该模型引入到前期建立的气体动理论统一算法体系，模拟了组元粒子质量比和摩尔

分数比均很大的多组元一维激波结构问题，并与 ＤＳＭＣ 结果进行了对比分析．结果表明，本文发展的模型方

程能较好地反映激波内部混合气体整体及各组元的宏观参数变化过程，能用于模拟和分析混合气体各组元

的扩散规律，验证了该多松弛模型方程的有效性和正确性．
从本文计算结果来看，分子质量最小的组元的扩散效应最显著，但受其他组元的影响较小，主要是由于

其与其他组元碰撞后的平均速度残留比很小，碰撞后速度变化较大，碰撞松弛频率最快，能很快达到平衡；而
流动的非平衡效应主要由分子质量最大的组元产生，这是由于分子质量越大碰撞松弛频率越小，达到平衡所

需时间越长，其与其他组元的碰撞始终影响平衡过程．而在多组元混合气体中，因温度梯度引起的热扩散对

气体分子质量大小更加敏感，导致中等质量分子的加入增大了大质量分子气体的扩散．此外，本文所发展的

多松弛模型保留了 ＢＧＫ 类模型的缺陷，下一步将发展多松弛多项式模型方程，以更准确地模拟分析跨流域

混合气体扩散机理．
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