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摘要：　 基于偶应力弹性梯度理论，研究了饱和孔隙介质中 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 波的传播特性．首先，基于偶应力理论建立了包

含材料内禀长度的波动方程，并在频域内通过位移场的势函数分解，将两组耦合的波动方程解耦为 ４ 个标量的

Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程，分别控制 Ｐ１ 波、Ｐ２ 波、ＳＶ 波和 ＳＨ 波的传播．进一步，针对 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 波，通过求解 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程的

特征值问题，确定了势函数的具体形式．然后，通过引入边界条件，求解了 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 波的传播特性．最后，通过数值算

例，研究了材料内禀长度对 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 波的传播特性的影响规律．
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０　 引　 　 言

Ｒａｙｌｅｉｇｈ 波，一种沿半空间表面传播的面波，由 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 于 １８８５ 年通过理论预测得出，故被称为 Ｒａｙ⁃
ｌｅｉｇｈ 波［１］ ．由于 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 波的能量集中在表面附近，其传递的能量大，且具有低衰减率的特性，因此在地震中

对地面建筑物的破坏性比体波更大．正是由于其沿表面传播且衰减率低的特性，Ｒａｙｌｅｉｇｈ 波在地质勘探、地震

反演和非接触无损检测等领域具有重要的应用价值［２］ ．
经典的小变形线弹性理论通过引入位移的一阶梯度来度量固体介质的变形，而在小变形的弹性梯度理

论中，还需引入位移的高阶梯度才能完全描述固体介质的变形．作为弹性梯度理论的一种，偶应力弹性梯度

理论是通过引入位移梯度的旋度来刻画固体介质的变形．偶应力弹性梯度理论起源于二十世纪初，Ｖｏｉｇｔ［３］和
Ｃｏｓｓｅｒａｔ 等［４］最先引入位移的高阶梯度研究了弹性固体的变形．随后，在 Ｔｏｕｐｉｎ［５⁃６］、Ｋｏｉｔｅｒ［７］ 以及 Ｍｉｎｄｌｉｎ
等［８］学者的不懈努力下，偶应力弹性梯度理论的框架在二十世纪中叶初具雏形．二十世纪八九十年代，随着

纳米尺度材料的广泛应用，偶应力弹性梯度理论又重回研究者的视野并再次成为研究的热点．例如，Ｙａｎｇ
等［９］通过假设偶应力是对称的，并引入一个材料内禀长度，简化了这一理论．但是，之前的研究仅局限于单相

的固体介质，而针对两相饱和孔隙介质的研究较少．鉴于此， 本课题组基于不可逆热力学框架，通过引入固

体骨架速度旋度的梯度及与其功共轭的偶应力，建立了饱和孔隙介质大变形的弹性梯度理论，并进一步得到

小变形条件下的弹性梯度理论，简化了该理论［１０］ ．
自 Ｂｉｏｔ［１１⁃１２］建立两相饱和孔隙介质弹性波传播理论以来，许多学者基于该经典理论研究了饱和孔隙介

质中 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 波的传播特性．部分学者使用非局部理论来研究 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 波的传播特性［１３⁃１６］ ．但是，基于弹性梯

度理论对弹性波传播特性的研究较少．最近，Ｓｕ 等［１７］基于 Ｂｉｏｔ 理论框架推导了偶应力理论并引入了高阶微

观效应，研究了弹性波的反射和折射问题．本文将基于本课题组提出的偶应力弹性梯度理论，研究 Ｒａｙｌｅｉｇｈ
波在饱和孔隙介质中的传播特性．通过数值算例，揭示材料内禀长度对 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 波的传播速度、衰减特性以

及质点运动轨迹的影响规律．

１　 几 何 方 程

在小变形的偶应力理论中，引入一个与线弹性理论中相同的二阶应变张量 ε （与应力张量功共轭），定
义为

　 　 ε ≡ １
２
（Ñ􀱋 ｕｓ ＋ ｕｓ 􀱋 Ñ） ． （１）

此外，还引入了一个与变形有关的二阶曲率张量 χ （与偶应力张量功共轭），定义为

　 　 χ ＝ Ñ× ε ＝ １
２
（Ñ× ｕｓ） 􀱋 Ñ， （２）

其中， ｕｓ ＝ ｕｓ（ｘ，ｔ） 为固体骨架的位移；Ñ为 ｎａｂｌａ 算子．

２　 运 动 方 程

根据动量定理和动量矩定理，可得如下形式的运动方程：
　 　 σ·Ñ＋ ρ ｓ（１ － ϕ）（ ｆ － ａｓ） ＋ ρ ｆϕ（ ｆ － ａｆ） ＝ ０， （３）
　 　 μ·Ñ－ σ ×

·
Ｉ ＝ ０， （４）

其中， ｆ为作用在单位质量上的体力；ρ ｓ 为组成固体骨架的固相物质的密度，ρ ｆ 为孔隙流体的密度；ａｓ（ｘ，ｔ） ≡
ｖｓ 和 ａｆ（ｘ，ｔ） ≡ ｖｆ 分别为固体骨架和孔隙流体的加速度；σ为应力张量； μ 为二阶偶应力张量；Ｉ 为二阶单位

张量．将二阶应力张量分解成对称张量 τ 和反对称张量 τ０ 之和

　 　 σ ＝ τ ＋ τ０， （５）
其中

　 　 τ ≡ １
２
（σ ＋ σＴ）， τ０ ≡ １

２
（σ － σＴ） ． （６）
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将式（５）代入式（４），得
　 　 μ·Ñ－ τ０ ×

·
Ｉ ＝ ０． （７）

接下来，将二阶偶应力张量分解为偏量和球量之和

　 　 μ ＝ μ Ｄ ＋ １
３
（ｔｒ μ）Ｉ， （８）

其中， μ Ｄ 为二阶偶应力张量的偏斜部分．再将式（８）代入式（７）中并取其旋度，得

　 　 τ０·Ñ＝ １
２

Ñ× （μ Ｄ·Ñ） ． （９）

最后，将式（９）代入式（３），得

　 　 τ·Ñ＋ １
２

Ñ× （μ Ｄ·Ñ） ＋ ρ ｓ（１ － ϕ）（ ｆ － ａｓ） ＋ ρ ｆϕ（ ｆ － ａｆ） ＝ ０． （１０）

由式（１０）可见，应力张量的反对称部分以及偶应力的球量部分并未出现在运动方程的表达式中，因此

该理论也常被称为不定偶应力理论（ｉｎｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｅ ｃｏｕｐｌｅ⁃ｓｔｒｅｓｓ ｔｈｅｏｒｙ）．

３　 本 构 方 程

在笔者前期的研究工作中，基于不可逆热力学框架，在大变形的条件下，通过引入固体骨架速度旋度的

梯度及与其功共轭的偶应力，建立了各向同性多孔固体的偶应力弹性梯度理论，并将该理论应用到小变形的

条件下，得到了如下形式的本构方程［１０］：

　 　 τ ＝
∂Ｗｓ（ε， χ，φＲ）

∂ε
， （１１）

　 　 μ Ｄ ＝
∂Ｗｓ（ε， χ，φＲ）

∂χ
， （１２）

　 　 ｐ ＝
∂Ｗｓ（ε， χ，φＲ）

∂φＲ
， （１３）

其中， φＲ ＝ ϕＲ － ϕ０ 为孔隙度的变化，ϕＲ 为 Ｌａｇｒａｎｇｅ 孔隙度， ϕ０ 为初始孔隙度；Ｗｓ（ε， χ，φＲ） ＝ Ｗｓ 为固体骨

架的应变能密度函数．
对于各向同性弹性体，应变能密度 Ｗｓ 的表达形式如下：

　 　 Ｗｓ ＝
１
２

λ（ｔｒ ε） ２ ＋ １
２

Ｎ（φＲ － ｂｔｒ ε） ２ ＋ μεε ＋ ２Θχχ ＋ ２Θ′χχ Ｔ， （１４）

其中， μ，λ，ｂ和Ｎ为弹性体的弹性常数；Θ和Θ′为偶应力理论中引入额外的弹性常数（实际上，Θ′不出现在

运动方程中） ． μ 和 λ 为经典弹性理论中的 Ｌａｍé 常数，

　 　 λ ＝ Ｋ － ２
３

Ｇ， μ ＝ Ｇ， （１５）

其中， Ｋ 和 Ｇ 分别为排水条件下的体积模量和剪切模量．另外，Ｂｉｏｔ 系数 ｂ 和常数 Ｎ 由下式确定

　 　 ｂ ＝ １ － Ｋ
Ｋｓ

， １
Ｎ

＝
ｂ － ϕ０

Ｋｓ
， （１６）

其中， Ｋｓ 为组成固体骨架的固相物质的体积模量．
此外，由式（１４）可知 Ｗｓ 是关于 ε， χ，φＲ 的二次型．为满足 Ｗｓ 的正定性条件，还要求相应系数满足

　 　 μ ＞ ０， λ ＋ ２
３

μ ＞ ０， Ｎ ＞ ０， Θ ＞ ０， － １ ＜ Θ′ ／ Θ ＜ １． （１７）

最后将式（１４）代入本构方程，可得

　 　 τ ＝ （λ ｔｒ ε － ｂｐ）Ｉ ＋ ２με， （１８）
　 　 ｐ ＝ Ｎ（φＲ － ｂｔｒ ε）， （１９）
　 　 μ Ｄ ＝ ４（Θχ ＋ Θ′χ Ｔ）， （２０）
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以上即为小变形条件下偶应力弹性梯度理论的本构方程．
需要说明的是偶应力张量是否对称，还存在争议，例如，Ｙａｎｇ 等［９］、Ｍüｎｃｈ 等［１８］假设偶应力张量是对称

的，而 Ｈａｄｊｅｓｆａｎｄｉａｒｉ 等［１９⁃２０］认为偶应力是反对称的，因此本文并未对偶应力是否对称进行假设．

４　 输 运 方 程

４．１　 流体质量守恒

孔隙流体的运动由孔隙流体的质量守恒和 Ｄａｒｃｙ 定理来控制．首先，孔隙流体质量守恒方程由下式给出

　 　 ｍｆ ＋ Ñ·ｗ ＝ ０， （２１）
其中， ｍｆ ＝ ρ ｆϕ０ 为单位体积流体质量；ｗ ＝ ρ ｆϕ０（ｖｆ － ｖｓ） 为单位时间内流体质量通量．
４．２　 Ｄａｒｃｙ 定理

在各向同性条件下，Ｄａｒｃｙ 定理由下式确定

　 　 ｑ ＝ Ｋ
η
［ － Ñｐ ＋ ρ ｆ（ ｆ － ａｆ）］ ， （２２）

式中， ｑ≡ｗ ／ ρ ｆ 为流体的体积通量；η为流体黏度；ｐ为孔隙压力；Ｋ为流体的渗透率，Ｋ通常与孔隙率有关，在
本文中 Ｋ 取为常数．

５　 边 界 条 件

在弹性体的边界上，需要给定相应的边界条件．对于饱和孔隙介质还需给定两类不同的边界条件：机械

边界条件（ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ）和水力边界条件（ｈｙｄｒａｕｌｉｃ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ）．
机械边界条件为［１０］

　 　 τｎ ＋ １
２

ｎ × （μ Ｄ·Ñ－ Ñμ Ｄ
ｎ ） ＝ ｔ

－
ｎ 　 ｏｒ　 ｕｓ ＝ ｕ－ ｓ， （２３）

　 　 （Ｉ － ｎ 􀱋 ｎ）（μｎ） ＝ ｍ
－ ｔ

ｓ 　 ｏｒ　 （Ｉ － ｎ 􀱋 ｎ）θｓ ＝ θ
－
ｔ
ｓ， （２４）

其中

　 　 μ Ｄ
ｎ ＝ ｎ·（μ Ｄｎ）， （２５）

　 　 θｓ ≡
１
２

Ñ× ｕｓ， （２６）

式中， ｔ
－
ｎ 和ｍ

－ ｔ
ｓ 分别为边界上给定的拽力和偶应力矢量的切向分量； ｕ－ ｓ 和θ

－
ｔ
ｓ 分别为给定边界上的曲面位移和

曲面旋转的切向分量．
水力边界条件为［１０］

　 　 ｐ ＝ ｐ－ 　 ｏｒ　 ｑ·ｎ ＝ ｑ－ ｎ， （２７）
其中， ｐ－ 和 ｑ－ ｎ 分别为给定边界上的孔隙压力和流体通量的法向分量．

６　 波动方程及其解耦

６．１　 波动方程

不计体力，由几何方程、本构方程以及运动方程，可得如下形式的波动方程：
　 　 μ Ñ２ｕｓ ＋ （λ ＋ μ） ÑÑ·ｕｓ ＋ μｌ２ Ñ２Ñ× Ñ× ｕｓ － ｂ Ñｐ ＝

　 　 　 　 ρ ｓ（１ － ϕ０）
∂２ｕｓ

∂ｔ２
＋ ρ ｆϕ０

∂２ｕｆ

∂ｔ２
， （２８）

　 　 Ñｐ ＋ η
Ｋ

ϕ０

∂ｕｆ

∂ｔ
－

∂ｕｓ

∂ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － ρ ｆ

∂２ｕｆ

∂ｔ２
， （２９）

其中， ｕｓ 和 ｕｆ 分别为固体骨架和孔隙流体的位移矢量；ｌ ＝ Θ ／ μ 为材料内禀长度．
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另外，根据质量守恒以及本构方程，还有

　 　 ∂ｐ
∂ｔ

＝ － Ｍ ∂
∂ｔ

［（ｂ － ϕ０） Ñ·ｕｓ ＋ ϕ０ Ñ·ｕｆ］， （３０）

其中，模数 Ｍ 定义为

　 　 １
Ｍ

＝ １
Ｎ

＋
ϕ０

Ｋ ｆ
． （３１）

对于简谐运动，假设其位移和孔压具有如下形式：

　 　

ｕｓ（ｘ，ｔ） ＝ ｕ－ ｓ（ｘ）ｅ
－ ｉωｔ，

ｕｆ（ｘ，ｔ） ＝ ｕ－ ｆ（ｘ）ｅ
－ ｉωｔ，

ｐ（ｘ，ｔ） ＝ ｐ－（ｘ）ｅ － ｉωｔ，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（３２）

其中， ｕ－ ｓ（ｘ），ｕ
－
ｆ（ｘ） 及 ｐ－（ｘ） 表示简谐波的振幅；ω 表示简谐波的圆频率．简单起见，在后续计算中将 ｕ－ ｓ（ｘ），

ｕ－ ｆ（ｘ） 及 ｐ－（ｘ） 简记为 ｕｓ（ｘ），ｕｆ（ｘ） 及 ｐ（ｘ） ．
将式（３２）代入波动方程（２８）和（２９）并利用式（３０），可得

　 　 μ Ñ２ｕｓ ＋ （λ ＋ μ － ｂＭ（ϕ０ － ｂ）） ÑÑ·ｕｓ ＋ ϕ０ｂＭ ÑÑ·ｕｆ ＋ μｌ２ Ñ２Ñ× Ñ× ｕｓ ＝
　 　 　 　 － ω ２（ρ ｓ（１ － ϕ０）ｕｓ ＋ ρ ｆϕ０ｕｆ）， （３３）

　 　 Ｍ［（ｂ － ϕ０） ÑÑ·ｕｓ ＋ ϕ０ ÑÑ·ｕｆ］ － ｉω η
Ｋ

ϕ０ｕｓ ＝ － ω ２ ρ ｆ ＋
ｉ
ω

η
Ｋ

ϕ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕｆ， （３４）

上式即为频域内的波动方程．
６．２　 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 分解

由矢量场的 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 分解可知，任意一个矢量场可以分解为一个标量势的梯度和一个矢量的旋度之

和，即
　 　 ａ ＝ Ñϕ ＋ Ñ× Φ， Ñ·Φ ＝ ０． （３５）
在直角坐标系下， Φ可以进一步分解为两个相互垂直的分量［２１］，即
　 　 Φ ＝ Ｔｅｚ ＋ Ñ× （Ｊｅｚ）， （３６）

其中， Ｔ 与 Ｊ 为标量场，ｅｚ 为 ｚ 方向的单位基矢量．
利用式（３６），式（３５）可进一步表示为

　 　 ａ ＝ Ｈ ＋ Ｑ ＋ Ｒ， （３７）
其中， Ｈ ＝ Ñϕ；Ｑ ＝ Ñ× Ñ× （Ｊｅｚ）；Ｒ ＝ Ñ× （Ｔｅｚ） ．第一项（Ｈ） 表征 Ｐ 波（纵波）的运动，满足 Ñ·Ｈ ≠ ０，但Ñ

× Ｈ ＝ ０；第二项（Ｑ） 表征 ＳＶ 波的运动，满足 Ñ·Ｑ ＝ ０ 且（Ñ× Ｑ） ｚ ＝ ０；第三项（Ｒ） 表征 ＳＨ 波的运动，满足

（Ñ× Ｒ） ｚ ≠ ０，Ｒｚ ＝ ０ 与Ñ·Ｒ ＝ ０．
根据式（３７），将位移场分解为

　 　 ｕｓ ＝ Ñφ ｓ ＋ Ñ× Ñ× （ψ ｓｅｚ） ＋ Ñ× （ξ ｓｅｚ）， （３８）
　 　 ｕｆ ＝ Ñφ ｆ ＋ Ñ× Ñ× （ψ ｆｅｚ） ＋ Ñ× （ξ ｆｅｚ）， （３９）

将式（３８）和（３９）代入式（３３）和（３４）中，可得

　 　 ［λ ＋ ２μ － ｂＭ（ϕ０ － ｂ）］ Ñ２φ ｓ ＋ ϕ０ｂＭ Ñ２φ ｆ ＋ ω ２ρ ｓ（１ － ϕ０）φ ｓ ＋ ω ２ρ ｆϕ０φ ｆ ＝ ０， （４０）

　 　 Ｍ（ｂ － ϕ０） Ñ２φ ｓ ＋ ϕ０Ｍ Ñ２φ ｆ － ｉω η
Ｋ

ϕ０φ ｓ ＋ ω ２ ρ ｆ ＋
ｉ
ω

η
Ｋ

ϕ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ φ ｆ ＝ ０， （４１）

　 　 μ（１ － ｌ２ Ñ２） Ñ２ψ ｓ ＋ ω ２ρ ｓ（１ － ϕ０）ψ ｓ ＋ ω ２ρ ｆϕ０ψ ｆ ＝ ０， （４２）

　 　 － ｉω η
Ｋ

ϕ０ψ ｓ ＋ ω ２ ρ ｆ ＋
ｉ
ω

η
Ｋ

ϕ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ ψ ｆ ＝ ０， （４３）

　 　 μ（１ － ｌ２ Ñ２） Ñ２ξ ｓ ＋ ω ２ρ ｓ（１ － ϕ０）ξ ｓ ＋ ω ２ρ ｆϕ０ξ ｆ ＝ ０， （４４）

　 　 － ｉω η
Ｋ

ϕ０ξ ｓ ＋ ω ２ ρ ｆ ＋
ｉ
ω

η
Ｋ

ϕ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ ξ ｆ ＝ ０， （４５）
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其中，式（４０）和（４１）为 φ ｓ， φ ｆ 表示的耦合的波动方程组，控制 Ｐ 波的传播；式（４２）和（４３）为 ψ ｓ，ψ ｆ 表示的

耦合的波动方程组，控制 ＳＶ 波的传播；式（４４）和（４５）为 ξ ｓ，ξ ｆ 表示的耦合的波动方程组，控制 ＳＨ 波的传播．
接下来，我们将上述 ３ 组耦合形式的波动方程组解耦为 ４ 个标量的 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程，分别控制 Ｐ １ 波、Ｐ ２ 波、
ＳＶ 波和 ＳＨ 波的传播．

首先，将波动方程（４０）和（４１）表示为如下的矩阵形式：

　 　
［（λ ＋ ２μ） ＋ ｂＭ（ｂ － ϕ０）］ Ñ２ ＋ ω ２ρ ｓ（１ － ϕ０） ϕ０ｂＭ Ñ２ ＋ ω ２ρ ｆϕ０

Ｍ（ｂ － ϕ０） Ñ２ － ｉω η
Ｋ

ϕ０ ϕ０Ｍ Ñ２ ＋ ω ２ ρ ｆ ＋
ｉ
ω

η
Ｋ

ϕ０
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

φ ｓ

φ ｆ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ ０． （４６）

上式的特征方程为［１０］

　 　
［（λ ＋ ２μ） ＋ ｂＭ（ｂ － ϕ０）］ ｋｐ

２ － ω ２ρ ｓ（１ － ϕ０） ϕ０ ｂＭｋｐ
２ － ω ２ρ ｆϕ０

Ｍ（ｂ － ϕ０） ｋｐ
２ ＋ ｉω η

Ｋ
ϕ０ ϕ０ Ｍｋｐ

２ － ω ２ ρ ｆ ＋
ｉ
ω

η
Ｋ

ϕ０
æ

è
ç

ö

ø
÷

＝ ０， （４７）

即

　 　 （λ ＋ ２μ）Ｍϕ０

ｋｐ

ω
æ

è
ç

ö

ø
÷

４

－ （λ ＋ ２μ ＋ ｂ２Ｍ） ρ ｆ ＋
ｉ
ω

η
Ｋ

ϕ０
æ

è
ç

ö

ø
÷ － ϕ０Ｍ（２ｂρ ｆ － ρ ０）

é

ë
êê

ù

û
úú

ｋｐ

ω
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋

　 　 　 　 ρ ｆ（１ － ϕ０）ρ ｓ ＋ ρ ０ ｉω
η
Ｋ

ϕ０ ＝ ０． （４８）

由式（４８），可得

　 　
ｋｐ１，２

ω
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝
ρ １，２

λ ＋ ２μ
， （４９）

其中

　 　

ρ １，２ ＝ － ｂ ± ｂ２ － ４ａｃ
２ａ

， ａ ＝ １，

ｂ ＝ －
（λ ＋ ２μ ＋ ｂ２Ｍ）（ρ ｆ ＋ （ｉ ／ ω）（η ／ Ｋ）ϕ０）

Ｍϕ０

＋ ２ｂρ ｆ － ρ ０，

ｃ ＝
（λ ＋ ２μ）［ρ ｆ（１ － ϕ０）ρ ｓ ＋ ρ ０ ｉω（η ／ Ｋ）ϕ０］

Ｍϕ０
， ρ ０ ＝ ρ ｓ（１ － ϕ０） ＋ ρ ｆϕ０，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（５０）

ｋｐ１ 和 ｋｐ２ 分别为 Ｐ １波（快纵波）和 Ｐ ２波（慢纵波）的波数（复数）．另外，Ｐ １波和 Ｐ ２波的波速 ｃｐ１ 和 ｃｐ２ 可由下式

确定

　 　 ｃｐ１，２ ＝ ω
Ｒｅ（ｋｐ１，２）

． （５１）

由式（４１）和式（５１）可见，材料内禀长度 ｌ 与 Ｐ 波的传播特性无关．
将对应于式（４９）的特征值的特征向量取为

　 　 ａＴ
１ ＝ （１，Λ１）， ａＴ

２ ＝ （１，Λ２）， （５２）
其中

　 　 Λ１，２ ＝ －
Ｍ（ｂ － ϕ０）（ｋｐ１，２ ／ ω） ２ ＋ （ｉ ／ ω）（η ／ Ｋ）ϕ０

ϕ０Ｍ（ｋｐ１，２ ／ ω） ２ － （ρ ｆ ＋ （ｉ ／ ω）（η ／ Ｋ）ϕ０）
． （５３）

另外，由式（４１）和（４２），有

　 　 （λ ＋ ２μ） Ñ２φ ｓ ＋ ω ２ ρ ｓ（１ － ϕ０） － ｂ ｉ
ω

η
Ｋ

ϕ０
é

ë
êê

ù

û
úú φ ｓ －

　 　 　 　 ω ２ ρ ｆϕ０ － ｂ ρ ｆ － ｂ ｉ
ω

η
Ｋ

ϕ０
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú φ ｆ ＝ ０． （５４）

由于存在两种 Ｐ 波，所以将 φ ｓ 分解为
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　 　 φ ｓ ＝ φ ｐ１ ＋ φ ｐ２， （５５）
利用式（５２），可将 φ ｆ 分解为

　 　 φ ｆ ＝ Λ１φ ｐ１ ＋ Λ２φ ｐ２ ． （５６）
将式（５５）和（５６）代入式（５４）中并利用特征方程（４７），可得两个独立标量的 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程（分别控制

Ｐ １ 波和 Ｐ ２ 波的传播），即
　 　 Ñ２φ ｐ１

＋ ｋ２
ｐ１φ ｐ１

＝ ０， （５７）
　 　 Ñ２φ ｐ２

＋ ｋ２
ｐ２φ ｐ２

＝ ０． （５８）
同理，将波动方程（４２）和（４３）表示为如下的矩阵形式：

　 　
μ Ñ２ － μｌ２ Ñ４ ＋ ω ２ρ ｓ（１ － ϕ０） ω ２ρ ｆϕ０

－ ｉω η
Ｋ

ϕ０ ω ２ ρ ｆ ＋
ｉ
ω

η
Ｋ

ϕ０
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

ψ ｓ

ψ ｆ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ ０， （５９）

上式的特征方程为

　 　
μｋｓ

２ ＋ μｌ２ｋｓ
４ － ω ２ρ ｓ（１ － ϕ０） － ω ２ρ ｆϕ０

ｉω η
Ｋ

ϕ０ － ω ２ ρ ｆ ＋
ｉ
ω

η
Ｋ

ϕ０
æ

è
ç

ö

ø
÷

＝ ０， （６０）

即

　 　 ｌ２
ｋｓ

ω
æ

è
ç

ö

ø
÷

４

＋ １
ω ２

ｋｓ

ω
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－ １
ω ２μ

ρ ｓ（１ － ϕ０） ＋
ρ ｆϕ０

１ ＋ （ω ／ ｉ）（Ｋ ／ η）（ρ ｆ ／ ϕ０）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＝ ０． （６１）

由式（６１），可得

　 　
ｋｓ

ω
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝ １
ｃｓ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝
ρ ３

μ
， （６２）

其中

　 　
ρ ３ ＝ － ｂ ＋ ｂ２ － ４ａｃ

２ａ
， ａ ＝ ｌ２， ｂ ＝ １

ω ２，

ｃ ＝ － １
ω ２μ

ρ ｓ（１ － ϕ０） ＋
ρ ｆϕ０

１ ＋ （ω ／ ｉ）（Ｋ ／ η）（ρ ｆ ／ ϕ０）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（６３）

ｋｓ 为 Ｓ 波的波数（复数）．此外，ＳＶ 波的波速 ｃｓ 可由下式确定

　 　 ｃｓ ＝
ω

Ｒｅ（ｋｓ）
． （６４）

由式（６２）和式（６４）可见，材料内禀长度 ｌ 与 Ｓ 波的传播特性有关．
将对应于式（６２）的特征值的特征向量取为

　 　 ａＴ
３ ＝ （１，Λ３）， （６５）

其中

　 　 Λ３ ＝
ｉω（η ／ Ｋ）ϕ０

ω ２（ρ ｆ ＋ （ｉ ／ ω）（η ／ Ｋ）ϕ０）
． （６６）

由式（４２）和（４３），有

　 　 （ ｌ２ Ñ２ － １） Ñ２ψ ｓ ＋
ω ２

μ ρ ｓ（１ － ϕ０） ＋
ρ ｆϕ０

１ － ｉω（Ｋ ／ η）（ρ ｆ ／ ϕ０）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ψ ｆ ＝ ０， （６７）

利用式（６５），可将 ψ ｆ 表示为

　 　 ψ ｆ ＝ Λ３ψ ｓ ． （６８）
将式（６８）代入式（６７）并利用特征方程（６０），可得一个标量形式的 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程（控制 ＳＶ 波的传播），

即

　 　 Ñ２ψ ｓ ＋ ｋ２
ｓψ ｓ ＝ ０． （６９）
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仿照对耦合方程组（４２）和（４３）的处理，可将耦合方程组（４４）和（４５）解耦为一个标量的 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程（控
制 ＳＨ 波的传播），即

　 　 Ñ２ξ ｓ ＋ ｋ２
ｓ ξ ｓ ＝ ０， （７０）

另外，
　 　 ξ ｆ ＝ Λ３ξ ｓ ． （７１）
综上所述，利用位移场的势函数分解，最终得到了 ４ 个标量形式的 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程（５７）、（５８）、（６９）和

（７０），分别控制 Ｐ １ 波、Ｐ ２ 波、ＳＶ 波以及 ＳＨ 波的传播［２２］ ．

７　 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 面波

接下来将研究沿半空间表面传播的 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 波．设有半空间 ｚ ≥ ０， Ｒａｙｌｅｉｇｈ 波沿 ｘ 轴方向传播，且波幅

沿深度 （ ｚ 轴）方向衰减．于是，波动方程（５７）、（５８）、（６９）和（７０）的解可表示为

　 　

φ ｐ１ ＝ Ａｅｉ（ｋｘ－ωｔ） －ｂ１ｚ，

φ ｐ２ ＝ Ｂｅｉ（ｋｘ－ωｔ） －ｂ２ｚ，

ψ ｓ ＝ Ｃｅｉ（ｋｘ－ωｔ） －ｂ３ｚ，
ξ ｓ ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（７２）

将式（７２）代入 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程（５７）、（５８）、（６９）和（７０），可得

　 　 ｂ１，２ ＝ ｋ２ － ｋ２
ｐ１，２ ， ｂ３ ＝ ｋ２ － ｋ２

ｓ ， Ｒｅ（ｂ１，２） ≥ ０， Ｒｅ（ｂ３） ≥ ０， （７３）
其中， Ａ，Ｂ 和 Ｃ 表示三个未知系数；ｂ１，ｂ２ 和 ｂ３ 为复数，须满足实部非负的条件；ｋ 为波数．

将式（７２）代入式（５５）、（５６）和（６８），可得

　 　

φ ｓ ＝ （Ａｅ －ｂ１ｚ ＋ Ｂｅ －ｂ２ｚ）ｅｉ（ｋｘ－ωｔ），

φ ｆ ＝ （Λ１Ａｅ
－ｂ１ｚ ＋ Λ２Ｂｅ

－ｂ２ｚ）ｅｉ（ｋｘ－ωｔ），

ψ ｓ ＝ Ｃｅｉ（ｋｘ－ωｔ） －ｂ３ｚ，

ψ ｆ ＝ Λ３Ｃｅｉ（ｋｘ－ωｔ） －ｂ３ｚ ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（７４）

进一步，将式（７４）代入式（３８）和（３９），有

　 　
ｕｓ
ｘ ＝

∂φ ｓ

∂ｘ
＋

∂２ψ ｓ

∂ｘ∂ｚ
， ｕｓ

ｚ ＝
∂φ ｓ

∂ｚ
－

∂２ψ ｓ

∂ｘ２ ，

ｕｆ
ｘ ＝

∂φ ｆ

∂ｘ
＋

∂２ψ ｆ

∂ｘ∂ｚ
， ｕｆ

ｚ ＝
∂φ ｆ

∂ｚ
－

∂２ψ ｆ

∂ｘ２ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（７５）

在自由表面上（透水条件下），还需满足如下的边界条件：
　 　 τ ｘｚ ＝ ０， τ ｚｚ ＝ ０， ｐ ＝ ０． （７６）
将式（７５）代入本构关系中，可进一步将式（７６）表示为如下的矩阵形式：

　 　

ａ１１ ａ１２ ａ１３

ａ２１ ａ２２ ａ２３

ａ３１ ａ３２ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

Ａ
Ｂ
Ｃ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝ ０， （７７）

其中， ａ１１ ＝ － ２ｂ１，ａ１２ ＝ － ２ｂ２，ａ１３ ＝ ｂ２
３ ＋ ｋ２，ａ２１ ＝ （２μ ＋ λ）ｂ２

１ － λｋ２，ａ２２ ＝ （２μ ＋ λ）ｂ２
２ － λｋ２，ａ２３ ＝ － ２μｂ３ｋ２，

ａ３１ ＝ ［ｂ ＋ ϕ０（Λ１ － １）］（ｂ２
１ － ｋ２），ａ３２ ＝ ［ｂ ＋ ϕ０（Λ２ － １）］（ｂ２

２ － ｋ２） ．
式（７７）是关于未知量 Ａ，Ｂ，Ｃ 的线性代数方程组，若要满足非平凡解的条件，还须满足系数行列式为零

的要求，即

　 　

ａ１１ ａ１２ ａ１３

ａ２１ ａ２２ ａ２３

ａ３１ ａ３２ ０
＝ ０． （７８）
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式（７８）即为确定 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 波波数 ｋ 的特征方程，通过迭代法即可确定 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 波的波数 ｋ ．另外，可由 ｃＲ ＝
ω ／ Ｒｅ（ｋ） 和 δＲ ＝ Ｉｍ（ｋ） 分别确定 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 波的波速 ｃＲ 和衰减系数 δＲ ．

此外，系数 Ａ 和 Ｂ 可由系数 Ｃ 表示，即

　 　 Ａ ＝
ａ１３ａ３２

ａ１２ａ３１ － ａ１１ａ３２
Ｃ ＝ ＵＡＣ， Ｂ ＝

ａ１３ａ３１

ａ１１ａ３２ － ａ１２ａ３１
Ｃ ＝ ＵＢＣ ． （７９）

利用式（７９），固体骨架位移的分量形式可写为

　 　
ｕｓ
ｘ ＝ ｉｋ（ＵＡｅ

－ｂ１ｚ ＋ ＵＢｅ
－ｂ２ｚ － ｂ３ｅ

－ｂ３ｚ）Ｃｅｉ（ｋｘ－ωｔ），

ｕｓ
ｚ ＝ （ － ｂ１ＵＡｅ

－ｂ１ｚ － ｂ２ＵＢｅ
－ｂ２ｚ ＋ ｋ２ｅ －ｂ３ｚ）Ｃｅｉ（ｋｘ－ωｔ） ．{ （８０）

８　 数值计算与分析

本节将通过数值算例，揭示偶应力对 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 波传播特性的影响规律，分析材料内禀长度对 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 波

的传播速度、衰减特性以及质点运动规律的影响．数值算例中的材料常数见表 １，取自文献［２３］．
表 １　 饱和孔隙介质的材料参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｆｌｕｉｄ ｓａｔｕｒａｔｅｄ ｐｏｒｏｕｓ ｍｅｄｉａ ｍａｔｅｒｉａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ（Ｈａｒｄ ｓｅｄｉｍｅｎｔ）

ｐｒｏｐｅｒｔｙ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｖａｌｕｅ

ｆｒａｍｅ ｓｈｅａｒ ｍｏｄｕｌｕｓ μ ／ ＭＰａ ２６．１

ｆｒａｍｅ ｂｕｌｋ ｍｏｄｕｌｕｓ Ｋ ／ ＭＰａ ４３．６

ｐｏｒｏｓｉｔｙ ϕ０ ／ ％ ０．４７０

ｓｏｌｉｄ ｄｅｎｓｉｔｙ ρ ｓ
０ ／ （ｋｇ ／ ｍ３） ２ ６５０

ｐｏｒｅ⁃ｆｌｕｉｄ ｄｅｎｓｉｔｙ ρ ｆ
０ ／ （ｋｇ ／ ｍ３） １ ０００

ｓｏｌｉｄ ｂｕｌｋ ｍｏｄｕｌｕｓ Ｋｓ ／ ＧＰａ ３６．０

ｐｏｒｅ⁃ｆｌｕｉｄ ｂｕｌｋ ｍｏｄｕｌｕｓ Ｋｆ ／ ＧＰａ ２．２５

ｆｌｕｉｄ ｖｉｓｃｏｓｉｔｙ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ η ／ （Ｐａ·ｓ） １．０×１０－３

ｐｅｒｍｅａｂｉｌｉｔｙ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ Ｋ ／ ｍ２ １．０×１０－１０

　 　 本文推导的波动方程与经典弹性理论中的波动方程相比，增加了与微观结构有关的材料长度项 （ ｌ） ．由
式（３３）可知，当 ｌ ＝ ０ 时，方程就退化为经典弹性理论中的波动方程．为验证本文得到的 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 波的特征方

程及其解的可靠性，将材料内禀长度 ｌ 取为 ０．０００ １ 进行验证，并将计算结果与经典弹性理论的计算结果进

行比较，结果如图 １ 所示．从图中可以看出，本文中计算的 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 波的波速与传统孔隙弹性理论计算的结

果一致，由此验证了本文推导的 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 波的特征方程及其解的可靠性．

图 １　 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 波波速随频率变化的曲线

Ｆｉｇ． １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｒａｙｌｅｉｇｈ ｗａｖｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ

此前的研究表明，材料内禀长度和 Ｐ 波的传播特性无关，而和 Ｓ 波的传播特性有关［１０］ ．由于 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 波

是 Ｐ 波和 ＳＶ 波的叠加，因此 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 波的传播特性必然和材料内禀长度有关．此前的研究显示，Ｓ 波的波数

和衰减系数随着材料内禀长度的变化呈现出相同的变化趋势：在低频时，材料内禀长度对波数和衰减系数的
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影响较小，而在高频时 （ω ＞ １０３）， 影响逐渐显现．图 ２（ａ）给出了不同材料内禀长度下，Ｒａｙｌｅｉｇｈ 波的波数

（Ｒｅ（ｋ）） 随频率变化的曲线．从图中可以看出，在低频区域，材料内禀尺度对波数的影响不明显；在高频区域

（ω ＞ １０３）， 材料内禀长度对波数的影响逐渐显现，这与材料内禀长度对 Ｓ 波的影响规律一致．图 ２（ｂ）给出

了衰减系数 （Ｉｍ（ｋ）） 随频率变化的曲线．由图可见，在低频区域，衰减系数几乎不受材料内禀长度的影响；
但在高频区域 （ω ＞ １０３）， 随着材料内禀长度的增加，衰减系数呈现减小的趋势．这表明，随着材料内禀长度

的增大，Ｒａｙｌｅｉｇｈ 波的衰减特性有所减弱．

（ａ） Ｒａｙｌｅｉｇｈ 波波数随频率变化的曲线 （ｂ） 衰减系数随频率变化的曲线

（ ａ） Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｔｈｅ Ｒａｙｌｅｉｇｈ ｗａｖｅ ｎｕｍｂｅｒ ｗｉｔｈ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ （ｂ） Ｔｈｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｔｈｅ ａｔｔｅｎｕａｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｗｉｔｈ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
图 ２　 不同材料内禀长度下 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 波的波数和衰减系数随频率变化的曲线

Ｆｉｇ． ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ Ｒａｙｌｅｉｇｈ ｗａｖｅ ｎｕｍｂｅｒｓ ａｎｄ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ａｔｔｅｎｕａｔｉｏｎ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍａｔｅｒｉａｌ ｉｎｔｒｉｎｓｉｃ ｌｅｎｇｔｈｓ

注　 为了解释图中的颜色，读者可以参考本文的电子网页版本，后同．

由于孔隙介质中的弹性波的传播存在衰减，一般通过引入质量因数 Ｑ 来表征弹性波的衰减特性．事实

上，质量因数 Ｑ 和弹性波在传播过程中的能量耗散有关．
质量因数 Ｑ 由下式定义［２４］

　 　 １
Ｑ

≈ ２ Ｉｍ（ｋ）
Ｒｅ（ｋ）

， （８１）

其中， １ ／ Ｑ 表征了一个传播周期内弹性波的能量耗散程度，Ｑ 值越大，表明能量耗散越低．图 ３ 给出了不同材

料内禀长度下，Ｒａｙｌｅｉｇｈ 波的能量耗散随频率变化的曲线．从图中可以看出，当 １ ／ Ｑ 达到峰值（即能量耗散最

大）时，对应的临界频率没有发生变化．随着材料内禀长度的增加，能量耗散逐渐减小．表明 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 波在自

由表面的传播过程中随材料内禀长度的增加，其衰减特性逐渐减弱．上述影响规律与材料内禀长度对 Ｓ 波的

影响规律完全一致．

图 ３　 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 波质量因子随频率变化的曲线

Ｆｉｇ． ３　 Ｑｕａｌｉｔｙ ｆａｃｔｏｒｓ ａｓ ａ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｒａｙｌｅｉｇｈ ｗａｖｅ

接下来，我们将考察材料内禀长度对 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 波沿深度方向衰减特性的影响规律．图 ４ 给出了固体骨架
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的归一化水平位移 ｕｓ
ｘ ／ ｕｓ

ｘ０ 和竖向位移 ｕｓ
ｚ ／ ｕｓ

ｚ０ 沿深度方向变化的曲线．图中，利用表面位移进行位移的无量纲

化，利用 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 波波长 λＲ（λＲ ＝ ｃＲ ／ ｆ） 进行深度方向的无量纲化．
由图 ４ 可见，固体骨架位移幅值随深度的增加而迅速衰减，Ｒａｙｌｅｉｇｈ 波的有效传播深度约为波长的两倍．

在 ｚ ＝ ０．１０２λＲ 处，水平位移的幅值为零，即在此平面上无 ｘ方向的位移，当深度继续增加时，水平位移的幅值

逐渐增大，有着反相位的振动，并在达到一个极小值后逐渐衰减为零．而在 ｚ ＝ ０．１２６λＲ 处，竖向位移幅值取得

极大值，并在此后出现单调衰减．另外，材料内禀长度对位移振幅沿深度方向的衰减有较为显著的影响．材料

内禀长度对水平位移和竖向位移振幅的影响规律相同，即随材料内禀长度的增加，位移幅值的衰减减弱．同
时可以看出，Ｒａｙｌｅｉｇｈ 波的有效传播深度随着材料内禀长度的增加而略有增加．

图 ４　 固体骨架的归一化水平和竖向位移沿归一化深度的变化曲线 （ ｆ ＝ １ ０００ Ｈｚ）
Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌ ａｎｄ ｖｅｒｔｉｃａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｏｌｉｄ ｓｋｅｌｅｔｏｎ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ ｄｅｐｔｈ （ ｆ ＝ １ ０００ Ｈｚ）

（ａ） ｚ ＝ ０ （ｂ） ｚ ＝ ０．６λＲ

图 ５　 粒子运动轨迹 （ ｆ ＝ １ ０００ Ｈｚ）
Ｆｉｇ． ５　 Ｐａｒｔｉｃｌｅ ｍｏｔｉｏｎ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ （ ｆ ＝ １ ０００ Ｈｚ）
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图 ５ 给出了不同材料内禀长度下质点在不同深度处的运动轨迹．从图中可以看出，基于偶应力弹性梯度

理论的饱和孔隙介质中质点的运动轨迹与基于经典弹性理论的单相介质中质点的运动轨迹一致，即 Ｒａｙ⁃
ｌｅｉｇｈ 波在传播过程中，质点的运动轨迹为椭圆，且椭圆的长轴与纵轴垂直．另外，材料内禀长度对质点运动轨

迹的影响也较为明显．同时，Ｒａｙｌｅｉｇｈ 波的位移幅值沿深度方向迅速衰减，这一结果与图 ４ 预测的结果一致．

９　 总　 　 结

本文基于偶应力的弹性梯度理论对饱和孔隙介质中 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 波的传播特性进行了研究．首先，基于偶应

力理论建立了包含材料内禀长度的波动方程，并利用位移场的势函数分解，将频域内两组耦合的波动方程解

耦为 ４ 个标量的 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程，分别控制 Ｐ １ 波、Ｐ ２ 波、ＳＶ 波和 ＳＨ 波的传播．然后，针对半空间表面传播的

Ｒａｙｌｅｉｇｈ 波，确定了势函数的具体形式．最后，通过引入自由表面的边界条件，求解了 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 波的传播特性，
并通过数值算例分析了材料内禀长度对 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 波传播特性的影响规律．研究表明，低频时，材料内禀长度

对 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 波的波数（也即波速）和衰减系数没有显著影响，但是，随着频率的增加，材料内禀长度对波数

（也即波速）和衰减系数的影响逐渐显现．此外，Ｒａｙｌｅｉｇｈ 波在传播过程中的能量耗散也受材料内禀长度的影

响，随着材料内禀长度的增加，Ｒａｙｌｅｉｇｈ 波的能量耗散逐渐减小．在 Ｒａｙｌｅｉｇｈ 波的传播过程中，质点的运动轨

迹为椭圆，且质点的位移幅值随材料内禀长度的增加而增大．
目前，基于偶应力的饱和孔隙介质的弹性梯度理论的研究尚在起步阶段．如何通过试验来测定该理论中

引入的材料内禀长度还有待进一步研究．另外，本文基于该理论所预测的结果也有待开展相关试验进行进一

步的验证．
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