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摘要:摇 通过研究拉回渐近紧性来讨论有界区域上 2D 非自治 g鄄Navier鄄Stokes 方程的拉回吸引子

的存在性,给出了一种验证拉回吸引子存在性的新方法.
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引摇 摇 言

近十多年来,Navier鄄Stokes 方程以其在流体力学和湍流理论上的重要应用而备受关注(见
文献[1鄄7]). 毫无疑问,对动力系统渐近行为的认识是现代数学物理的一个重要问题. 对于具

有耗散性的自治系统而言,解决这个问题的一种途径是分析其全局吸引子的存在性和结构

(见文献[1鄄5,8鄄10]);而针对非自治系统和随机动力系统,学者们提出了拉回吸引子理论(见
文献[11鄄19]),并且证明这种理论在研究非自治动力系统时非常有用. 本文研究了有界区域 赘
奂 R2 上 2D 非自治 g鄄Navier鄄Stokes 方程的拉回吸引子存在性. 2D 非自治 g鄄Navier鄄Stokes 方程

形式如下:

摇 摇

鄣u
鄣t - 淄驻u + (u·Ñ)u + Ñp = f(x,t), 在 赘 伊 (0,肄 ) 中,

Ñ·(gu) = 0, 在 赘 伊 (0,肄 ) 中,
u(x,t) = 0, 在 鄣赘 上,
u(x,0) = u0(x), 在 赘 中

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï ,

(1)

这里 u(x,t) 沂 R2 和 p(x,t) 沂 R表示速度和压力,淄 > 0, f = f(x,t) 沂 (L2(赘)) 2 是和时间有

关的外力项. 0 < m0 臆 g = g(x1,x2) 臆 M0 . 这里 g = g(x1,x2) 是某类实值光滑函数. 当 g = 1,
方程(1)即为 2D Navier鄄Stokes 方程.

目前,有关自治的 2D g鄄N鄄S 方程的全局吸引子研究已有一些结果,如 Roh 的文献[20],
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Kwak 的文献[21]及 Jiang 和 Hou 的文献[22]. 在文献[20]中,Roh 利用半流理论研究了 2D
g鄄N鄄S 方程的全局吸引子在有界区域上的存在性;在文献[21]中,Kwak 研究了 Dirichlet 边界

和周期边界条件下 2D g鄄N鄄S 方程的全局吸引子的 Hausdorff 和 Fractal 维数问题. 而在文献

[22]中,我们主要研究了带线性阻尼的 2D g鄄N鄄S 方程在 R2 的全局吸引子存在性和其 Fractal
维数问题. 以上这些研究工作均是针对自治的 2D g鄄N鄄S 方程进行的,而当前有关非自治 2D
g鄄N鄄S 方程的相关讨论尚未见到. 对于非自治系统而言,我们需要利用拉回吸引子理论来解释

其动力学行为. 因此,本文的研究工作是具备理论基础的,也是必要的.
在文献[12]中,Caraballo 介绍了非自治动力系统拉回 D鄄吸引子的概念并借助能量方程方

法证明了拉回 D鄄 吸引子的存在性. 但要验证拉回渐近紧性条件相对比较困难,由文献[17鄄19,
23]可知,利用非紧性测度可以获得验证拉回渐近紧性的 PC 等价条件,这对于一般的非自治

动力系统是易于验证的,作为这一方法的应用,我们证明了有界区域 赘 奂 R2 上 2D 非自治

g鄄Navier鄄Stokes 方程的拉回吸引子存在性.
本文结构安排如下:在第 1 节里,我们回顾了有关 2D g鄄Navier鄄Stokes 方程的主要概念和

结果及拉回渐近紧性的概念;在第 2 节,利用非紧性测度我们证明了有界区域 赘奂 R2 上 2D 非

自治 g鄄Navier鄄Stokes 方程的拉回吸引子存在性.

1摇 预 备 知 识

假设 Poincar佴 不等式在 赘 上成立,即存在 姿1 > 0, 使得

摇 摇 乙
赘
准2gdx 臆 1

姿1
乙
赘
| Ñ准 | 2gdx,摇 摇 坌准 沂 H1

0(赘) . (2)

设 L2(g) = (L2(赘)) 2, 其内积为

摇 摇 (u,v) = 乙
赘
u·vgdx,

范数为 |·| = (·,·) 1 / 2,u,v 沂 L2(g) . 另设 H1
0(g) = (H1

0(赘)) 2, 其内积和范数分别为

摇 摇 ((u,v)) = 乙
赘
鄱

2

j = 1
Ñu j·Ñvjgdx, 椰·椰 = ((·,·)) 1 / 2;

摇 摇 u = (u1,u2), v = (v1,v2) 沂 H1
0(g) .

由(2)式可知,范数椰·椰等价于 H1
0(赘) 的范数,设 D(赘) 是在 赘中具有紧支集的 C肄 函数

空间,菰 {= v 沂 (D(赘)) 2:Ñ·gv = 0,在 赘 }中 ;Hg 是 菰 中的闭包,在 L2(g) 内;Vg 是 菰 中的

闭包,在 H1
0(g) 内. Hg 和 Vg 各自具有 L2(g) 和 H1

0(g) 的内积和范数. 由(2)式可得

摇 摇 | u | 2 臆 1
姿1

椰u椰2,摇 摇 坌u 沂 Vg . (3)

我们定义 g鄄Laplace 算子:

摇 摇 - 驻gu = - 1
g (Ñ·g Ñ)u = - 驻u - 1

g Ñg·Ñu .

利用 g鄄Laplace 算子,我们将方程(1)写为

摇 摇 鄣u
鄣t - 淄驻gu + 淄 Ñg

g·Ñu + (u,Ñ)u + Ñp = f . (4)

我们定义 g鄄 正交投射为 Pg:L2(g) 寅 Hg 和 g鄄Stokes 算子 Agu = - Pg((1 / g)(Ñ·(g Ñu))) . 其
满足下面命题:

命题 1. 1[20] 摇 对线性算子 Ag, 下面结论成立:
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1) Ag 是紧的可逆正自伴算子,这里 Ag 的定义域 D(Ag) = Vg 疑 H2(赘);
2) 存在 Ag 的可数特征值满足 0 < 姿 g 臆 姿1 臆 姿2 臆 姿3 臆 …,这里 姿 g = 4仔2m0 / M0,姿1 是

Ag 的最小特征值. 此外, {存在相应的特征值集合 e1,e2,e3 },… ,其构成 Hg 的正交基.
将投射 Pg 作用于方程(4),可得(1) 式的弱形式:设 f 沂 Vg,u0 沂 Hg, 有

摇 摇 u 沂 L肄(0,T;Hg) 疑 L2(0,T;Vg),摇 摇 T > 0, (5)
使得

摇 摇 d
dt(u,v) + 淄((u,v)) + bg(u,u,v) + 淄(Ru,v) = 掖 f,v业,

摇 摇 坌v 沂 Vg,坌t > 0, (6)
摇 摇 u(0) = u0, (7)

这里 bg:Vg 伊 Vg 伊 Vg 寅 R 且有

摇 摇 bg(u,v,w) = 鄱
2

i,j = 1
乙 ui

鄣vj
鄣x w jgdx (8)

和 Ru = Pg[(1 / g)(Ñg·Ñ)u],坌u 沂 Vg, 则(6)式等价于下面方程

摇 摇 du
dt + 淄Agu + Bu + 淄Ru = f, (9)

摇 摇 u(0) = u0, (10)
这里 Ag:Vg 寅 V 忆

g 是 g鄄Stokes 算子且

摇 摇 掖Agu,v业 = ((u,v)),摇 摇 坌u,v 沂 Vg, (11)
B(u) = B(u,u) = Pg(u·Ñ)u 是双线性算子且 B:Vg 伊 Vg 寅 V 忆

g 定义为

摇 摇 掖B(u,v),w业 = bg(u,v,w),摇 摇 坌u,v,w 沂 Vg .
由文献[24]可得下面不等式成立,对每一 u,v 沂 D(Ag),

摇 摇 | B(u,v) | 臆 C | u | 1 / 2 | Agu | 1 / 2椰v椰, (12)
C 表示正常数,不同行甚至同一行也可取不同值.

摇 摇 | 渍 | L肄 (赘)2 臆 C椰渍椰 1 + log
| Ag渍 | 2

姿1椰渍椰
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

1 / 2

,摇 摇 坌渍 沂 D(Ag) . (13)

由上式可得

摇 摇 | B(u,v) | 臆| (u·Ñ)v | 臆| u | L肄 (赘) | Ñv | . (14)
利用(13)式可得

摇 摇 | B(u,v) | 臆 C椰u椰椰v椰 1 + log
| Agu | 2

姿1椰u椰
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

1 / 2

. (15)

g鄄Stokes 算子 Ag:Vg 寅 V 忆
g,B 和 R 满足下面不等式(见文献[20,25]):

摇 摇 椰B(u)椰V忆 臆 c | u |椰u椰,椰Ru椰V忆 臆
| Ñg | 肄

m0姿1 / 2
1

椰u椰,摇 摇 坌u 沂 Vg, (16)

下面命题是成立的(见文献[6,26]).
命题 1. 2摇 设 f 沂 L2(g),u0(x) 沂 Hg, 则存在一个唯一解

摇 摇 u(x,t) 沂 L肄(R +;Hg) 疑 L2(0,T;Vg) 疑 C(R +;Hg),摇 摇 坌T > 0,
使得(6)式和(7)式成立.

设 祝 是非空集, {定义一族映射 兹 }t t沂R 为 兹 t:祝 寅 祝 满足下列条件:
1) 兹0酌 = 酌 对所有 酌 沂 祝;
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2) 兹 t(兹 子酌) = 兹 t +子酌 对所有 酌 沂 祝, t,子 沂 R .
则称算子 兹 t 为平移算子.

设 X 是具有度量 d(·,·) 的度量空间,称 准 是 X 上的 兹鄄 共圈,即 准:R + 伊 祝 伊 X 寅 X 满足:
1) 准(0,酌,x) = x 对所有(酌,x) 沂 祝 伊 X;
2) 准( t + 子,酌,x) = 准( t,兹 子酌,准(子,酌,x)) 对所有 t,子 沂 R +,(酌,x) 沂 祝 伊 X .
称 兹鄄 共圈 准 是连续的,若对所有( t,酌) 沂 R + 伊 祝,映射 准( t,酌,·):X 寅 X 是连续的. 设

P(X) 是 X 的非空子集族,渍 是由軒 {D = D(酌):酌 沂 }祝 奂 P(X) 的所有集族构成的类. 设有非

空子类 D 奂 渍 .
定义 1. 3摇 称 兹鄄共圈准是拉回D鄄渐近紧的,如果对任意酌 沂祝,軌D沂D和任意序列 tn 寅+肄,

xn 沂 D(兹 -tn酌),序列 准( tn,兹 -tn酌,xn) 具有一个收敛的子序列.
定义 1. 4摇 称集族 軌 {B = B(酌);酌 沂 }祝 沂 渍 是拉回D鄄吸收的,若对每一个 酌 沂祝和軒D沂

D,总存在 t0(酌,軒D) 逸 0 使得

摇 摇 准( t,兹 -t酌,D(兹 -t酌)) 奂 B(酌),摇 摇 t 逸 t0(酌,軒D) .
我们定义 C1 和 C2 的 Hausdorff 半距离为

摇 摇 dist(C1,C2) = sup
x沂C1

inf
y沂C2

d(x,y),摇 摇 C1,C2 奂 X .

定义 1. 5摇 称集族 軌 {A = A(酌);酌 沂 }祝 沂 渍 是拉回 D鄄 吸引子,若其满足下列条件:
1) 对任意 酌 沂 祝,A(酌) 是紧的;
2) 軌A 是拉回 D鄄 吸引的,即
摇 摇 lim

t寅+肄
dist(准( t,兹 -t酌,D(兹 -t酌)),A(酌)) = 0,摇 摇 軒D 沂 D,酌 沂 祝;

3) 軌A 是不变的,即对任意( t,酌) 沂 R + 伊 祝,准( t,酌,A(酌)) = A(兹 t酌) .

2摇 有界区域上 2D 非自治 g鄄Navier鄄Stokes 方程的拉回吸引子的存在性

本节利用非紧性测度来证明有界区域上 2D 非自治 g鄄Navier鄄Stokes 方程的拉回吸引子的

存在性,首先回顾非紧性测度的有关概念和结果(见文献[23]).
设 B(X) 是 X 的所有有界子集做成的集族,B 沂 B(X),B 的 Kuratowski 非紧性测度 琢(B)

定义为 琢(B) = {inf 啄 | B 可被 B(X) 中有限个半径不大于 啄 }的集合覆盖 . 且下面性质成

立[25,27] .
引理 2. 1摇 设 B,B1,B2 沂 B(X), 则

1) 琢(B) = 0 圳 琢(N(B,着)) 臆 2着圳軈B 是紧的;
2) 琢(B1 + B2) 臆 琢(B1) + 琢(B2);
3) 当 B1 奂 B2 时,有 琢(B1) 臆 琢(B2);
4) 琢(B1 胰 B2) 臆 {max 琢(B1),琢(B2 }) ;
5) 琢(軈B) = 琢(B);
6) 若 B 是半径为 着 的球,则 琢(B) 臆 2着 .
引理 2. 2摇 设 … 劢 Fn 劢 Fn+1 劢 … 是 X 的非空闭子集构成的序列,使得当 n 寅 肄 时,

琢(Fn) 寅 0. 则 F =疑肄
n = 1Fn 是非空的和紧的.

可知下面结论成立(见文献[17]).
定义 2. 3摇 设 准 是 X 上的 兹鄄共圈,B0 奂 X 称为 准 的拉回吸收集,若对任意的 B 沂 B(X),

总存在 T0 = T0(B) 沂 R + 使得 准( t,酌,B) 奂 B0,坌t 逸 T0,酌 沂 祝 .
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定义 2. 4摇 设 准是X上的 兹鄄共圈,准称为是拉回棕鄄极限紧的,如果对任意B沂B(X),酌 沂
祝,limt寅+肄 琢(胰 准( t,兹 -t(酌),B)) = 0.

定义 2. 5摇 设 准 是 X 上的 兹鄄 共圈,B 的拉回 棕鄄 极限集 撰酌(B) 为

摇 摇 撰酌(B) =疑
s逸0

胰
t逸s

准( t,兹 -t(酌),B) .

定理 2. 6摇 设 准是 X上的 兹鄄共圈, 若 准连续且有一拉回吸收集 B0, 则 准有拉回吸引子 A
{= A }酌 酌沂祝 满足

摇 摇 A酌 = 撰酌(B0),摇 摇 坌酌 沂 祝,
当且仅当其是拉回 棕鄄 极限紧的.

定义 2. 7摇 设 准 是 X 上的 兹鄄 共圈,称 准 满足拉回条件(PC),若对任意 酌 沂 祝,B 沂 B(X)
和 着 > 0,存在 t0 = t0(酌,B,着) 逸 0 和一个 X 的有限维子空间 X1 使得

1) P(胰t逸t0准( t,兹 -t(酌),B)) 有界;
2) 椰( I - P)(胰t逸t0准( t,兹 -t(酌),x))椰 臆 着,坌x 沂 B,这里 P:X 寅 X1 是有界投影.
定理2. 8摇 设 X是一个 Banach空间,准是 X上的 兹鄄共圈. 若准满足拉回条件(PC),则准是

拉回 棕鄄极限紧的. 进一步,设 X 是一个一致凸的 Banach 空间,则 准是拉回 棕鄄极限紧的当且仅

当拉回条件(PC)成立.
设 f( s) 沂 X,s 沂 R,X 在 Bochner 意义下是局部 2 次方可积,将 f( s) 所在的度量空间记为

L2
loc(R,X) . 下面我们用非紧性测度来证明 2D g鄄Navier - Stokes 方程拉回吸引子的存在性.

引理 2. 9摇 设 f 沂 L2
loc(R,Hg) 满足

摇 摇 | f | 2
b = sup

t沂R
乙 t +1

t
| f( s) | 2ds < 肄,

u0(x) 沂Hg,设 u(x,t) 沂 L肄(R +,Hg) 疑 L2
loc(0,T,Vg) 疑 C(R +,Hg)(坌t > 0) 是方程(1) 的弱

解,则对所有 t 逸 子,设 滓 = 淄姿1 . 则下面的估计成立

摇 摇 | u( t) | 2 臆| u0 | 2e -滓酌0( t -子) + R2
1, (17)

这里 R2
1 = 滓 -1(1 - e -滓酌0) -1 | f | 2

b,对充分小的 | Ñg | 肄 有 酌0 = 1 - 2淄 | Ñg | 肄 / (m0姿1 / 2
1 ) .

证明摇 设 u(x,t) 是(1) 式的解,由于 u 沂 L2(0,T;Vg) 且 u忆 沂 L2(0,T;V 忆
g), 故

摇 摇 1
2

d
dt | u | 2 = 掖u忆,u业 =

摇 摇 摇 摇 掖 f - 淄Agu - Bu - 淄Ru,u业 =

摇 摇 摇 摇 掖 f,u业 - 淄椰u椰2 - bg(u,u,u) - 淄 1
g Ñg·( )Ñ u,( )u .

考虑到 bg(u,u,u) = 0, 则有

摇 摇 d
dt | u | 2 + 2淄椰u椰2 = 2掖 f,u业 - 2淄 Ñg

g·( )Ñ u,( )u .

应用 Poincar佴 不等式,有

摇 摇 d
dt | u | 2 + 2淄椰u椰2 臆 | f | 2

淄姿1
+ 淄姿1 | u | 2 + 2淄

| Ñg | 肄

m0姿1 / 2
1

椰u椰2 臆

摇 摇 摇 摇 | f | 2

淄姿1
+ 淄椰u椰2 + 2淄

| Ñg | 肄

m0姿1 / 2
1

椰u椰2,

则
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摇 摇 d
dt | u | 2 + 淄椰u椰2 臆 | f | 2

淄姿1
+ 2淄

| Ñg | 肄

m0姿1 / 2
1

椰u椰2,

所以

摇 摇 d
dt | u | 2 + 淄酌0椰u椰2 臆 | f | 2

淄姿1
,

这里对充分小的 | Ñg | 肄 ,有 酌0 = 1 - 2淄 | Ñg | 肄 / (m0姿1 / 2
1 ) . 从而

摇 摇 d
dt | u | 2 + 淄姿1酌0 | u | 2 臆 | f | 2

淄姿1
.

设 滓 = 淄姿1, 利用 Gronwall 引理,可得

摇 摇 | u( t) | 2 臆| u0 | 2e -滓酌0( t -子) + 1
滓 乙

t

子
e -滓酌0( t -s) | f( s) | 2ds 臆

摇 摇 摇 摇 | u0 | 2e -滓酌0( t -子) + 1 [滓 乙 t

t -1
e -滓酌0( t -s) | f( s) | 2ds +

摇 摇 摇 摇 乙 t -1

t -2
e -滓酌0( t -s) | f( s) | 2ds + ]… 臆

摇 摇 摇 摇 | u0 | 2e -滓酌0( t -子) + 1
滓 (1 + e -滓酌0 + e -2滓酌0 + …) sup

t沂R
乙 t +1

t
| f( s) | 2ds 臆

摇 摇 摇 摇 | u0 | 2e -滓酌0( t -子) + R2
1,

其中摇 摇 R2
1 = 滓 -1(1 - e -滓酌0) -1 | f | 2

b . 阴

对任意 f 沂 祝, | f | 2
b =| f0 | 2

b,由(17) 式,可得 B0 {= u 沂 Hg | | u | 臆2R2
1 =

驻
籽 }2

0 是 Hg 中的

拉回吸收集.
引理 2. 10摇 设 f 沂 L2

loc(R,Hg) 满足:

摇 摇 | f | 2
b = sup

t沂R
乙 t +1

t
| f( s) | 2ds < 肄,

u0(x) 沂 Hg, 设

摇 摇 u(x,t) 沂 L肄(R +,Vg) 疑 L2
loc(0,T,D(Ag)) 疑

摇 摇 摇 摇 C(R +,Vg),u忆(x,t) 沂 L2
loc(R子;Hg) (坌t > 0)

是(1)式的强解,则对所有的 t 逸 子, 下面的估计成立:
摇 摇 椰u( t)椰2 臆 椰u(子)椰2e -茁( t -子) + (1 - e -茁) -1 | f | 2

b, (18)
这里

摇 摇 茁 = 姿 2淄 - 1 -
2C籽0

姿1 / 2
0

-
2淄 | Ñg | 肄

m0姿1 / 2
æ

è
ç

ö

ø
÷

0

,摇 摇 | Ñg | 肄 充分小.

证明摇 给(9)式两端乘以 - 驻u( t) 可得

摇 摇 1
2

d
dt椰u椰2 + 淄 | 驻u | 2 = ( f, - 驻u) - (Bu, - 驻u) - 淄(Ru, - 驻u),

用 Young 不等式可得

摇 摇 d
dt椰u椰2 + 2淄 | 驻u | 2 =

摇 摇 摇 摇 2( f, - 驻u) - 2(Bu, - 驻u) - 2淄(Ru, - 驻u) 臆
摇 摇 摇 摇 | f | 2 +| 驻u | 2 + 2 | (Bu, - 驻u) | + 2淄 | (Ru, - 驻u) | 臆
摇 摇 摇 摇 | f | 2 +| 驻u | 2 + 2 | Bu | | 驻u | + 2淄 | Ru | | 驻u | 臆
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摇 摇 摇 摇 | f | 2 +| 驻u | 2 + 2C
姿1 / 2

0
| u | 1 / 2 | 驻u | 2 +

2淄 | Ñg | 肄

m0
椰u椰 | 驻u | 臆

摇 摇 摇 摇 | f | 2 +| 驻u | 2 +
2C籽0

姿1 / 2
0

| 驻u | 2 +
2淄 | Ñg | 肄

m0姿1 / 2
0

| 驻u | 2,

故

摇 摇 d
dt椰u椰2 + 2淄 - 1 -

2C籽0

姿1 / 2
0

-
2淄 | Ñg | 肄

m0姿1 / 2
æ

è
ç

ö

ø
÷

0

| 驻u | 2 臆| f | 2 .

应用 Poincar佴 不等式得

摇 摇 d
dt椰u椰2 + 姿 2淄 - 1 -

2C籽0

姿1 / 2
0

-
2淄 | Ñg | 肄

m0姿1 / 2
æ

è
ç

ö

ø
÷

0

椰u椰2 臆| f | 2 .

设

摇 摇 茁 = 姿 2淄 - 1 -
2C籽0

姿1 / 2
0

-
2淄 | Ñg | 肄

m0姿1 / 2
æ

è
ç

ö

ø
÷

0

,

则有

摇 摇 d
dt椰u椰2 + 茁椰u椰2 臆| f | 2 .

应用 Gronwall 引理得

摇 摇 椰u椰2 臆 椰u(子)椰2e -茁( t -子) + 乙 t

子
e -茁( t -s) | f | 2ds,

摇 摇 椰u椰2 臆 椰u(子)椰2e -茁( t -子) + 乙 t

t -1
e -茁( t -s) | f | 2ds + 乙 t -1

t -2
e -茁( t -s) | f | 2ds + …,

摇 摇 椰u椰2 臆 椰u(子)椰2e -茁( t -子) + (1 + e -茁 + e -2茁 + …) sup
t沂R
乙 t +1

t
| f | 2ds 臆

摇 摇 摇 摇 椰u(子)椰2e -茁( t -子) + (1 - e -茁) -1 | f | 2
b . 阴

设

摇 摇 B1 =胰
f沂祝

胰
t > t0+1

准( t0 + 1, f,B0),

由(18)式知, B1 有界,椰u椰2 臆 籽2
1,坌u 沂 B1 且 B1 是 Vg 中的拉回吸收集.

引理 2. 11摇 若 Hg 是Hilbert {空间且 棕 }i i沂N 是Hg 的正交基,设 f(x,t) 沂 L2
loc(R;Hg) 且存

在 滓 > 0,使得对任意 t 沂 R,

摇 摇 乙 t

-肄
e滓s椰f(x,s)椰2

Hg
ds < 肄,

则

摇 摇 lim
n寅肄乙

t

-肄
e滓s椰( I - Pm) f(x,s)椰2

Hg
ds = 0,摇 摇 坌t 沂 R, (19)

这里 Pm:Hg 寅 {span 棕1,…,棕 }n 是正交投影.
证明摇 设 孜 i( t) = ( f(x,t),棕 i) Hg

, 则

摇 摇 f(x,t) = 1
g鄱

肄

i = 1
孜 i( t)棕 i .

对任意 t 沂 R,着 > 0, 由于

摇 摇 乙 t

-肄
e滓s椰f(x,s)椰2

Hg
ds = 鄱

肄

i = 1
乙 t

-肄
e滓s椰孜 i( s)椰2

Hg
ds < 肄,
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对任意 n 逸 N0 和充分大的 N0, 则有

摇 摇 乙 t

-肄
e滓s椰( I - Pm) f(x,s)椰2

Hg
ds = 鄱

肄

i = N0
乙 t

-肄
e滓s椰孜 i( s)椰2

Hg
ds < 着 . 阴

定理 2. 12摇 若 f(x,t) 沂 L2
loc(R;Hg),则方程(1) {所对应的共圈 准( t,酌,x }) 有一个紧的

拉回吸引子 A {= A }酌 酌沂祝 {= 撰酌(B1 }) 酌沂祝,这里 B1 是 Vg 中的拉回吸收集(w. r. t. 酌 沂 祝) .
证明摇 由定理 2. 8 可知, {只须验证共圈族 准( t,酌,x }) 在 Vg 中满足拉回条件(PC).
由于 ( - 驻) -1 是 Hg 中的连续紧算子,由经典的谱算子定理可知, {则存在序列 姿 }j

肄
j = 1,

摇 摇 0 臆 姿1 臆 姿2 臆 … 臆 姿 i 臆 … 臆 姿 j 寅 肄,摇 摇 j 寅 肄 (20)
和 D( - 驻) {中的一族元素 棕 }j

肄
j = 1(其在 Hg 中正交),使得 - 驻棕 j = 姿 j棕 j,坌j 沂 N . 设 Vm =

{span 棕1,棕2,…,棕 }m 奂 Vg 且 Pm:Vg 寅 Vm 是一个正交投影.
对任意 u 沂 D( - 驻),记 u = Pmu + ( I - Pm)u = u1 + u2 . 在 Hg 中取 - 驻u2 与方程(9)作内

积,则有

摇 摇 1
2

d
dt椰u2椰2 + 淄 | 驻u2 | 2 + (B(u), - 驻u2) + 淄(Ru, - 驻u2) = ( f, - 驻u2) .

应用 Young 不等式,结合(12)和(15)式,有
摇 摇 | (B(u), - 驻u2) | 臆
摇 摇 摇 摇 | (B(u1,u1 + u2), - 驻u2) | + | (B(u2,u1 + u2), - 驻u2) | 臆
摇 摇 摇 摇 cL1 / 2椰u1椰 | 驻u2 | (椰u1椰 + 椰u2椰) +
摇 摇 摇 摇 c | u2 | 1 / 2 | 驻u2 | 3 / 2(椰u1椰 + 椰u2椰) 臆

摇 摇 摇 摇 淄
4 | 驻u2 | 2 + c

淄 籽4
1L + c

淄3 籽2
0籽4

1,摇 摇 t 逸 t0 + 1.

这里摇 摇 | 驻u1 | 2 臆 姿m椰u1椰2, L = 1 + log
姿m+1

姿1
.

摇 摇 | (Ru, - 驻u2) | 臆| Ru |·| 驻u2 | 臆

摇 摇 摇 摇
| Ñg | 肄

m0
椰u椰·| 驻u2 | 臆

| Ñg | 肄

m0

| 驻u2 | 2

2 + 2椰u椰æ
è
ç

ö
ø
÷2 臆

摇 摇 摇 摇
| Ñg | 肄

m0

| 驻u2 | 2

2 + 2籽æ
è
ç

ö
ø
÷2

1

和

摇 摇 ( f, - 驻u2) 臆 | f | 2

淄 +
淄 | 驻u2 | 2

4 ,

摇 摇 d
dt椰u2椰2 + 2淄 | 驻u2 | 2 臆

摇 摇 摇 摇 2( f, - 驻u2) - 2(B(u), - 驻u2) - 2淄(Ru, - 驻u2) 臆

摇 摇 摇 摇 2 | f | 2

淄 +
淄 | 驻u2 | 2

2 + 淄
2 | 驻u2 | 2 + 2c

淄 籽4
1L +

摇 摇 摇 摇 2c
淄3 籽2

0籽4
1 +

2 | Ñg | 肄

m0

淄 | 驻u2 | 2

2 +
2籽2

1æ
è
ç

ö
ø
÷

淄
臆

摇 摇 摇 摇 2 | f | 2

淄 + 淄 | 驻u2 | 2 +
淄 | Ñg | 肄

m0
| 驻u2 | 2 + 2c

淄 籽4
1L +
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摇 摇 摇 摇 2c
淄3 籽2

0籽4
1 +

4 | Ñg | 肄

淄m0
籽2

1,

可得

摇 摇 d
dt椰u2椰2 + 淄 1 -

| Ñg | 肄

m
æ
è
ç

ö
ø
÷

0

| 驻u2 | 2 臆

摇 摇 摇 摇 2 | f | 2

淄 + 2c
淄 籽4

1L + 2c
淄3 籽2

0籽4
1 +

4 | Ñg | 肄

淄m0
籽2

1,

摇 摇 d
dt椰u2椰2 + 淄 1 -

| Ñg | 肄

m
æ
è
ç

ö
ø
÷

0

| 驻u2 | 2 臆

摇 摇 摇 摇 2c 1
c淄 | ( I - Pm) f | 2 + 1

淄 籽4
1L + 1

淄3 籽2
0籽4

1 +
2 | Ñg | 肄

c淄m0
籽æ

è
ç

ö

ø
÷2

1 .

设 琢 = 1 - ( | Ñg | 肄 / m0), 则有

摇 摇 d
dt椰u2椰2 + 淄姿m+1琢椰u2椰2 臆

摇 摇 摇 摇 2c 1
c淄 | ( I - Pm) f | 2 + 1

淄 籽4
1L + 1

淄3 籽2
0籽4

1 +
2 | Ñg | 肄

c淄m0
籽æ

è
ç

ö

ø
÷2

1 .

应用 Gronwall 引理,可得

摇 摇 椰u2椰2 臆 椰u2( t0 + 1)椰2e -淄姿m+1琢( t -( t0+1)) +

摇 摇 摇 摇 乙 t

t0+1
e -淄姿m+1琢( t -s [) 2c 1

c淄 | ( I - Pm) f | 2 + 1
淄 籽4

1L + 1
淄3 籽2

0籽4
1 +

2 | Ñg | 肄

c淄m0
籽æ

è
ç

ö

ø
÷ ]2

1 ds =

摇 摇 摇 摇 椰u2( t0 + 1)椰2e -淄姿m+1琢( t -( t0+1)) +

摇 摇 摇 摇 2c 1
淄 籽4

1L + 1
淄3 籽2

0籽4
1 +

2 | Ñg | 肄

c淄m0
籽æ

è
ç

ö

ø
÷2

1 乙 t

t0+1
e -淄姿m+1琢( t -s)ds +

摇 摇 摇 摇 2
淄 乙

t

t0+1
e -淄姿m+1琢( t -s) | ( I - Pm) f | 2ds =

摇 摇 摇 摇 椰u2( t0 + 1)椰2e -淄姿m+1琢( t -( t0+1)) + 2c
淄2姿m+1琢

籽4
1L +

籽2
0籽4

1

淄2 +
2 | Ñg | 肄

cm0
籽æ

è
ç

ö

ø
÷2

1 +

摇 摇 摇 摇 2
淄 乙

t

t0+1
e -淄姿m+1琢( t -s) | ( I - Pm) f | 2ds .

由(17)式和引理 2. 10,对任意 着 > 0,取 m + 1 充分大,使得

摇 摇 2
淄 乙

t

t0+1
e -淄姿m+1琢( t -s) | ( I - Pm) f | 2ds 臆 着

3 ,

摇 摇 2c
淄2姿m+1琢

籽4
1L +

籽2
0籽4

1

淄2 +
2 | Ñg | 肄

cm0
籽æ

è
ç

ö

ø
÷2

1 臆 着
3 .

取 t2 = t0 + 1 + 1 / (淄姿m+1琢ln(3籽2
1 / 着)),则 t 逸 t2, 有

摇 摇 椰u2( t0 + 1)椰2e -淄姿m+1琢( t -( t0+1)) 臆 籽2
1e -淄姿m+1琢( t -( t0+1)) 臆 着

3 ,

因而有 椰u2( t)椰2 臆 着,坌t 逸 t2 . 这表明 Vg {中的共圈族 准( t,酌,x }) 在 Vg 中满足拉回条件

(PC),由定理 2. 8 可知,结论成立. 阴
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Pullback Attractor of 2D Non鄄Autonomous
g鄄Navier鄄Stokes Equations on Some

Bounded Domains

JIANG Jin鄄ping1,2,摇 HOU Yan鄄ren1

(1. School of Science, Xi爷an Jiaotong University, Xi爷an 710049, P. R. China;
2. College of Mathematics and Computer, Yan爷an University,

Yan爷an, Shaanxi 71600, P. R. China)

Abstract: The existence of pullback attractors for the 2D non鄄autonomous g鄄Navier鄄Stokes
equations on some bounded domains were investigated under the general assumptions of pull鄄
back asymptotic compactness, and a new method to prove the existence of pullback attractors
for the 2D g鄄Navier鄄Stokes equations was given.

Key words: pullback attractor; g鄄Navier鄄Stokes equation; pullback asymptotically compact;
pullback condition(PC); bounded domains
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