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摘要:摇 研究不可压缩粘性流体,在双曲拉伸面上的边界层流动及其热传导. 分别使用级数展开法

和局部非相似(LNS)法,得到解析结果和数值结果,给出了表面摩擦和 Nusselt 数的解析结果和数

值结果,并进行了互相比较. 同时发现动量和热边界层厚度,随着离前缘距离的增加而减小. 众所

周知,线性拉伸项方程的解,可以作为双曲拉伸首次项方程的解.
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引摇 摇 言

温度分布给定的,连续拉伸面上的流动和热交换研究备受关注,因为它们在工业和工程的

不同领域有着广泛的应用. 在平板拉伸的同时,加热或者冷却对产品的质量有一定影响. 聚合

物的挤压、塑料布的气动吹出和金属板的冷凝加工(参见文献[1鄄2]),都是这种生产工艺的例

子. 利用不同的拉伸速度和表面温度分布,建立起实际的加工模型. 拉伸模型可以是线性的、多
项式的和指数型的. 因此,可能始终期望另外寻找理想的拉伸速度和表面温度分布.

Sakiadis[3]最先开始研究,不可压缩粘性流体在移动固体表面上的边界层流动. 然而,
Crane[4]对连续的拉伸表面,给出了精确的边界层解. 稍后,环绕着拉伸流动开展了方方面面的

广泛研究;如, 传热和传质、 MHD、 非Newton 流体、 线性和非线性的平板速度、 多孔介质, 等等.
迄今为止,研究文献的主题非常广泛. 文献[5鄄14]可以看到该方向研究的最新进展. 最近,Patrick
和 Magyari[15]在适当的横向蒸腾作用下,研究任意拉伸速度时广义的 Crane 流动;Bogn觃r[16] 在
一个幂律拉伸速度的壁面上,证明了 Newton 流体相似边界层方程解析解的存在性.

本文首次提出双曲拉伸面,扩展了当下的拉伸速度范围,以及与此相应的物理加工. 首次

将控制方程转换成解析解所应服从的适当形式. 计算了速度场和温度分布、表面摩擦因数和

Nusselt 数,并给出相应的图形. 数值解和解析解的比较表明,两种解吻合程度相当好. 还观察

到,动量和热边界层厚度沿拉伸速度方向减少. 有趣的是,线性拉伸情况下的结果(非常著

名),成了双曲拉伸首次分析中的一个特殊情况.
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1摇 问题的描述

设粘性流体流过位于 z = 0 的无限拉伸面,面上的流体速度分布为 U(x),温度分布为

T(x), 随后加以确定. 相关的边界层方程和边界条件为

摇 摇 鄣u
鄣x + 鄣v

鄣y = 0, (1)

摇 摇 u 鄣u
鄣x + v 鄣v

鄣y = 淄 鄣2u
鄣y2, (2)

摇 摇 u 鄣T
鄣x + v 鄣T鄣y = 琢 鄣2T

鄣y2 , (3)

摇 摇 u(x,y) = U(x),v(x,y) = 0, 当 y = 0,
u(x,y) 寅 0, 当 y 寅 肄{ .

(4)

摇 摇
T = Tw = T肄 + AU(x), 摇 摇 当 y = 0,
T = T肄 , 摇 摇 当 y 寅 肄{ ,

(5)

其中, u 和 v 分别为 x 和 y 方向的速度分量;淄 为动粘度;A 为常数. 引入变量

摇 摇 追 = 淄Re1 / 2x f(浊,x), 兹(浊,x) =
T - T肄

Tw - T肄
, (6)

将 f 和 兹 代入方程(2)和(3),得到

摇 摇 f 苁 + x
2

1
Rex

dRex
dx ff 义 - x

U
dU
dx f 忆2 = x f 忆 鄣f 忆

鄣x - f 义 鄣f
鄣( )x

, (7)

摇 摇 1
Pr 兹

义 - x
驻T

d驻T
dx f 忆兹 + 1

2
x
Rex

dRex
dx f兹忆 = x f 忆 鄣兹

鄣x - 兹忆 鄣f
鄣( )x

, (8)

这里, 浊 = (y / x)Re1 / 2x ,其中 Rex = U(x)x / 淄 为局部的 Reynolds 数,利用式(6),边界条件(4)和
(5)可以改写成

摇 摇 f 忆(浊,x) = 1, f(浊,x) = 0, 兹(浊,x) = 1, 当 浊 = 0,
f 忆(浊,x) 寅 0, 兹(浊,x) 寅 0, 当 浊 寅 肄

{ .
(9)

在式(7)和(8)中,引入双曲拉伸速度 U(x) = u0sinhx, 得到

摇 摇 f 苁 + 1
2 (1 + xcothx) ff 义 - xcothxf 忆2 = x f 忆 鄣f 忆

鄣x - f 义 鄣f
鄣( )x

, (10)

摇 摇 1
Pr 兹

义 + 1
2 (1 + xcothx) f兹忆 - xcothxf 忆兹 = x f 忆 鄣兹

鄣x - 兹忆 鄣f
鄣( )x

. (11)

2摇 求 解 方 法

本节对小数值 x 给出级数解,对相对较大的 x 值给出数值解(LNS) [16] . 注意到方程(10)
和(11)本质上是非相似的. 因此,为了更好地理解并便于比较,同时构建解析结果和数值结果

是可取的. 对小数值的 x, 解析解用级数展开表达;对相对较大的 x, 采用 LNS 的数值解.
2. 1摇 小数值 x 时的级数解

将 f(浊,x) 和 兹(浊,x) 展开为 x 的幂级数,记

摇 摇
f(浊,x) = f0(浊) + xf1(浊) + x2 f2(浊) + …,

兹(浊,x) = 兹0(浊) + x兹1(浊) + x2兹2(浊) + …{ .
(12)
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将展开式(12)代入方程(10)和(4),保留 O (1)项,得到如下首次项方程:
摇 摇 f 苁

0 + f0 f 义
0 - f 忆2

0 = 0, (13)

摇 摇
f 忆
0(浊) = 1, f0(浊) = 0, 当 浊 = 0,

f 忆
0(浊) 寅 0, 当 浊 寅 肄{ ,

(14)

在式(13)中,利用展开式

摇 摇 cothx = 1
x + 1

3 x - 1
45 x3 + …,

Crane[4]给出了该方程的精确解:
摇 摇 f0(浊) = 1 - e -浊 . (15)

令人感兴趣的是,边值问题(13)和(14)所具有的精确解(15),表示在一个线性拉伸面上的流

动. 其 O(x) 次项方程的解为 0:
摇 摇 f1(浊) = 0. (16)
同样, O(x2) 次项方程如下给出:

摇 摇 f 苁
2 + f 义

2 - e -浊( f 义
2 + 4f 忆

2 + 3f2) = 1
6 e -浊(1 + e -浊), (17)

摇 摇
f 忆
2(浊) = 0, f2(浊) = 0, 当 浊 = 0,

f 忆
2(浊) 寅 0, 当 浊 寅 肄{ .

(18)

为求解上述方程,在方程(17)中作变换 孜 = e -浊, 得到

摇 摇

孜 2 d3 f
d孜3 + 孜(孜 + 2) d2 f

d孜2 + - 3孜 df
d孜 + 3f = - 1

6 (1 + 孜),

f 忆
2(孜) = 0, f2(孜) = 0, 当 孜 = 1,

f 忆
2(孜) 寅 0, 当 孜 寅0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

(19)

方程(19)是一个三阶线性常微分方程,并有 3 个边界条件: 孜 = 1 处有2 个条件,孜 = 0 处有1 个

条件. 为了将该边值问题转换为初值问题,引入另一个条件:孜 = 1时, f 义
2(孜) = 琢 . 所得到初值问

题可以用级数求解,未知量琢可以用边界条件 孜 = 0确定,琢 = - 0. 107 79. 二次项方程(19) 的级

数解用变量 浊 写出

摇 摇 f2(浊) = 1
2 琢(e -浊 - 1) 2 + 1

18 - 1
2( )琢 (e -浊 - 1) 3 . (20)

方程(9)和(10)前 3 项级数解最终可以写成

摇 摇 f(浊,x) = 1 - e -浊 - x2 1
2 琢(e -浊 - 1) 2 + 1

18 - 1
2( )琢 (e -浊 - 1)( )3 . (21)

2. 2摇 能量方程

将变换 灼 = - Pre -浊 代入方程(11)和(9),所得结果方程的首次项方程为

摇 摇 灼
d2兹0

d灼 2 + (1 - Pr - 灼)
d兹0

d灼 + 兹0 = 0, (22)

摇 摇 兹0( - Pr) = 1, 兹0(0) = 0. (23)
文献[21鄄22]给出了上述方程的精确解:

摇 摇 兹0(灼) = - 灼( )Pr
Pr Ku(Pr - 1,Pr + 1,灼)
Ku(Pr - 1,Pr + 1, - Pr), (24)

其中, Ku 为 Kummer 函数. 注意到,边值问题(22)和(23)的精确解(24),表示线性拉伸面上的
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热交换. 得到 O(x) 次项方程的平凡解和 O(x2) 次项方程为

摇 摇 灼
d2兹2

d灼 2 + (1 - Pr - 灼)
d兹2

d灼 + 3兹2 + 0. 107 8 灼
Pr -( )1 灼( +

摇 摇 摇 摇 0. 004 98 灼
Pr +( )1

2
灼 + 0. 333 3 )灼 兹0 + Pr 0. 161 7 灼

Pr +( )1
2

( -

摇 摇 摇 摇 0. 004 98 灼
Pr +( )1

3
- 0. 166 7 1 + 灼( ) )Pr

d兹0

d灼 = 0, (25)

摇 摇 兹2( - Pr) = 0, 兹2(0) = 0. (26)
采用和以前同样的方法,得到不同 Prandtl 数时方程(25)的级数解. 满足 Pr = 1 的级数解可表

示为

摇 摇 兹2(浊) = 茁(1 - e -浊) + 0. 5(0. 333 + 茁)(1 - e -浊) 2 +
摇 摇 摇 摇 0. 041 67(1. 568 + 0. 16茁)(1 - e -浊) 3 +
摇 摇 摇 摇 0. 069 4(0. 847 3 + 7. 8茁)(1 - e -浊) 4, (27)

其中 茁 = - 0. 107 4. 该问题的表面摩擦因数和 Nusselt 数,可通过如下关系计算:
摇 摇 C f = 2Re -1 / 2

x f 义(0), Nux = - Re1 / 2x 兹忆(0) .
2. 3摇 局部的非相似方法

LNS 法最先由 Sparrow 和 Yu[17]提出,用于非相似边值问题的数值解,并得到了非常广泛

的应用(例如文献[18鄄20]). 在该方法中,我们引入两个新函数:

摇 摇 g(浊,x) = 鄣f
鄣x, 渍(浊,x) = 鄣兹

鄣x . (28)

在式(10)和(11)中,分别略去项 x( f 忆鄣f 忆 / 鄣x - f 义鄣f / 鄣x) 和 x( f 忆鄣兹 / 鄣x - 兹忆鄣f / 鄣x) 后,有

摇 摇 f 苁 + 1
2 (1 + xcothx) ff 义 - xcothxf 忆2 = 0, (29)

摇 摇 1
Pr 兹

义 + 1
2 (1 + xcothx) f兹忆 - xcothxf 忆兹 = 0. (30)

相应的边界条件为

摇 摇 f 忆(浊,x) = 1, f(浊,x) = 0, 兹(浊,x) = 1, 当 浊 = 0,
f 忆(浊,x) 寅 0, 兹(浊,x) 寅 0, 当 浊 寅 肄

{ .
(31)

接着,方程(10)和(11)对 x取导数,并略去项 x( f 忆鄣g忆 / 鄣x - f 义鄣g / 鄣x) 和 x( f 忆鄣渍 / 鄣x - 兹忆鄣g / 鄣x),
得到

摇 摇 g苁 + 1
2 (1 + xcothx)( fg义 + gf 义) + 1

2 (cothx + x(1 - coth2x)) ff 义 -

摇 摇 摇 摇 2xcothxf 忆g忆 - (cothx + x(1 - coth2x)) f 忆2 -
摇 摇 摇 摇 f 忆g忆 + f 义g - x(g忆2 - g义g) = 0, (32)

摇 摇 1
Pr 渍

义 + 1
2 (1 + xcothx)( f渍忆 + g兹忆) + 1

2 (cothx + x(1 - coth2x)) f兹忆 -

摇 摇 摇 摇 xcothx(g忆兹 + f 忆渍) - (cothx + x(1 - coth2x)) f 忆兹 -
摇 摇 摇 摇 f 忆渍 + 兹忆g - x(g忆渍 - 渍忆g) = 0. (33)

摇 摇 g忆(浊,x) = 0, g(浊,x) = 0, 渍(浊,x) = 0, 当 浊 = 0,
g忆(浊,x) 寅 0, 渍(浊,x) 寅 0, 当 浊 寅 肄

{ .
(34)

应用 Runge鄄Kutta 迭代格式的打靶法,求得方程(29) ~ (34)精确的数值解. 绘出关于 x 的局部
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表面摩擦和 Nusselt 数的数值解和解析解图形.
2. 4摇 大 Prandtl 数时的渐近分析

对于大 Prandtl 数,动量边界层占据支配地位,因此在热边界层中如下选取是合理的:
摇 摇 f(浊,x) = 浊 . (35)

在热边界层方程(11)中使用式(35),得

摇 摇 1
Pr 兹

义 + 1
2 (1 + xcothx)浊兹忆 - xcothx兹 = x 鄣兹

鄣x . (36)

导入伸长变量 灼 为

摇 摇 灼 = Pr 浊 . (37)
将式(37)和式(12)代入式(36),得到首次项方程

摇 摇
d2兹0

d灼 2 + 灼
d兹0

d灼 - 兹0 = 0, (38)

摇 摇 兹0(0) = 1, 兹0(肄 ) = 0, (39)
该方程的精确解为

摇 摇 兹0(灼) = - 1
2

仔 灼 1 - erf 灼æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
+ e -灼2 / 2 . (40)

O(x) 次项方程的平凡解和 O(x2) 次项方程变为

摇 摇
d2

2兹
d灼 2 + 灼

d兹2

d灼 - 3兹2 = - 1
6 2

仔 灼 1 - erf 灼æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
+ 1

3 e -灼2 / 2, (41)

摇 摇 兹2(0) = 0, 兹2(肄 ) = 0. (42)
上述方程的精确解可展开为

摇 摇 兹2(灼) = {灼 erf(0. 707 1灼)(0. 130 5 + 0. 078 3灼 2) -
摇 摇 摇 摇 0. 130 5 - 0. 078 3灼 2 + 0. 062 5e -灼2 / 2 }灼 . (43)

最后,大 Prandtl 数时,能量方程(11)前 3 项解为

摇 摇 兹(浊,x) = - 1
2

仔 Pr 浊 1 - erf Pr 浊æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
+ e -Pr浊2 / 2 +

摇 摇 摇 摇 Pr 浊x {2 (erf (0. 707 1 Pr 浊) - 1)(0. 130 5 + 0. 078 3 Pr浊2) +

摇 摇 摇 摇 0. 062 5e -Pr浊2 / 2 Pr }浊 . (44)

3摇 结果和讨论

利用 x 的幂级数解和 LNS 法,求解方程组(9) ~ (11). 图 1 给出了速度分布的数值结果和

解析结果. 图 2 给出了不同 x 值时的速度分布. 图 2 清楚地表明,边界层厚度随着 x 值的增大

而减小. 这是合理的,因为动量边界层与 x / sinhx 成比例,而它是 x 的减函数.
图 3 给出了不同 Prandtl 数时的温度分布. 图 4 显示出大 Prandlt 数时温度的分布特点,可

以看到热边界层厚度随着 Prandlt 数的增大而减小. 这是因为 Prandlt 数增大时,介质的导热率

在下降,接着使热边界层厚度减小.
当 Prandtl 数和 x取定值时,图 5 给出了温度分布的数值解和解析解的比较. 图 6 清楚地表

明,热边界层厚度随着 x的增大而减小. 这是因为热边界层和 x / (sinhx Pr2 / 3) 成正比,而它是

x 的减函数.
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图 1摇 x = 1. 0 时速度分布的解析解 图 2摇 用 LNS 法, x 取不同数值时

和数值解的比较 速度随 浊 的变化

Fig. 1摇 Comparison of analytical and numerical Fig. 2摇 Variation of velocity profile against 浊 at
results of velocity profile for x = 1. 0 selected values of x using LNS method

图 3摇 利用级数展开法,当 x = 0. 8,Pr 取不同 图 4摇 利用级数展开法,当 x = 0. 6,Pr 取不同

数值时,温度随 浊 分布的变化 数值时,温度随 浊 分布的渐近结果

Fig. 3摇 Variation of temperature profile against 浊 Fig. 4摇 Asymptotic results for temperature distribution
for x = 0. 8 and different values of Pr against 浊 for different Pr (large) and x = 0. 6
using series expansion method using series expansion method

图 5摇 当 Pr = 1 和 x = 0. 8 时,温度分布的 图 6摇 利用 LNS 法,当 Pr = 1,x 取不同

解析解和数值解的比较 数值时,温度分布随 浊 的变化

Fig. 5摇 Comparison of analytical and numerical Fig. 6摇 Variation of temperature distribution against
results of temperature distribution for 浊 at selected values of x when Pr = 1 using
Pr = 1 and x = 0. 8 LNS method
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图 7 给出了表面摩擦力的数值结果和解析结果的比较,直到 x = 2 为止,两者有着很好的

一致性. 图 7 还可以进一步观察到,表面摩擦力沿着线性伸长的表面在减小,对所有的 x, 表面

摩擦力减小的速率保持不变. 这增加了我们对双曲拉伸面的研究兴趣. 图 8 显示出不同 Prandtl
数时,Nusselt 数的解析结果和数值结果的比较,直到 x = 2 为止,两种结果是吻合的. 图 8 和图

9 表明,Nusselt 数随着 x 的增加而增加,也随着 Prandtl 数的提高而增大. Prandtl 数 Pr 的提高,
使流体的热交换性能下降,表面附近产生更大的温度梯度,从而热交换率也更高.

图 7摇 表面摩擦力的解析结果和数值结果随 x 的 图 8摇 对不同的 Pr, Nusselt 数的解析结果和数值结果

变化. 直到 x = 2, 解析结果(级数展开法) 随 x 的变化. 直到 x = 2, 解析结果(级数展开

与数值结果(LNS)是吻合的 法)与数值结果(LNS)是吻合的

Fig. 7摇 Comparison of analytical and numerical Fig. 8摇 Comparison of analytical and numerical
results of skin friction against x. results of Nusselt number against x for different
Analytical (series expansion method) result Pr. Analytical (series expansion method) result
is in good agreement with numerical (LNS) is in good agreement with numerical (LNS)
result for x up to 2 result for x up to 2

图 9摇 Pr 取不同的大数值时, Nusselt 数的渐进结果随 x 的变化

Fig. 9摇 Asymptotic results for Nusselt number against x for different large values of Pr

4摇 结摇 摇 论

本文研究不可压缩粘性流体,在双曲拉伸面上的稳定流动及其热交换问题. 主要结果可以

归纳如下:
1) 温度分布强烈地依赖于 Prandtl 数,热边界层厚度随着 Prandtl 数的提高而减小.

2) 动量和热边界层与 x / sinhx 成正比,因此,边界层厚度随着 x 的增加而减小.
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3) 随着离前缘距离的迅速增加,表面摩擦因数下降,而 Nusselt 数增大.
4) 线性拉伸和线性温度分布解,可以在双曲拉伸首次项解中找到.
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Flow and Heat Transfer Over a
Hyperbolic Stretching Sheet

A. Ahmad1,摇 S. Asghar1,2

(1. COMSATS Institute of Information Technology, Islamabad, Pakistan;
2. Department of Mathematics, King Abdulaziz University, Jeddah, Saudi Arabia)

Abstract: The boundary layer flow and heat transfer analysis of an incompressible viscous fluid
for a hyperbolically stretching sheet was presented. The analytical and numerical results were
obtained using series expansion method and local non鄄similarity (LNS) methods respectively.
Analytical and numerical results for skin friction and Nusselt number were calculated and com鄄
pared with each other. The significant observation was that the momentum and thermal bound鄄
ary layer thicknesses decrease as the distance from the leading edge increases. The well known
solution of linear stretching was found as the leading order solution for the hyperbolic stretc鄄
hing.

Key words: hyperbolic stretching sheet; boundary layer flow; heat transfer; series expansion;
LNS methods
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