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摘 要

本文研究无穷域上的初值问题
:
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引 言
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关于有限域上非线性向量微分方程初值问题的研究
,

早在1 9 5 2年 Ti k ho n o v “ ’
就证明了

在一定条件下
,

当 。。o 时
, x (t )一‘。

(t)= O (1 )
, 夕(t)一 , 。(t)二O (1 )

,

对戈 [d , T 〕一致 成

.
林宗池推荐

.

6 6 9



康 盛 亮 张 安 江
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二
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预 备 结 果
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(0 簇
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,
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三
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主 要 结 果
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.
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.
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x 。(t ) , , 。(t )关于 t 的任意阶导数在 。( t< + co 上关于 t 一致有界

, x 。(0) 的最后 m 一 m 补
个分

量为零
.

(H
Z
) 函数 f

, 夕关于 (t
, x , , , 。) 无限次可微

,

在 {二 (t)一 x 。(t) }( △
,

}夕(t)一夕
。
(t) !

( △ , 0《。( e 。, 0( t< + co 上
,

这里 △, 。。是正常数
.

且在所设的 (x0 (t)
, , 。(t)

,

0 )邻域
,

0( t< + oo 上 f
, g 的任意阶偏导数关于 t 一致有界

.

引进记号 外“) = g , (t
, x 。(才)

,

, 。(t)
,

0 ) , 以及 夕
.

(t)
,

j
,

(才) ,
f

, (矛) 具有类似的意义
.

又

假定
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(H
3 ) 矩阵 夕,

(t)有 k个特征值 (1《几( n )
,

它们具有负实部
,

即 R e之(t)《一 Zd ( o ,

而

其余(n 一 k) 个特征值具有正实部
,

即 R e之(t) > Zd> 0 ,
(在。( t< + co 上 )

,

其 中 占是 与 t无

关的正常数
.

(H
‘
) 存在一个无穷次可微矩阵 尸(t )

,

满足 P (t )
,
尸

一‘(t )及其各阶导数关 于 t 一致有

界(O《 t< + oo )
,

使得

P
一 1(t) g 一(t )P (t)二月(r)

其中

、

l
r

A
, ,
(t) A

; 2 (t) ⋯ A
, 。

(t )

A
2 2

(t) ⋯ 月
2 ,

(t )

’ ·

A
。 ,

(t)

./.,..,....气
、

一一
、,尹名‘护‘、

A

A , , (t) 是 d . X d , 矩 阵
, 当 i《j时

,

习 d . “ n ,

且 A “ (t)是非奇异的
.

另外
,

下列方程

。

赞
一 , ‘. (, ),

‘,

,
‘(·)一 , d

,

(‘一 1
,

2
,

⋯
,

、 )

·

势
一 , , , (, ) , , ,

, , (·)一 , ‘
,

(, 一、 + ,
,

⋯
,

二 )

的基本解矩阵满足

}功
‘(t

, s ; 。) 1《
、e x p 〔一 , (t一 s )/ e ] (o(

s《 t( + oo
,
‘== l

,

⋯
,

M )

1功, (t
, s ; 。) }(

、e x p [ 一 v (s一 t) /
。] (0( t( s < + 二

,

j二M + l
,

⋯
,

N )

这里
、, , 是与 。, t, ￡无关的正常数

.

注意 由条件 (H
3 )

,

存在无穷次可微矩 阵 尸(t ) ,
使 得 尸

一‘(t )g , (t )尸(t) = 刃(t)
,

其 中

A ‘. (t )的所有特征值的实部 R e之(t )( 一 26 < 0
, ‘= 1

,

⋯
,

M
; A , , (t )的所 有 特 征 值 的 实 部

R e几(t)》Zd > 0 ,

在 0( t< + co 上 (见〔8 〕)
.

又从 [ 6 」知
,

基本解矩 阵功
‘

(t
, s ; e ) , i== 1

,

⋯
,

M
,

劝, (t
, : ; 。)

,

j= M + 1
,

⋯
,

N
,

满足所要求的不等式
,

那里的 , 就取为 6
.

(H
。
) 假设线性方程

奈
一〔j

·
(‘卜 f

, “ ,。;
’

“, g
:

“, 〕X

有一个指数二分法
,

即存在一个方程的基本解矩阵 少(t) 和一个秩为 m 伙 1《m . 《。) 的 m x 。

阶矩阵 Q
,

使得下列不等式成立
:

!巾(t)Q中
一 ‘(s) }( L e x p [ 一拼(t一 s )〕 (o( s( t< + co )

{小(t)(Im 一Q )中
一 ‘
(s) }簇L e x p [一拼(s一 t)〕 (0( t《 : < + oo )

这里不妨设

仍拭价

、,.产Q 一( I m , 。

\ 0 0

其中 I。 , 是 m 补 x 。补

的单位矩阵
。

L
, 拌是正常数

,

为计算方便起见
,

不妨设 巾(0) = I。
。

注愈 如果 f
二
(t)一f

, (t功万
‘(t) g

,

(t)关于 t 一致有界 (由条件 (H
3 )知 ,

这是 显 然 成 立
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的)
,

f
,

(t)一f
,
(t)o 万

’
(t)夕

.

(t)有 。苦
个特征值的实部 R e几(t )成一 2拼< o ,

(。一 m 共 )个 特征值

的实部 R e元(t)》 2拼> o
,

且 f
:

(t )一f
,
(t)g 于‘(t)g

,

(t)对 t 的一次微分在 。《 t< + co 上适当小
,

则条件(H
.

)成立(见〔8 〕)
.

现在
,

我们对某个 自然数 R 来讨论外部问题 (1
.

3 )的求解
.

外部问题
、..,.1、/

!
d 劣

J r = J (t
,

劣
,

梦; 己) , x (U ; 己)二互
下 (己)

(1
.

3 )

召 己芬
d 夕

“ g (t
,

x
,

梦; ￡)

这里当然要求占气 0) = x 。

(0 )
.

我们来求下面形式的渐近解

(x
关

(t
, 。)

,

夕共 (t
, e)) == (二言(t)

,

, 尝(t))+ 乙 (x 萝(t)
,

夕节(t))。
,

+ (牙全(t
,
。)

,

牙萝(t
, 。))

把上述展开式代入方程(1
.

3 )
,

得

二f (t
,
二曹

,

y言
,

0 )
, , 言(0 ) = 占言

(3
.

1)

书。
阮

.

山d汇

0 = g (t
,

% 誉
,

夕言
,

0 )

留
一‘, ‘才, · , ·‘, ‘才, ·, · ,

·

‘才
, ·

,
,

· , ‘。, 一‘,

!
“

筑一
: (矛)· :二 : (才)·,

一
(,

, ·) (·- 1
,

2
,

一 * )

!
(3

.

1 )
,

这里

占
关
(。) 二 乙 君节

。,

+ 。
;
(。)

,

f竺(t)= f
:

(t
,
二言(t )

,

夕言(t)
,

0 )

等等
.

余项p
,

(t
, e ) , q

,

(t
, 。)是 以二贯

,

夕全
,
⋯

, 二节
一 : , 夕节

一 ,

为变元
、

以依赖于 t , x 言(r)
, 夕言(t)

的函数为系数的多项式
.

由条件 (H
,
)一 (万

3
)保证问题 (3

.

1 )
,

在 0成 t< + co 上有唯 一 解
.

再 加 上 条 件 (H
‘
)

,

(H
。
)

,

通过讨论余项的积分方程
,
我们可以得到

:

定理 1 若条件 (H
,
)一 (H

。)成立
,

则对任意给定一个正整数 R
,

存在正 常 数
。否

,

P0
,

使得对任何一个函数 梦 (e )〔E ‘ ,

满足 梦 (e )二C ol (雪全(约
,

0)
,

其中 鱿 (的是任意 的 m 关 维 向

量
,

占贯(o)二牙
。
(o )

,

}占贯(
e)一牙

。
(o ) }< 尸

。, 0《。
( e杏

,

问题 (1
.

3 ) 有 唯 一 解
, x == 劣盆(t

, e )
,

, = 夕要(t
, e )

,

在 0( t+ < 二
, 0《。成“ 上满足

二类(才
, e )二乙

二t(t )e
,

+ O (。R
十’)

, , 艾(才
, 。) = 乙 梦季(t)。

f

+ O (。
R 十 ’)

这里
“

O
”

在 。( t< 十 co
, 。( 。成。

丁上一致成立
,

而且存在常数
K : ,

使得

馨
(,

, ·)

1
+

}馨
“

, ·
,

}
( 二 ‘”( ‘< + 一 0《

·‘己‘,

】舀全(
。)一 牙

。
(0 ) }< 户

。 .

其中
, 。

(0 ) = C o l俘 。(0 )
,

0 )
.
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首先引进一个变量变换

x = u + 冗
二节(t)。

, , 梦= p (‘)。 + 乙广 (t) : ,

一 (g言(t))
一 ’g 竺(t)u (3

_

2 )

这里 正E , ,

硬E
” ,

函数 x 节(t )
,

时 (t )由方程(3
.

1) 决定
,
尸(t )为条件(H

4

)所给 出
.

利用这

个变换
,

方程(1
.

1) 变成

二A (t)刀+ G (t
, “ , v , 。) (3

.

3 )
面--dt

d u 。
‘

.

~ 二
‘

一
.

二寸= B (t) u + C (t)v + F (t
.

“
.

口
.

。)
,

d t 一 ~
、 ’ 产” ’ ‘ “ ’ / “

“
“ ’ , ” , 一 , 。 / ,

其中 B “) = f竺(t)一f节“)(g 言(t))
一 ‘g重(t)

,

A (t )是条件 (H
‘
)中所给出的

.

C (t)= j言(才)P (t)

F (t
, 。 , 。 , 。)= f(t

, u + 乙
、节。

, ,

p 。 + 乙衅
。,

一 (g言(t))
一 ’g 重u

, 。)一f
关(t)

一 乙 〔f重(t)二节+ f吉(t), 节+ 户节(t) ]。
,

一 B (t)u 一C (t)。

G (t
, 。 , v , 。)= p

一 ’
(才)g (t

, 。 + 乙
, 节。

, ,

p 。+ 兄夕t。
,

一 (夕节)
一 ’g 重。

, 。)

一
,

_ _
.

d
, 。

』 _
‘ , _ _

一
. _ _

_
‘ . _ _ _ _

+ ￡尸
一 ’

(t ) 二 :

L(g百(t ) )
一 ’

g 二(% )Ju 十 ￡厂 一 ’

(t) (g 芬(t ) )
一 ‘

召二(t) L刀“ + 七“
以 洛

+ F (t
, u , ” , “)卜

“p
一 ‘

(t)p
‘
(t)v一 p

一 ’
(t)A (t)。一 p

一 ’
(t)万 「f重(t)二份

+ f言(才) g节+ P季(t)〕:
,

一P
一 ’

(t )一

当。
,

}
u
{

,

}
。
!充分小时

, 可以证明

蕊
。, “’“’

‘ ’

F (才
,

o
,

o
, 。)= O (: R 十 ’

) , F
。

(t
, 。 , 。 , 。)

,

F
。

(t
, 。 , 。 , 。)= 0 (。 + {

。
}+ !

v
})

这里
“
O

”

表示在。( t< 十二上一致地成立
.

对于 G
,

‘
。 ,

矶 也有类似的估计式
.

从而
,

当 !
u ,

1
,

l
u 。

}
,

}
: ,

1
,

!
。2

1( , ;

时
,

有

(3
.

4 )

IF (a
, 。 : , 二 : , 。)一F (a

, 。2 , 。2 , 。) 1( L
l
(: + 2下,

) (}u
,
一。 :

1+ 】
v :
一 v :

})

{G (a
, u , , 。, , 。)一 G (a

, u Z , 。2 , e ) 1( L
:
(: + 2 , 1

) (1
。,
一 u :

}+ !
v ,
一 : 2

1)

在。( t< 十 co 上一 致成立
.

其中 , , ,

L
,

为正常数
.

考虑到矩阵A (t )是分块上三角形阵
, 其对角元为(A “)d

,
冰 d

; ,

‘“ 1
,

⋯
,

N

C o l(。
, ,

⋯
, v , )

,

其中
。‘〔E d

; , i= 1
,

⋯
,

N
.

方程组 (3
.

3) 满足初始条件

召

(3
_

5 )

,

我们令
v 二

u (o ) = 。
,
(: )

,
日: (: )= 省补 (。)一 习扩

。·

记 日
,
(。)== C o l(日 , ,

(。)
,
日 : 2(。))

,
日

, ,
(。) 是 m 斧 维 向 量

,
e

: :

(。)是 fn 一。朴 维 向 量
。

显然
,

日; : (的二 0
.

设 , 是一个满足 o< ? < 1 的待定常数
,

又定义

S = dia g (S ‘) (i= 1
,

2
,

⋯
,

N )



无穷区域
_

!二非线性向量方程初值问题的解的渐近性质

为
” X 。

阶矩阵
,

其 中 S
‘
二衬匀

、,

九
,

是 d ‘x d
‘

阶单位阵
,

我们对方程组(3
.

3) 作变换
: 。 = S 阴

,

就得到

N

佘一
‘矛,二 C ‘, , “动· F ‘才

,

一“?
,

·,
, ·(。, 一 。

上
‘·,

!
半

一 : 一 , (, ) : W + : 一。(才
, · ,

s ?
, ·)

{
(3

.

6)

把方程组(3
.

6) 化成下列积分方程组
:

、........皿....11
‘1....,.........

·(,
, ·)一 , (, )。

!
(￡) +

{:
巾(‘)Q少一 (a )〔C(U )s二 (。 )+ F (a

,

一
, ·, 〕d a

一

!;
-

功 ‘
(,

, 。)一

毛{:

小(亡)(Im 一Q )小
一 ‘(a )〔C (a )S 叨(a ) + F (a

, “ ,

叨
, : )〕d 。

N

乙* ‘
(,

,

a
, 。)

〔 (3
.

7 )
七一 ‘+ 1

v。一,
‘·(。)w 。(a )+ : 一G

。
(a

, 。 ,

功
, 。)
〕
d a

(i= 1
,

⋯
,

M )

、

兄叨 , (,
, 。)

一
1
{
一 , , (,

,

。
, 。)「

￡ J o L
今一 J + l

: 。
一 , , , 。(a )二·(a ) + , 一 , G , (a

, 。 ,

,
, 。)

」
d a

(j= M + 1
,

⋯
,

N )

这里甲
‘
(t

,
a

, e )
,

势‘(t
,

二
, e )

,
A

‘。 ,
A s,

由条件 (H
‘
)给出 ; 价(t)

,

Q 由条件(H
。

)给出
.

F (a
,

。 ,

二
, 。)

,
G (a

, u ,

叨
, 。)代替 T F (a

, u ,

S 。
, 。) , G (a

, u ,

S 二
, 。)仍具有性质 (3

.

4 ) , (3
.

5 )
.

积分

号下的求和号
“

名
”

当 ‘= N 或 了二 N 时为零
.

我们利用逐次迫近法证明积分方程 (3
.

7) 存在唯一解
.

下面用记号 }
·

I表示矩阵和向量的

满足相容性的范数
,

可以任取一种范数
,

这里我们取 卜}为 l 范数
,

即

(a
‘, )

. : ,

n

一

黑(石 ,一 ,)
,

!(x
, ,

⋯
,

x
二

) ,
I= 兄 !x

‘
}

首先注意到
,

由分部积分和条件(H
‘

)知
:

{:
}, ‘

(,
,

a
, ·) }、·、L

Z·,

!;
一 },

‘
(‘

,

a
, ·)、“a、L

Z￡

其中 L
Z

为与
。无关的常数

.

先证存在性
.

不妨取
。 ‘。’= 训

。 , = o ,

则由以下迭代公式可得迭代序列 {u(l
, ,

侧
‘, }荞

。 :

这(u “夕
, 田“’)的迭代公式可由(3

.

7 )式的右端积分号内的 (u
,

* )用 (。“
一 ’) ,

二“一 ” )代替而得到
。

设 △‘
+ ’(t

, 。 )= s u p { {
u “ + ‘’(a

, e )一 u “ , (a
, 。) {+ !切“

+ ” (a
,
。)一 , “, (a

,
。) }}

0 ( 『‘ 亡

因为 l
“(‘一 )(,

, 。)一 、(‘) (,
, 。) }成 一旦g

L (: + 。):
!
〔+ OO )

户

其中

}二沂
‘十”(t

, : )一 , {‘’(t
, 。 ) !( L

:

[ (N 一‘)vC 、+ ? 一 ‘p 〕么‘(+ oo )

(f= 1
,

⋯
,

M )

1二 {
‘十‘’(t

, e )一叨 {
‘’(t

, e ) 1( L
Z

〔(N 一j)vC
, + , 一 了p 〕△‘(+ oo )

(j = M + 1
,

⋯
,

N )

么‘( + oo )若△
‘
(+ co

, 。)
,

C = m a x { s u p C (t)
,

l }
,

p = L : (。+ 2 , : )
0 ‘ 今“

训。
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C
;
: 二二 盆n a X

2“ (J‘ N

{ su p IA
‘,
}卜

0 ‘ 召< + 二心

A“ ’‘+ 一 , (
〔

一

〔(

ZCL

拌

(: + 。) + L
Z

(丛今妙 c
, : + : 一。 )飞八

‘(+ co )

、 自 , J

ZCL

拼

+ 万‘

飞
一

听
,

功
: 十

(
ZCL

拼

+ L
Z : 一 “

)
p

〕
“: (+ 一 )

我们取 , 适当小
,

使得

(
Z CL

拼

N (N 一 1 )

2

c
I
L

2

)》
、
:

取定 , 后
,

取 。
充分小 (以后将说明, ,

也随之很小)
,

使

ZCL

拼

+ “
2 , 一 “

)
。(

{

从而得
八: · 1

(+ oo )( 李八
‘(+ oo )

乙

如果 △
,
(十 co )< 十。

,

则 乙 八火十二 )

收敛
。

而 一(‘
, 召)一 , (‘)。

1

(6 ) +

{:
, (‘)Q, 一 (a )F (a

,

。
,

。
, 巴)d a

一

{:
一 ‘(, )(,一。)。一(a )F (。

,

。
,

。
, 。)、a

, 、 、

1 「
‘

, .
_ 、 _ ‘

。
, _ 。 。 、 , ,

二
_ 。 , 、

脚“
’

又r
, e ) = 二

一

l 甲‘气不
,

U
, 己 )下

’

廿 ‘气U
, V , U , 己) u 仃 L不== 1 , 乙 ,

⋯
, 工心 j

乙 J O

, , 、 . 、

1 户‘
, , 、 _ 、

。
, _ _ 、 , , . : ,

二
、 , 、

叨 }
‘ ’

(犷
, 召) = 一

一
_

一

1 梦, L r ,

a
, ￡ )下

’

廿 s灭a
,
U

,
U

, 己)a U 吸] == IVI 一 1 ,

⋯
, 义v )

心 户 ‘

因 日
l
(。)= C o l(日

, 1
(。)

,

0 )
,

则日
l
(。)= QO

,

(。)

少(t)日
:
(。 )= 中(t)Q中

一 ‘
(a )巾(a )日

,
(e )

1中(t )日
,
(e ) !( {中(t)Q少

一 ’
(a 川 巾(a 川 日

,
(。) }

其中a 固定
.

所以
,

!中(t)日
,
(e ) }= O (。召

十 ‘

)
,

当 。、 o 时
,

在 o《才< + co 上一致成立
.

从而 A , (+ co )= O(。左
+ ‘)

因 {
u ‘, , (t

, 。) 1
,

1功“, (t
, 。) !《E A

a

(+ 。 )( ZA ‘(+ co )

则 护,

( ZA , (+ oa )== O (。R + ‘)

故当
。
充分小时

, , ,也随之充分小
.

又因 兄 夕(十 oo )

收敛
,
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乙 A ‘(+ co )镇 2八
,
(+ 二 )= O (。左

+ ’
)

所以
,

当 。
充分小

,

即存在
: ‘,

使 o< 。( 。‘时
,

序yIJ {u “, (t
, 。)

,

。 (‘夕(t
, 。) }在 0( t< + co 上

-

致收敛
.

由迭代公式知
,

{u “ , (才
, 。)

,

功“, (才
, 。) } 是 ￡的连续函数

,

且
。、0

+

时
,

存在极
‘

限
.

所

以
,

{。“, (t
, 。)

,

田“, (t
, 。)} 的定义域可以扩充到 0 ( 。( 。‘, 0( t< + 。上

,

于是 {u (‘’(t
, e )

,

切“’(t
, : ) }在O成 t< + 二

,

o( 。( 。‘_仁一致收敛
,

显然
,

其极限函数 (u
,

二 )是方程组 (3
.

7) 的解
.

从而
,

对充分小的
。 ,

以 O簇。( 。‘)方程组 (3
.

7) 在 O( t< 十 oo 上有解
.

因而方程组(3
.

6) 在

o( t< + co
, o( 。( 。‘上有解 (u

,

田 )
,

且满足
u (t

, 。)
,

山 (t
, e )= O (。

R 十 ‘
)

.

同理可证 (3
.

6) 的解的唯一性
.

至此
,

定理 1 的第一部分证毕
.

下面我们考虑方程组 (3
.

7) 的解对初始值 封 (。)的光滑性
.

由常微分方程有关知识得知
,

方程组 (3
.

7) 的解对 鱿 (。)是可微的
。

因为

占爷 (。) = 乙占节
: ,

+ e
,

(: )

所 以
,

解(u
,

。 )对 鱿 (。)的导数等于 (u
,

切 )对 日
, ,
(。)的导数 ,

且把它们记为 (‘
,

奋 )
.

应
,

奋 应满

足下列方程组 (这可由(3
.

7) 形式求导得到 )
:

。(,
, ·)一 C 。‘(巾

1

(‘)
,

。) +

{:
, (‘)Q, 一 (a ) : C (a )S ‘ (a )

+ F
。
(a

, u ,

切
, 。)‘+ F 。 (J

, u ,

功
, 。)伪〕d J

一

{:
一 , “, “。 一Q , ,

一

“a , 〔C (a , ““ (a ’

+ F
。
(a

, u ,

切
, 。)应十F 。 (a

, u ,

切
, 。)奋〕d a

物‘(才
, ￡) = l:

, ‘(‘
,
a

, ·
,

〔 A ‘* (J ), 七一

“
。(a ) + , 一‘G ‘。(a

, u ,

田
, ￡)应 (3

.

8 )

N

乙
正一 ‘+ 1

+ : 一G ‘。 (a
, 。 ,

。
, 。)“

」
d 口

(f= 1
,

2
,

⋯
,

M )

‘ , “
, ·,

一 : {厂
, ! (,

,
a

, ·)

〔乙 ? k 一 J且 , 。(a )‘
。
(a )

专, 了+ 1

+ : 一 , G , ·(a
, · ,

田
, · )。+ : 一 , G , 。 (a

, · ,

?
, ·)“

〕
d a

(j= M + 1
,

⋯
,

N )

其中 小(t )二C o l(少 , (t)
,

少
:
(t ))

,

小
,
(t)是 。关 又 。矩阵

.

我们仍通过逐次迫近法来证明(3
.

8) 存在唯一解
.

取 u (。’= 二 ‘。, = o ,

并在(3
.

8 )的右端分另}{用应“
一‘’,

血 “ 一 ‘, , u ( ‘一 ’) ,

。 “ 一 ’)
代替 应

,

奋
, 。 ,

功 就

得到确定“
‘’,

初“ ’
,

l= 1
,

2
,

⋯的迭代公式
,

而 (““ ’
,

阴 “’)由前面第一部分的证明中所确定
。

引进记号△ ‘十 ‘(t
, 。)= s u p { !公“

+ ”(a
, e )一 盛“’(a

, 。) !+ 1而 “十 ‘) (a
, e )一奋“ ’(二

, 。) !}
O ( 口戈 亡

则当 。
充分小

,

取 , 适当小时
,

有

: , , . 、
_ 1 1 、卜 1 : , , . 、 . , _ 、

/ 1’、‘
2

森
, ,

凸
’

‘十 co ) 气 气厄, 凸 “ 十 co ) 十 钊一 土
伙

一

厄
几

)
‘Vl △

‘

(十 co

其中M为适当常数
.

因为Al (+ oo )= O (沙
+ ’
) 八

’
(+ Qo )< + 二

,

则
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乙 夕(+ oo )( 2人
’

(+ ? ) + 4厕八
‘

(+ co )< + co

所以
,

{“ ‘, (t
, 。)

,

场内 (t
, 。)于在0成 t< + co

,

0 < e
(

。“上一致收敛
。

从迭代公式可以看出{应“, (t
, 。)

,

伪“ , (t
, e )} 在 : = o 处连续

,

所以
,

一

可把 {应“ , ,

白 “ , }的定

义域扩充到0簇 t< + oo
,

0成。( 。“上
.

且 {应“ , ,

伪“’}在 。( t< + co
,

0( 。成。“ 上也 一致收敛
,

其极限函数 (‘
,

奋 )满足方程组 (3
.

8 )和估计式

}应(t
, 。) {+ 】伪(t

, 。) {簇K 苦

常数K 关
不依赖于 t〔[ o

,

+ co ) , : 〔仁。
, 。“ ]

.

同
、

理可证 (3
.

8) 解的唯一性
.

所 以
,

证得方程组 (3
.

7) 存在唯一解
,

且对 日
, ;

可微分
,

从而方程组 (3
.

6) 存在唯 一解

(尹
,

沪 )
,

且对鱿 (。)可微
,

满足

口x 补

a鱿 1
+

!翼; {
、K

,

”、‘< + 一“《·( ·
‘

1

’‘, ‘己, 一‘
。

“ , ‘< “。

定理 1 证毕
。

现在假设 (1
.

1 )的外部解 (即方程 (1
.

3) 的解) 碟
,

嵘存在
.

在(1
.

1) 中作变量变换
:

‘ , r 二
仕

八 = x 一 x 旅
, I = 夕一 , 益

, T =
一。

得

份一了
(￡一 “

,

Y
, 巴)

,

尤‘“, 一考‘
·,

)
公

一。(二
,

、
,

:
, ·)

,

、 (。)一、(
·)

{
(3

.

9 )

其中 尹(
: : ,

尤
,

y
, 。)= f(

。: , 二兰+ X
,

夕美+ Y
, 。)一f(

: : ,

x 孟
,

梦孟
, 。)

吞(
: : ,

X
,

Y
, 。) = g (。:

, x 美+ X
,

, 孟+ Y
, : )一 g (。:

,
x 孟

,

梦盆
, : )

考(
。)= 占(。)一扩 (: )

,

分(
: )二 呀(。)一此 (o

, : )

如果方程 (3
.

9) 有解
,

且解关于
己是 R + 1阶连续可微

,

且在
。二 O处连续

,

则解可表示为

(尤
*

(T , 。)
,

y
*
(:

, : )) 一 乙 (尤
,

(: )
,

Y
,

(T ))。
,

+ (牙
3
(:

, 。)
,

牙
‘
(: , 。) )

将上式代入 (3
.

9)
,

得
:

镇
。
一 。

,

x
。

(。)一 :
。

贷
一、(。

,

、
。 ,

:
。 ,

。)
,

:
。
(。)一、

。

(3
.

1 0 )
。

“ P
r

(r )
,

尤
,

(0 )= 羞
,

二夕
二
(: )大

,

+ 夕: (: )Y
,

+ Q
,

(: )
,

Y
,

(o )= 分
,

(r = 1
,

2
,

⋯
,

R + 1 )

(3
.

1 0 )
,

丫T
‘ ,丁茂d朴d
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这里 羞(
: ) = 乙 勇

, 。r

+ 。
:
(。)

,

分(
。)= 乙云

, 。 ,

+ 。
3

(。)

。
二 (: ) 一

霎
(O

,

、
。 ,

y
。 ,

。)
,

。
:

(·)一

昌; (0
,

X
。 ,

Y
。 ,

0 )

尸
,

(T )
,

Q
,

(: ) 是 以 X
, ,

Y
I ,

⋯
,

X
, 一 , ,

Y
, 一 ,

为变元
,

以依赖于
T ,

X
。
(动

,

Y
。
(动 的函数为系数

的多项式
.

定理2 若条件(H
I
)一 (H

。
) 成立

,

则对充分小的
。 ,

存在一个 k 维流形夕
:
(。)仁E “ 十 ’ ,

使得当(考(
。)

,

云(
e ))〔夕

:
(。)时

,

方程 (3
.

9 )有唯一解 X 二 X
*
(: , 。)

,

Y 二 Y : (: , 。)
,

满足

X
:
(:

, e) 一 乙 X
,

(: )“
,

== O (。
R “)

,

Y 。(: , 。) 一 乙 Y
r

(: )。
r

= O (。
R + ‘

) (3
.

1 1 )

这里O (。
“斗 ‘

)当 。。 + o 时
,

在0 ( t< + 。上一致成立
.

R 是任意固定的自然数
.

X
, ,

Y
,

可由

(3
.

1 0)
,

唯一确定
.

最后
,

存在常数 M
,

v,
, 。竹

,

使得

IX
, (:

, e ) I+ }Y
: (:

, 。) {( M
e x p 〔一 v ‘: j (0( t< + co

,

0 ( 。簇。艺)

证 因为夕
r (t

,

0
,

o
,

o )= 夕盆(t
,
二誉(t)

,

夕曹(t)
,

o )
,

由条件 (万
:

) 和 (H
。
)知存在一个光滑可

逆矩阵R (t) (见 [ 9〕)
,

满足R (t )
,

R
一 ‘

(t)关于 t 一致有界
,

使得

R
一 ’

(t)互
r (t

,

0
,

0
,

0 )R (t)二 d ia g (D (t)
,

E (t))

这里D 是存x 舟矩阵
,

它所有特征值的实部R e从 t) 簇一 Zd < 0
,

E 是 (n 一的 X (n 一 k) 矩阵
,

它所

有特征值的实部R e之(t) ) Zd > o
,

在。簇 t< + co 上
.

下面我们仍 然是对在定理 1 中所固定的 R

来讨论
。

对方程 (3
.

9) 作变换

X = U e x p [一 d r〕
。 ,

一
、

/ 犷 、
Y 一 e x p 〔一 d r lR (“T )又命)一夕于

‘
(￡丁

,

”
,

”
,

O)夕
x (“丁

,

”
,

O
,

O)U e X p卜“‘习
‘

其中犷〔E 气 砰〔E
” 一 “ ,

则方程 (3
.

9) 变成

= dU + 歹(。:
,

U
,

犷
,

砰
, 。)

,

U (o )= 里
关 (。)

二 (D (。: ) + dl 。)犷+ 乡
,
(。: ,

U
,

U
,

W
, 。)

,

犷(o )二分全(
。 )

= (E (。: )+ dl
。 一 *

)邵 + 乡
:
(。:

,

U
,

F
,

W
, 。)

,

环 (o )= 分竺(
。 )

(3
.

13 )
!

、
2

1
2

dU击邵击

d 班
d r

其中I 。是几x 几单位阵
,

I
。 一 。是(n 一九) x (, :一九)单位阵

,

里
关 (。)= 羞(

。)
,

有全(
。)

卜 R
一 ‘

(o ) [分(
。)+ 夕歹

‘
(o

,

o
,

o
,

o )夕
二 (o

,

o
,

o
,

o )考(
。)丑

,

犷
,

研
, 。)= 。e x p [d : 〕{f(

。: , x 美+ U e x p 〔一 6 : j
,

卜U\分言(

歹 (。T

。: + 一 p 卜“· : R
(豁)

一 。、
1

(。·
,

。
,

。
,

。)

·

夕(
。: ,

0
,

o
,

0 )U e x p 〔一 d : 」
, 。)一f(

。: ,
二美

,

夕蕊
, : )}

, 咯
.

、 _
,

“ (r / _
.

, 二 , 。 _ 。
.

, 。 。 二、

了厂 、

沙 = 气渗; )二“
一

‘

(“r )iLg气
己丁 , “贾+ 口 “X p L一“了 J

,

“夏十 e x p L一 “了」式气砰)

一 、、
1
(二

,

。
,

o
,

。)。
工 (二

,

。
,

。
,

。)U 一p (一。·)
, 。

)
一。 (己·

,

/ :
.

、:
, ·)

〕
一

p 〔“·卜 。*

(芬)
一 *

/

(品)
+

其
(‘、

1
(二

,

。
,

o
,

O)“
·‘￡一 0

,

。
,

。, , U
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+ ”;
’

“一 o
,

”
,

O ,”
·“r ,

”
,

”
,

O, ,
}

口了.、
、.

、...产
声

奋
一

洲

了上n
O

D (￡丫) + 占I,
0

E (￡r) +

其中讹
,

乡
,
〔E 气 布竺

,

乡
2
〔E

”一 , .

容易证明
:

当。 ,

}U }
,

}厂 }
,

}砰 }。 0时
,

有估计式

夕 = O【。( }U }+ }厂 1+ }W })〕( L
3
(: (}U }+ }U {+ }W ! ))

乡‘二O (}U l+ }川 + }W l)( L川 U 】十 }厂 ! + }W })

歹
。 ,

歹
。 ,

歹
。 ,

歹
, ,

乡
‘。 ,

乡
‘。 ,

乡‘二 = O (。+ }U I+ {U I十 l研 l)

《L
3
(。 + }U {+ }犷1+ }W !)

其中‘二 1
,

2
.

L
3

是正常数
.

且对夕
,

乡的上述估计适用于歹
: ,

乡
. ,

乡
。 .

设 x (‘
,

a
, “)

,

州 丁 ,

a
, 。) 是下列方程组的基本解矩阵

:

{ (3
.

1 4 )

佘
一 (D (二) + d‘, , x

,

x ‘a , 一‘
, ,

d劝 _
,
二

, _ _ 、 . : , 、 ; ‘、 , _ 、

_ ,

下〕二丁 ~ 叹乙 、“ 声甲 U I ” 一 舌夕W
,

W 、L, 夕~
J
一 全

以 工

则有
}x (:

,

a
, 。) }( k

o e x p 〔一 d
。
(: 一 a )〕

}势(
: ,

a
, e ){簇九

。e x p [一占
。
(。一 : )〕

其中k
。,

占
。

是常数
.

(见 [ 6三)
.

(0( 二( : < + 。
,

O( e( 。
若)

(0 成: ( a < + co
,

0《。( 。‘)

我们考虑微分方程组(3
.

1 3) 的特定初始值问题
,

其积分方程形式为
:

、......,屯
、/吸........夕

U ‘一 ,
一{:一

p 〔“(

一
) : , (己a

,

U
,

U
,

砰
, ￡)d a

厂(·
,
。, 一、(·

,

“
, ￡)”: (

￡) +

!:
x (·

,
a

, 6 ) ,
1
(一

,

U
,

矿
,

W
, ·, d a

砂‘
· ,
“)
一{:

一 , (·
,
a

, ￡) ,
2 (￡。

,

U
,

厂
,

班
, ·)、a

(3
.

1 5 )

由引理 1 知
,

存在
a ;

> O
,

当几
。

}分李(
。)] ( a ,

时
,

方程组 (3
.

15 ) 有唯一 解
,

且满足下列不

等式
:

}U (:
, 。) {+ }厂(r

, 。) }+ }班 (:
, , ) {成

s ,

}云荃(
。) 1

e x p〔一 , 。: 」

(O( 丁< + co
,

0成。( : ‘0 ) ) (3
.

1 6 )

其中
s ; , , 。 , 。‘。’是正r$’数

,

d
。

/ 2 <
, 。< d

。 .

下面证明方程组 (3
.

15 )的解 U (:
, 。)

,

U (:
, : )

,

研 (:
, 。)是 ￡ 的光滑函数

.

为此
,

我们先

假设 U
,

U
,

砰 关于
￡ (在 。( t< 十 co 土 ) 有 R + 1 阶导数

,

求出这些导数的估计式
.

对方程

(3
.

1 5 )形式地求导 (关于
。) r次(r = 1

,

2
,

⋯
,

R + 1 )
:

f
十 劝 二 。 , 、 , 。

、
; : . 、 .

、
; 厂 , 、

口
‘ ’

气T
, “ , = J ’

L丁
, “ , 一J

, e X p 匕。 L丁一 J , JL笋 U 口
、”十 笋 ‘厂 、 ’

+ 歹w’砰
(r , 」d a

厂(r )‘一 , 一 K
·

‘·
, ·, +

l:
、(·

,

a
, ·)〔,

1·U (一 + 乡
1
二 厂‘·

十 乡
; 二

·

附
‘r’」d a

f
十臼

伴
’

“ 丁 , “ , 二与 气丁
, “ , 一J

,

梦气丁
,

a, “ , L沙
ZU 曰 “ 十沙

’下
’

厂 、 ‘ ’

(3
.

17 )
,

十乡
: 二

·

W
、 ,

门d a
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由引理 2 知
,

有估计式
:

(r = 1
,

2
,

⋯
,

R + 1 )

毖
、 (·

,

a
, ·)

卜一
p 「一“

·

(

一
, 〕

(0 ( a ( 丁< 十 。
,

0( 。( 此 )

d
r

d己
f

其中
、: , 、2 ,

⋯

劝(丁
,

厅R + z ,

a
, ·)

1
、·

⋯
p : 一“

·

(口一 , :
(O( T簇a < + co

,

O《。簇。答)

d
l ,

d
Z ,

⋯
,

d : 十 , , 。艺是正常数
,

且满足

一 , 一 。 、 。 、 、 。 、

1
。

厅 ‘气仔2

气
‘

”气“R + , , O 。户O ,

户 “
’

户O R + ‘

户万o “

现在来证明(3
.

1 7) 存在唯一解
.

当。= 1时
,

由引理 3 知
:

}J
l

(:
, 。) }+ iK

I
(:

, 。)一+ }L
l
(:

, 。) l、a l

(}、
, (。) !+ d分

芳(。)

d e !)
二 p〔一“

‘丁〕

由引理 4 知
:

积分方程 (3
.

1 7)
工

存在唯一解
,

且解满足

IU “’(: , : ) }+ }厂
‘, ’(: , 。) }+ }班

‘” (:
, 。) }

、·2

(!、
· (·) ! +

1备
、
·
(·)

1)
二 p 「一。

1·」

假设积分方程 (3
.

17 )
,

当 : ~ 0
,

1
,

⋯
,

l时都有解
,

且解满足

l 一二 了 d 舌
_

T\
一U ‘· , (: , e ) 1+ l厂‘” (了

, “) l+ l川 ‘” (‘
, “) {( s ·

又乙 !扮 行
’ (“){)

e X p〔一“
·T 〕

今 . U

由引理 3 知
:

“
!一‘一 , , + ,K

!一‘一 , , + ,L
!一‘一 , }、一(兰

_ 竺
_
_ 二芳 , 。 、

公 ‘ 了I 、 G ,
r J 八 . J 、 r

瓦名 G

d 七

)
e x p 〔一。

Z一‘〕

由引理 4 知
:

积分方程 (3
.

17 )‘
十 :

有解
,

且解满足
:

IU “‘ ” (:
, 。) }+ }犷

(“ ” (:
, 。) }+ }研“+ ‘’(:

, 。) }

、召Z+ 1

(斟!
一

募
”
·‘￡,

I)一卜
“!

一〕

所以
,

我们得到先验估计
:

(r = o
,

1
,

2
,

⋯
,

R 十 1)

/

上 万 d k 卜
IU ‘’ )(丁

, “) }+ }犷 (” (丁
, “) {+ !W

‘r , (r
, “) I( s ·

气乙 {亦行
’
(‘)!)

eX p卜“
·‘」

七 之 U

(0成 : < + 叻
,

0《。( 。,

)

这里
: 。 , s , ,

⋯
, : : + 1 ,

拼。
,

拼工
,

⋯
,

拼: 十 : , 。。 , 。: ,

⋯
, 。 : 十 , ,

a 。 ,
a , ,

⋯
,

a : 十 , ,

都是常数
.

且
: 。簇s : (

⋯( s : 十 , ,

拼。> 拼,

> ⋯> 拼: + l , 巴。) 。、》⋯》。: + , , a 。

簇a l

( ⋯( a : 十 : .

现在
,

我们来证明方程(3
.

1 5 )的解有关于
。 的刀 + 1阶导数

,

且在
“二 O处连续

.

证明方法

仍用逐次迫近法
.

对 (3
.

1 5) 式关于
。
求导

:
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U ‘’)‘一,

一{:
-

一

{:
‘习

e x p仁d (: 一 a )〕(a歹
:

(a )+ 萝
:

(a ))d a

e x p [6 (: 一 a )〕[歹
。
(a )U “ ) + 夕

; (a )厂‘’)

+ 夕斌a) 研“’」d a

矿 (1 , (·
, ·

卜 晶
〔z (·

,

。
, ·)、

· (·) : +

{:
仁x

.

(·
,

a
, ·) ,

1
(a )

+ 、(·
,

a
, ·)(a ,

1。
(a )+ ,

1 :

(a ))〕d a +

{:
x (·

,
a

, ·)

·

l昊
,

, 。(。 ) U (1 ) +

晶乡
1·(。 , 犷

‘”

十

晶
,

1评
(。)万

(生,

〕
d 。

附
《! )(·

, 己)

一{:
一 仁,

。

(·
,

a
, ·) ,

2
(a )+ , (·

,
。

, ￡) (a ,
2 ·

‘a )+ ‘
2 ·

一

{了
, (·

,

a
, ￡)

〔乳
,

2 ·(a )U (‘) +

篇
”

2·‘a ,犷 (‘,

+

豁
,

2 , (。 ) 附
‘! )

」da

(3
.

1 8 )

= 犷
。
= 附

。
= o

,

U ;
‘, = 厂i

‘) = 砰 ;
‘’= o

,

我们通过 (3
.

15 )和(3
.

18 )可得到{U ‘,

砰
‘}

,

{U ;
’) ,

V ;
” ,

砰 {
‘, }的迭代公式

,

其中U {
‘, ,

厂;
‘) ,

砰;
‘,
分别是 U ‘,

犷‘,

W
‘
对

。

数 (i= 1
,

2
,

⋯ )
.

犷. ,

的导

由 {U {
‘, ,

厂{
‘, ,

W ;
‘, }的迭代公 式

,

我们有估计式
:

}U ‘犷
1

(·
, 。

卜 U “
1’(一) . 、

{:
飞
· p〔“

一
, 〕“ + a , ‘L

3 , △“。
, 己

, d a

犷:护
1

(·
, ·)一 厂;

1少(·
, ￡) {、

{:
,亡1

二p 〔一 “1 (

一
, 〕‘2 + a ,‘L 3 :

·

八
!

(a
, ·, d a +

!:一
p 仁一“

。
‘

一
, 〕仁C

么: 1
△“a

, ·, (3
.

1 9 )

、............... J

了..............

+

{:一
p 〔“(

一
, 〕「C

Z : 1
八“。

, ·, + ‘L
3 , △矛

’)‘a
, ·

, , d a

+ 4 L
s甘A : ‘, (a

, 。)」d a

}砰 ;犷
:
(: , 。)一附;

’少(: , 。) l
‘
!:

一。

一
p仁“

1
‘一

“ , 〕‘2 十 。’‘L
3下

’

△ ‘戈汀
, “, “a + J

, “。e X p L“。吸丁一 J ’JL七 “, ‘凸 ‘LU
, “’

+ 4L
: , 么{” (a

, 。)]d 口

其中 △。(r
, 。)

IU
‘

!
,

}犷
‘

}
,

= }U
‘(: , 。)一U ‘一 :

(:
, 。) 1 + l厂

‘(:
,

。)一 厂‘一 , (:
, 。) ! + !研

‘

(: , 。) 一 附 ‘一 : (: , 。) }

}W
‘

!《丫
,

i = 1
,

2
,

⋯
,

, 是固定常数
.

C : 二 m a x 笼s o p }F
“ :

(t
, :‘,

、
, 。) }

,

{s u p {F
。。

}
, s u p }F

。二
!

:
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o簇才< + 二
,

!
u
{

,

}。 }( 6
,

0 ( 。簇。。}

设 I“ ;
‘,
l

,

i 犷;
” l

,

{附 ;
‘, l( 下l ,

A ;
‘, (:

, 。)二 {U ;
” (r , 。)一 U ;少

,
(:

, : ) l

+ }厂;
‘, (:

, 。)一犷扛; (
, 一 。) }+ {研 ;

” (:
, 。)一 班;止;(

: , e ) {

又 。:
! , (·

, ·)一 。
,

。、
1 ) (·

, ·)一

柔
(、(·

,

。
, ·)

·

*
· (·))

,

牙 ;
1 ) (·

, ·)一 。

6 8 5

所 以 △;
‘’(:

, 。)( 刀
le x p 〔一 d

, 二 l

当 。充分小
,

, 取得适当小时
,

利用数学归纳法容易证得
:

A ;
‘’‘一 , 、

{
3 a

·

M
l
(一

‘)
(音)

” 一 ’
+

(告)
” 一 ’

刀
1

}一
p 〔一

, ·〕

M
,

为常数
。

所以 乙 八;
‘, (‘

, “)

一致收敛
,

取下: 二 3刀
: ,

显然

E △;
” (: , 。)( , , e x p [一 ”,‘ ]

于 是
,

{U ;
‘,
I

,

iV ;
‘,
{

,

{班 ;
‘,
】《护

;

成立
.

{ U
‘,

犷‘
,

w
‘}

,

{明
‘, ,

州
” ,

W ;
‘, }在 。簇

: < + co
,

o( 。( 。; 上一致收敛
.

从而证得
,

积

分方程的解对
。一次可微

,

在 o( : < + co
,

0( : ( 。 ,

上连续
.

假设方程 (3
.

15 )的解在 O( t< + co
,

O( 。( 。 , _

L对
: 是 r次可微

,

要证 (3
.

1 5) 的解在 O(

t< + co
,

0( 。( e
, + :上对

。是 ; + l次可微
.

由引理 3 和引理 4
,

类似可证

乙 △)
’ + ‘, (丁

, “)

公一 1

一致收敛
,

即 {U ;
, , ,

厂;
, , ,

邢 ;
r , }

,

{U ;
’+ ‘户 ,

厂{
r 十 ‘, ,

W ;
’ + ‘, }一致收敛

.

所以
,

方程 (3
.

1 5 )

对
。
为 (r 十 1) 次可微

.

为了使微分方程能化成积分方程 (3
.

1 5 )
,

方程 (3
.

1 3) 的初始条件必须满足

考
关 (。)二 U (o

, 。:

云全)
,

分
铸 (。) = W (o

, 。;

分贯)

令 了
, (。)二诬(考

芳(。)
,

分全(
。)

,

方竺(
。)) {考

关 (。)二 U (o
, 。;

云贯(
e ))

,

分贯(
。) = 研(o

, 。 ;
分贯(

: )) }

定理 2 证毕
.

现在
,

我们综合定理1
、

2
,

可得到定理 3 :

定理 3 若条件 (H
,
)一 (万

。

)成立
,

则存在一列单调下降的函数序列 {。, }
,

和一列 几+ 。关

维流形{S : (e )}〔E 仍 + ” ,

使得当(雪(。)
,

刀(。))〔S
:
(。)时

,

问题 (1
.

1 )有唯一解 x = , (t
, 。)

,

夕=

夕(t
, “)

,

0( t< + oo
,

0(
。簇 。: .

并且存在一个外部解 (、委(t
, : )

,

夕节(t
, 。) ) 和一个边界层解

(X , (:
, 。)

,

Y
:
(r

, 。))使得

刀竹(二(,
, : )

,

。(,
, 。))= (二贯(才

, : )
,

。; (,
, 。) )+ (、

*

(杏
, 。

、
,

y
;

\ \ 乙 /

(0簇 t< + oo
,

0簇￡簇￡召)
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其次
,

外部解满足

x 类(才
, 。)一乙

二节(t)。
,

== O (。R“ )
,

夕类(t
, 。)一乙时 (才)。

,

= O (。
丑十 ‘

)

其中O (。
R 斗 ‘

)当 : 。 + o 时
,

省升 (。) = 戈芳 (0
, 。)

.

边界层解满足

r 一 O

在0( t< + co 上一致成立
.

对 (t )
,

夕节(t )是由问题 (3
.

1) 所决定
.

刃
:
(: , 。) 一乙 X

,

(: )。
,

二O (。
” + ’

)
,

Y * (:
, 。)一 乙 Y

,

(: )。
,

二O (。
双 + ‘

)

最后
,

存在正常数{万; ,

名
: ,

艺。}
,

使得

IX
: (:

, 。) ! + Iy
:
(:

, 。) l簇、
,
l。(

。)一嵘 (o
, 。) ]

。x p 〔一石
: : 〕

在O( : < + 二
,

0 ( 。( 宫: 上成立
.

证 现在假设占伙
。)是按定理 1要求的

￡的光滑函数
.

令双 (t
, 。 ; 占勺

,

夕类(t
, : ; 占勺 是 (1

.

1)

的外部问题 (1
.

3) 的解
.

作变换

X 一二一 x
”(‘

, 。 ; ; · )
,

Y一。一。: (‘
, 。; 、

·
)

,

一普
则X 二刃 : (:

, e )
,

Y = Y : (: , 。)是方程 (3
.

9 )的解
,

且满足X : (o ) = 考(
。)

,

Y : (o )= 分(
e)

.

通过变换 (3
.

1 2 )
,

U (o) = 考
关 (。)= 考(

: )
,

厂(o) = 分梦(
。)

,

研(o) = 分贯(
。)

.

这里 衬 (。) 是

通过 梦 (。)
,

分
:
(。)变换而得到的

.

记 (3
.

1 5 )的解为U (:
, : ; 君苦

,

分贾)
,

犷(:
, 。;

分
. ,

分贯)
,

W (:
,

。 ;
考
关 ,

分贯)
,

则X 二 X : (: , 。 ;雪气讹 )
,

y = Y : (:
, : ; 占

, ,

分全)
.

由方程 (3
.

7 ) 知
, x 贯(t

, 。 ; 君关 ) 的前

面耐个分量等于梦 (。)的前面 m 关个分量
.

令 省(。)= C o l信
,

(。)
,

占
:

(。))
,

U = C o l(U
: ,

U
Z

)
,

其中
,

省
: ,

U
,
〔君爪气 舀

2 ,

U
Z
〔百 , 一 川二

我们将要证明
,

存在 梦 (。)= C o l(占蓄(。)
,

o )
,

使得

占
,
(。)一 舒 (。)= U

,
(0

, 。; 占苦 (。)
,

牙 (刀(。)一 夕类(0
, : ;雪

关
) ))

这里牙 (刀(: )一嵘(0
, 。 ; 省

苦

(。))) = 分犷(
。)

.

先证U
,

V
,

砂是封的光滑函数
.

对方程 (3
.

1 5) 关于 鱿形式求导得
:

r + ‘泊

。 ‘丁
, “’ = 一J

, e x p L“又丁一 a ’Jt犷 U (兀’。 + , 以兀’厂

+ , 评 (二 )附 十 , ; , (二 )〕d 汀f , .

{
扩‘丁

, “’

一
X ‘丫

,

0
, “’

严”
1
‘。

, “; 雪护’
.

+
{
。

“
丁 ,

口
, “’〔乡

’“‘“’“

{
+

凳竺
(二 )犷 + 乡

IW (“ , 牙 + 乡 1‘老‘“ , 〕

尸
J

}
万‘一 ,

一J
,

“

一
, 〔乡

2·‘二 , U + 乡
2·‘“ , 犷

}
+ 乡

Z w (二)附 + 乡 2梦 (二 )〕d a Z

(3
.

2 0 )

其中口
,

夕
,

才表示U
,

犷
,

W对舀
: 的一 阶导数

,

夕美
,
(o

, 。 ; 君护)是Q
一 ‘(o)[。(“)一沪(0

, “ ;雪犷) +

卯
‘
(0

,

o
,

o
,

o)女
二 (o

,

o
,

o
,

o )(省(。)一省
,
(。))」的前面存行组成的左x n矩阵

,
二 (a

, e )= (。a
,

U
,

犷
,

附
, 。;叠璧)

.

由方程 (3
.

1) 决定的才(t )
,

梦粼t) 显然是梦 的光滑函数 , 因为(a / 口占犷)碟 “
, : ; 占

补

)
,

(。/此护功益(t
, 。; 护)关于 t是一致有界的

,

所以 口邓闰占犷
, 口夕扩/ 。省护关于 t也一致有界

.

显然夕 (的
,
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乡 ; (劝
,

乡
:

(的 是封的光滑函数
,
仍具有(3

.

10 的性质
.

与定理 2 关于
。可微性的证明方法一

样
,

通过逐次迫近法
,

可以证明 (3
.

20 )有解
,

且解是 (3
.

1 5) 的解对鱿的一次微分
,

满足

I口(:
, : ) ! + !夕(:

, 。) ! + 1才 (: , 。) l成M
o e x p仁一 , : 〕

这里M
, , 是常数

, , < 占
。 .

翁所以 愁
‘O

’ “’

(￡) ) O (: )

肆

在O( t< 十 co 上对每个小
。> O 成立

.

令 口 烤犷
, 。) = 占

,

(。)一肆 (。)一U
,
(0

,

因封 (o )= 雪
、
(0 )= 二。(0 )的前m 关

个分量组成的向量
,

U l
: _ 。
二 0

,

则有 口“t(0 )
,

O)

由歹的性质 (3
.

1 4) 知
,

= O

又因
a日(鱿

, 。)

a鱿
= 一 I一口

:

(o
, 。; 雪犷

,

分犷)

则有 蟾
: 。 (“犷(。,

,

”,

一
‘

由隐函数存在定理知
:
口 (肆

, 。)= 0唯一决定并 = 雪犷(。)
.

因而每固定氨(: )
,

刀,

(。)之后
,

随之确定 占
2

(: )
,

刀:
(。)

,

使得问题 (1
.

1) 存在正则退化的渐

近序列解
.

即存在一个寿十。
苦维流形S : (。)

,

当(占(。)
,

刀(。))〔S : (: )时
,

有定理 3 的结论
.

上述讨论是对固定的自然数R 进行的
.

由条件 (H
,
)一 (H

。
)知

,

R 可以是任意取的
.

故对

每个自然数 R
,

存在一 个k + 。关维流形
,

即存在一列 m 关 + k 维流形 {S
。
(: )}

: o( 。( 。: ,

满足

定理 3 的要求
。

定理 3 证毕
.
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Asym pto tie Pro pe rties o f So lu tio n s o f N o n lin e a r V ee to r

In itia ! V a lu e Pro ble m o n the In fin ite In tG rva !

K a n g She n g
一

lia n g Z h a n g A n 一

jia n g

(T o og jf U 。宕v e rs了t口
,

S h a o g ha i)

Abst ra e t

In t h is Pa Pe r w e st u d y in it ia l v a lu e p r o b le m s o n th e in fin ite in te r v a l
:

(1
.

1)
!
、

!
了

、,

、J巴己沪r、
‘

‘冲
d %

d t
= f(t

, x ,
g : e )

, x (o
, 。

)二占

·

岔= g (t
, 二 ,

g ; 。)
,

g (o
, 。)=

w h e r e x ,

f〔E
阴 ,

g
,
g 〔E n , e 15 a r e a l s m a ll p o s it iv e pa r a m e te r ,

o《t< + co
.

O n

th a t g ,

(t) 15 n o n s in g u la r a n d u n d e r o th e r a s su m p tio n s ,
, e h a v e p r o v e d th a t

e o n d it io n

th e r e a r e

s e r ia l (k + 。
.

)
一d im e n s io n a l m a n ifo ld s {S

*

(
。

)}〔E
阴 + “ s u e h th a t (1

.

1) d e g e n e r a t e s r e g u la r ly

pr o v id e d (占(
“

)
,
刁(

。

))〔S : (
。

)
.

B e s id e s ,

th e R 一 o r d e r a sy m pt o t ie e x p a n s io n s o f so lu t io n s a r e e o n s tr u e t e d
, a n d th e ir

e rr o r s a r e e s t im a t e d
.


