
文章编号：１０００⁃０８８７（２０１７）０４⁃０４２１⁃１１ ⓒ 应用数学和力学编委会，ＩＳＳＮ １０００⁃０８８７

各向异性压电介质摩擦接触界面
波动特性分析

∗

路桂华１
，　 赵　 曼２

，　 岳　 强１

（１． 山东农业大学 水利土木工程学院， 山东 泰安 ２７１０１８；
２． 石家庄铁道大学 土木工程学院， 石家庄 ０５００４３）

摘要：　 应用 Ｆｏｕｒｉｅｒ（傅立叶）分析及奇异积分方程技术研究了弹性波与一般压电介质单侧接触界

面的相互作用问题．以界面只产生滑移不分离的情况为例，分析了问题的求解思路和过程，给出了

弹性波引起界面滑移或分离的条件．以六角晶系极化碳酸钡陶瓷材料和三角晶系石英材料为例，分
析了不同材料摩擦接触界面对弹性波入射的不同反应，给出了不同的入射角及不同的外加压力和

电场对界面的影响特性．界面产生滑移和分离时，问题的边界条件具有非线性，导致高频谐波出现，
以石英材料为例分析了高频成分随外加条件的变化特性．
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引　 　 言

压电材料在外力作用下会产生电场，外加电场也可使其产生机械变形，这种机⁃电耦合效

应使得压电材料在信息、新材料及航天等很多高科技领域得到了广泛的应用．界面是工程结构

中广泛存在的一种结构形式，它具有与其他组合结构和材料截然不同的性质，往往是整个结构

失稳或破坏的源泉．接触界面只能传递压力，不能承受拉力，因此称作单侧约束界面．接触界面

问题按空间进行分类［１］主要分为半平面问题、半空间问题和空间的接触问题．半平面问题大多

情况是研究冲头与弹性半平面边界直线相接触问题；空间问题主要研究接触理论在空间遥感

器动力学分析中的应用问题；半空间问题主要是研究相接触的物体各占半个无限空间或半空

间冲头压在半无限空间的边界平面上的问题，接触区为一小面积．弹性波与半空间接触界面相

互作用问题的研究［２⁃４］主要基于 ３ 种模型：光滑接触界面、摩擦接触界面及高粗糙度界面．对光

滑接触界面，当外加压力足够大时，入射波强度不足以引起界面分离，界面法向应力和位移分

量连续，为线性问题，求解较简单．Ｍｕｒｔｙ［５］ 较早研究了不同弹性介质光滑接触界面上的波，发
现了非弥散滑动界面波，并讨论了其存在条件．Ｗａｎｇ 等［６］ 对各向异性介质滑动界面波的存在
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及特性进行了更深入的研究．当入射波足够强时，界面会产生局部分离，界面分离区和闭合区

应该分别建立边界条件，分离区应力和位移不连续，边界条件具有非线性，这种边界条件称作

单侧边界条件，相应的问题称作单侧问题．Ｃｏｍｎｉｎｏｕ 和 Ｄｕｎｄｕｒｓ［７⁃８］ 借助 Ｆｏｕｒｉｅｒ 分析和奇异积

分方程，对平面简谐波和非简谐波在分离光滑接触界面上的反射或折射问题进行了研究和讨

论，这种求解问题的方法为解决摩擦接触问题提供了思路，他们［９⁃１１］又用解决光滑接触问题的

方法求解了弹性波在摩擦接触界面上的反射和投射问题．后来 Ｗａｎｇ（汪越胜）等［１２⁃１３］ 又将

Ｃｏｍｎｉｎｏｕ 等的方法推广到波在覆层和夹层中的传播问题．摩擦接触界面有一个特点，平面波与

反平面波在界面上会相互耦合，例如入射 ＳＨ 波，在界面上会诱发 Ｐ 波和 ＳＶ 波，汪越胜等［１４⁃１７］

对波的再极化问题进行了探讨和分析．以上研究主要针对一般弹性材料，对智能材料的研究则

较少．白玉柱等［１８⁃１９］曾对一维弹性波在压电材料光滑接触界面中的传播问题进行了分析．路桂

华等［２０］针对波与两半无限大横观各向同性压电材料摩擦接触界面的相互作用问题进行过初

步的探讨和分析，横观各向同性压电材料属于六角晶系，不同晶系的压电材料本构关系和传播

特征不同．本文针对一般各向异性压电材料摩擦接触界面中波的传播问题进行了分析．

１　 各向异性压电介质中的平面波

在非压电介质中，电磁场方程和应力场方程的解是彼此独立的，而在压电介质中，由于存

在压电效应，二者不再相互独立，而是通过压电方程发生相互耦合，所以在压电体中存在相互

耦合的弹性波和电磁波．对于压电介质中弹性波的研究，和非压电介质一样仍从求解弹性波方

程着手，所不同的是，对压电介质还必须同时求解电磁波方程，而且由于存在压电效应，应力场

方程和电磁场方程也是相互耦合的，即应力场方程中存在电磁场量而在电磁场方程中存在应

力场量，称为耦合波方程［２１］ ．
对于平面问题，设 ｘ１ 和 ｘ２ 为坐标轴， ｕｉ 为质点的位移分量，引入电势函数 φ， 则

　 　 ｕｉ ＝ ｕｉ（ｘ１，ｘ２，ｔ）　 　 （ ｉ ＝ １，２，３）； φ ＝ φ（ｘ１，ｘ２，ｔ） ． （１）
压电介质本构方程：

　 　 σｉｊ ＝ ｃｉｊｋｌｕｋ，ｌ ＋ ｅｋｉｊφ，ｋ； Ｄ ｊ ＝ ｅｊｋｌｕｋ，ｌ － ε ｊｋφ，ｋ， （２）
σｉｊ 和Ｄ ｊ 分别为压电应力和电位移分量， ｃｉｊｋｌ， ｅｋｉｊ， ε ｊｋ 分别为压电弹性常数、 应力常数和介电常

数．压电介质耦合波方程：

　 　 ρ
∂２ｕｉ

∂ｔ２
－ ｃｉｊｋｌ

∂２ｕｌ

∂ｘ ｊ∂ｘｋ

－ ｅｋｉｊ
∂２φ

∂ｘｋ∂ｘ ｊ

＝ ０； ｅｊｋｌ
∂２ｕｌ

∂ｘｋ∂ｘ ｊ

－ ε ｊｋ
∂２φ

∂ｘｋ∂ｘ ｊ

＝ ０， （３）

ρ 为压电材料密度．设方程（３）有如下形式的解：
　 　 ｕｉ ＝ Ａｉｅｘｐ［ｉｋ（ｘ ｊ ｌ ｊ － ｃｔ）］； φ ＝ φ０ｅｘｐ［ｉｋ（ｘ ｊ ｌ ｊ － ｃｔ）］， （４）

式中 Ａｉ 和 φ０ 为振幅，ｌ ｊ 为传播方向分量，ｋ为波数，ｃ为波速，将式（４）代入方程（２）、（３）可得如

下表达式［２１］：

　 　 ［Ψ
－

ｉｌ － ρｃ２δｉｌ］Ａｌ ＝ ０， （５）

其中， δｉｌ 为 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ δ函数，Ψ
－

ｉｌ ＝ ｃＤｉｊｋｌ ｌ ｊ ｌｋ，ｃＤｉｊｋｌ ＝ ｃｉｊｋｌ ＋ ｅｋｉｊ ｌ ｊ ｌｋｅｋｌｊ ／ （ε ｊｋ ｌ ｊ ｌｋ） ．此式即为压电介质中平

面波的 Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ 方程．它和非压电介质 Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ 方程具有完全相同的形式．参考文献［２１］可
知：用 ｃＤｉｊｋｌ 取代纯弹性材料的 ｃｉｊｋｌ 后，非压电各向异性介质中弹性波的有关结论，对压电介质也

同样适用．由 ｃＤｉｊｋｌ 表达式可知，介质压电性的作用系仅使介质的有效弹性刚度常数增大，从而使

波的相速变大．与此相应，使弹性波的法向面和倒速度面发生变形，由于差值 （ｃＤｉｊｋｌ － ｃｉｊｋｌ） 取决
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于介质的压电常数和介电常数，因此在压电介质中声波的波速不仅与介质的弹性特性有关，也
与介质的压电特性和介电特性有关．

要使方程有解，Ｃｈｒｉｓｔｏｆｆｅｌ 方程的系数矩阵行列式应为 ０，即

　 　 Ψｉｌ － ρｃ２δｉｌ ＝ ０． （６）
当波速已知时，由式（６）可得到波的传播方向，同样若传播方向已知则可得到波速．

２　 压电介质摩擦接触界面力学模型

如图 １ 所示，上下两半无限大压电体摩擦接触，忽略运动锁定效应，界面摩擦因数为 ｆ，ｚ轴

图 １　 斜入射弹性波透过压电介质

摩擦接触界面的传播

Ｆｉｇ． １　 Ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｏｂｌｉｑｕｅ ｉｎｃｉｄｅｎｔ ｅｌａｓｔｉｃ ｗａｖｅ
ｔｈｒｏｕｇｈ ａ ｆｒｉｃｔｉｏｎａｌ ｃｏｎｔａｃｔ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ ｂｅｔｗｅｅｎ
２ ａｎｉｓｏｔｒｏｐｉｃ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｓｏｌｉｄｓ

为压电介质的极轴．外加电场 Ｅ∞
１ ，Ｅ∞

３ ，压力Ｐ∞
０ ，剪

力 τ∞
１ 作用于压电体．有一弹性波向界面入射，遇

到界面发生反射和折射．如果入射波强度相对较

弱，不足以引起界面产生变化，结构的力学行为特

征和粘着接触界面相同．当入射波足够强时，因为

摩擦接触界面不能传递拉应力，界面会发生分离

或滑移．由于弹性波强度具有周期变化的特性，界
面应力分布不均匀，会导致同一时刻同一界面不

同位置界面状态也不同．某些区域可能剪应力大

于摩擦阻力发生滑移，而某些区域可能拉应力超

过压应力产生分离．界面状态的分布特性与压电

体本身材料特性有关，还与外加作用及入射波强

度和形态有关．在一定条件下界面只发生滑移但

不分离，下文就针对此种状态入手进行分析，通过

分析可以推定界面由粘着到滑移再致分离的产生

条件．界面发生滑移或分离时，导致问题边界具有

非线性特性，因此会激发高频谐波产生．假定为平面应变问题，下文就各种状态的求解、材料特

性与外加作用对界面的影响规律及高频特征进行分析．

３　 问题的求解

为后面推导方便，将式（４）的形式做适当改变，取入射波为压电介质中任一种形式的体

波，如下：
　 　 { ｕ（０），ｗ（０），φ（０） } ＝ Ａ（０） { ｄ（０）

１ ，ｄ（０）
２ ，ｄ（０）

３ }·Ｒｅ { ｅｘｐ［ｉｋ０（ｘ ＋ ｐ（０） ｚ － ｃ０ ｔ）］ } ， （７）
其中振幅 Ａ（０） 已知， ｕ和 ｗ 分别为 ｘ和 ｚ 方向的位移， { ｄ１，ｄ２，ｄ３ } 为位移及电势极化矢量， ｋ０

为视波数， ｃ０ 为视速度， θ 为入射角， ｐ 等于 ｃｏｔ θ ＝ ｌ３ ／ ｌ１ ．根据方程（６）可知，反射波与透射波均

可能有 ３ 种形式（一个准纵波、一个准横波、一个电磁波［２１］），记反射波及透射波的形式为

　 　 { ｕ（ｎ），ｗ（ｎ），φ（ｎ） } ＝ Ａ（ｎ） { ｄ（ｎ）
１ ，ｄ（ｎ）

２ ，ｄ（ｎ）
３ }·Ｒｅ { ｅｘｐ［ｉｋ０（ｘ ＋ ｐ（ｎ） ｚ － ｃ０ ｔ）］ } ，

　 　 ｎ ＝ １，２，…，６， （８）
ｎ ＝ １，２，３ 代表反射波，ｎ ＝ ４，５，６ 代表透射波．摩擦界面上 ｚ ＝ ０，令 η ＝ ｋ０（ｘ － ｃ０ ｔ）， 则可设界

面上的面力分量为 Ｓｘ（η），Ｓｚ（η）， 电位移分量为 Ｄｚ（η）， 界面张开位移为 ｇ（η）， 界面相对滑

移速度为 Ｖｘ（η）， 界面张开速度为 Ｖｚ（η）， 界面电势差的时间变化率为 Ｖｄ（η）， 应力分量为
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σｘｘ（η），σｚｚ（η），σｘｚ（η）， 界面上下电势差为 Δφ， 则有

　 　 Ｓｘ（η） ＝ τ∞
ｘｚ ＋ σ（０）

ｘｚ （η） ＋ ∑
３

ｎ ＝ １
σ（ｎ）

ｘｚ （η） ＝ τ∞
ｘｚ ＋ ∑

６

ｎ ＝ ４
σ（ｎ）

ｘｚ （η）， （９）

　 　 Ｓｚ（η） ＝ Ｐ∞
ｚｚ ＋ σ（０）

ｚｚ （η） ＋ ∑
３

ｎ ＝ １
σ（ｎ）

ｚｚ （η） ＝ Ｐ∞
ｚｚ ＋ ∑

６

ｎ ＝ ４
σ（ｎ）

ｚｚ （η）， （１０）

　 　 Ｄｚ（η） ＝ Ｄ∞
ｚ ＋ Ｄ０

ｚ（η） ＋ ∑
３

ｎ ＝ １
Ｄ（ｎ）

ｚ （η） ＝ Ｄ∞
ｚ ＋ ∑

６

ｎ ＝ ４
Ｄ（ｎ）

ｚ （η）， （１１）

　 　

Ｖｘ（η） ＝ ∑
３

ｎ ＝ １
［ｕ（ｎ＋３） － ｕ（ｎ）］ ｚ ＝ ０ － ｕ（０） ｜ ｚ ＝ ０，

Ｖｚ（η） ＝ ∑
３

ｎ ＝ １
［ｗ（ｎ＋３） － ｗ（ｎ）］ ｚ ＝ ０ － ｗ（０） ｜ ｚ ＝ ０，

Ｖｄ（η） ＝ ∑
３

ｎ ＝ １
［φ（ｎ＋３） － φ（ｎ）］ ｚ ＝ ０ － φ（０） ｜ ｚ ＝ ０，

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（１２）

　 　
ｇ（η） ＝ ∑

３

ｎ ＝ １
［ｗ（ｎ＋３） － ｗ（ｎ）］ ｚ ＝ ０ － ｗ（０） ｜ ｚ ＝ ０，

Δφ ＝ ∑
３

ｎ ＝ １
［φ（ｎ＋３） － φ（ｎ）］ ｚ ＝ ０ － φ（０） ｜ ｚ ＝ ０，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１３）

τ∞
ｘｚ ，Ｐ∞

ｚｚ 及 Ｄ∞
ｚ 分别为等效外加剪应力、压应力及电位移，其表达式见附录．

边界条件：接触界面上面力和电位移应当连续，电边界采用可导通电边界条件： Ｄ ＋
ｚ ＝ Ｄ －

ｚ ，
Δφ ＝ ０．因为摩擦接触界面可能产生黏着、滑移和分离 ３ 种不同状态，只考虑界面滑移但未分离

的情况，建立边界条件如下：
滑移区

　 　 Ｓｚ ＜ ０， Ｓｘ ＝ ｆ Ｓｚ ， ｓｉｇｎ（Ｖｘ） ＝ ｓｉｇｎ（Ｓｘ）， ｇ（η） ＝ ０， Ｄ ＋
ｚ ＝ Ｄ －

ｚ ， Δφ ＝ ０． （１４）
黏着区

　 　 Ｓｚ ＜ ０， Ｓｘ ＜ ｆｓ Ｓｚ ， Ｖｘ（η） ＝ Ｖｚ（η） ＝ ０， ｇ（η） ＝ ０， Ｄ ＋
ｚ ＝ Ｄ －

ｚ ， Δφ ＝ ０． （１５）
对条件 ｇ（η） ＝ ０ 和 Δφ ＝ ０， 为推导方便，分别由弱条件 Ｖｚ（η） ＝ ｇ（η） ＝ ０，Ｖｄ（η） ＝ Δφ（η）

＝ ０ 代替，并确保正向张开位移及电势差在接触区内消失，这样也不失求解的正确性．
边界非线性会引起波形畸变，产生高频谐波，根据文献［６⁃１１］，将解分解为一个完好黏结

情况下的双侧解（以上标 ｂ 标识）和一个表征单侧性质的修正解（以上标 ～标识）．修正解应包

含所有高频成分的波，可写为如下形式：
　 　 { ｕ（ｎ），ｗ（ｎ），φ（ｎ） } ＝

　 　 　 　 Ｒｅ { { ｄ（ｎ）
１ ，ｄ（ｎ）

２ ，ｄ（ｎ）
３ }·∑

∞

ｍ ＝ １
Ｆ（ｎ）

ｍ ｅｘｐ { ｉｍｋ０［ｘ ＋ ｐ（ｎ） ｚ － ｃ０ ｔ］ } } ，

　 　 ｎ ＝ １，２，…，６， （１６）
其中 ｃ∗ｉｊ 为未知系数，令 Ｆ（ｎ）

ｍ ＝ Ｄ（ｎ）
ｍ ＋ ｉＥ（ｎ）

ｍ ．将式（１６）代入式（２）本构方程得

　 　

σ（ｎ）
ｘｚ

σ（ｎ）
ｚｚ

Ｄ（ｎ）
ｚ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

＝ Ｒｅ {Ｂ（ｎ） ｋ０∑
∞

ｍ ＝ １
ｉｍＦ（ｎ）

ｍ ·ｅｘｐ［ｉｍｋ０（ｘ ＋ ｐ（ｎ） ｚ － ｃ０ ｔ）］ } ， （１７）

Ｂ（ｎ） 表达式见附录．因此，界面上的面力和电位移可以写成如下形式：
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Ｓｘ

Ｓｚ

Ｄｚ

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

＝

τ∞
ｘｚ ＋ Ｓｂ

ｘ ＋ σ （ｎ）
ｘｚ

Ｐ∞
ｚｚ ＋ Ｓｂ

ｚ ＋ σ （ｎ）
ｚｚ

Ｄ∞
ｚ ＋ Ｄｂ

ｚ ＋ Ｄ（ｎ）
ｚ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

＝

τ∞
ｘｚ ＋ Ａ０

１ ｓｉｎ（η ＋ η １）

Ｐ∞
ｚｚ ＋ Ａ０

３ ｓｉｎ（η ＋ η ２）

Ｄ∞
ｚ ＋ Ｄ０

ｚ ｓｉｎ（η ＋ η ３）

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

＋

　 　 　 　 Ｒｅ {Ｂ（ｎ） ｋ０∑
∞

ｍ ＝ １
ｉｍＦ（ｎ）

ｍ ｅｘｐ［ｉｍｋ０（ｘ ＋ ｐ（ｎ） ｚ － ｃ０ ｔ）］ } ， （１８）

式中 Ａ０
１，Ａ０

３ 及 ｃ∗ｉｊ ＝ ｃ－ ｉｊ 为复数，其数值的获得见文献［２２］，对界面上下介质相同时它们的表达式

见附录，

　 　 η ｊ ＝ ａｒｃｔａｎ
Ｉｍ（Ａ０

ｊ ）
Ｒｅ（Ａ０

ｊ ）
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
　 　 （ ｊ ＝ １，２，３） ．

接触界面内应力及电位移连续，双侧解部分自然连续，单侧解部分也应连续，因此有

　 　 ∑
３

ｎ ＝ １
σ （ｎ）

ｘｚ ＝ ∑
６

ｎ ＝ ４
σ （ｎ）

ｘｚ ； ∑
３

ｎ ＝ １
σ （ｎ）

ｚｚ ＝ ∑
６

ｎ ＝ ４
σ （ｎ）

ｚｚ ； ∑
３

ｎ ＝ １
Ｄ（ｎ）

ｚ ＝ ∑
６

ｎ ＝ ４
Ｄ（ｎ）

ｚ ． （１９）

将式（１７）代入式（１９）可以得到

　 　 {Ｆ（４）
ｍ 　 Ｆ（５）

ｍ 　 Ｆ（６）
ｍ } Ｔ ＝ Ｈ {Ｆ（１）

ｍ 　 Ｆ（２）
ｍ 　 Ｆ（３）

ｍ } Ｔ， （２０）
其中 Ｈ 表达式见附录．将式（１６）代入式（１２）可以推出

　 　 { Ｖｘ（η） － Ｕｘ 　 Ｖｚ（η） － Ｕｚ 　 Ｖｄ（η） － Ｕｄ } Ｔ ＝

　 　 　 　 ｋ０ｃ０∑
∞

ｍ ＝ １
ｍ（Ｌｍｓｉｎ（ｍη） ＋ Ｒｍｃｏｓ（ｍη））， （２１）

其中 Ｌｍ 及 Ｒｍ 为三维向量，表达式见附录， Ｕｘ，Ｕｚ，Ｕｄ 分别为平均滑移速度、平均分离速度、平
均电势变化率，其表达式为

　 Ｕｘ ＝
１
２π ∫

π

－π
Ｖｘ（η）ｄη； Ｕｚ ＝

１
２π ∫

π

－π
Ｖｚ（η）ｄη； Ｕｄ ＝ １

２π ∫
π

－π
Ｖｄ（η）ｄη ． （２２）

因为入射波具有周期性，问题的解也具有周期性，可只取一个周期，如 ［ － π，π］ 进行研究．设
压力足够大界面没有发生分离，只有滑移，且 ［ － π，π］ 内存在一个滑移区间，记为 （α，β） ．根
据弱条件 Ｖｚ（η） ＝ ｇ（η） ＝ ０，Ｖｄ（η） ＝ Δφ（η） ＝ ０，可知 Ｌ（２）

ｍ ＝ Ｒ（２）
ｍ ＝ Ｌ（３）

ｍ ＝ Ｒ（３）
ｍ ＝ ０．结合式（２１）

可得

　 　 ∑
∞

ｍ ＝ １
ｍ［Ｌ（１）

ｍ ｓｉｎ（ｍη） ＋ Ｒ（１）
ｍ ｃｏｓ（ｍη）］ ＝

　 　 　 　
０ （ － π ≤ η ＜ α， β ＜ η ≤ π），
（ｋ０ｃ０）

－１［Ｖｘ（η） － Ｕｘ］ （α ≤ η ≤ β） ．{ （２３）

进一步可得

　 　 { Ｌ（１）
ｍ ，Ｒ（１）

ｍ } ＝ １
ｍπｋ０ｃ０

·∫β
α
Ｖｘ（η） { ｓｉｎ（ｍη），ｃｏｓ（ｍη） } ｄη ． （２４）

结合式（１８）、（２４）及附录表达式，再根据公式

　 　 ∑
∞

ｍ ＝ １
ｃｏｓ（ｍｘ） ＝ － １

２
＋ π ∑

∞

ｍ ＝ －∞
δ（ｘ － ２πｍ）， ∑

∞

ｍ ＝ １
ｓｉｎ（ｍｘ） ＝ ｃｏｔ（ｘ ／ ２）

２
，

可以推出

　 　 Ｓｘ ＝ τ∞
ｘｚ ＋ Ａ０

１ ｓｉｎ（η ＋ η １） － １
πｃ０

{ Ｔ１１ ∫β
α
Ｖｘ（ζ）·∑

∞

ｍ ＝ １
ｃｏｓ［ｍ（ζ － η）］ｄζ －
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Ｑ１１

２ ∫β
α
Ｖｘ（ζ）∑

∞

ｍ ＝ １
ｓｉｎ［ｍ（ζ － η）］ｄζ } ， （２５）

　 　 Ｓｚ ＝ Ｐ∞
ｚｚ ＋ Ａ０

３ ｓｉｎ（η ＋ η ２） － １
πｃ０

{ Ｔ２１ [πＶｘ（η） － １
２ ∫

β

α
Ｖｘ（ζ）ｄζ ] －

　 　 　 　
Ｑ２１

２ ∫β
α
Ｖｘ（ζ）ｃｏｔ

ζ － η
２

ｄζ } ， （２６）

其中 Ｔｉｊ 和 Ｑｉｊ 分别为矩阵 Ｔ 和 Ｑ 的第 ｉ 行 ｊ 列元素，矩阵 Ｔ 和 Ｑ 表达式见附录．将式（２５）及
（２６）代入边界条件式（１４）可以得到奇异积分方程如下：

　 　 ＰＶｘ（η） － Ｗ
２π ∫

β

α
Ｖｘ（ζ）ｃｏｔ

ζ － η
２

ｄζ － Ｐ
２π ∫

β

α
Ｖｘ（ζ）ｄζ ＝

　 　 　 　 ｃ０ ｆ·［Ｐ∞
ｚｚ ＋ Ａ０

３ ｓｉｎ（η ＋ η ２）］ ＋ ｃ０［τ∞
ｘｚ ＋ Ａ０

１ ｓｉｎ（η ＋ η １）］， （２７）
其中 Ｐ ＝ Ｔ１１ ＋ ｆ·Ｔ２１， Ｗ ＝ Ｑ１１ ＋ ｆ·Ｑ２１ ．不考虑 Ｃｏｕｌｏｍｂ（库仑）摩擦的运动锁定效应， 则有下式

成立：
　 　 Ｖｘ（α） ＝ Ｖｘ（β） ＝ ０， Ｓｘ（α） ＝ － ｆ·Ｓｚ（α）， Ｓｘ（β） ＝ － ｆ·Ｓｚ（β） ． （２８）

根据式（２７）和（２８）联立求解可以确定滑移区 （α， β） 及滑移速度 Ｖｘ（η）， 进一步由式（２５）求
得界面力， 根据附录公式求高频谐波幅值．令 ΔＳ ＝ ｆ·Ｓｚ（α） － Ｓｘ（α） ， 在黏着区应有 ΔＳ≥
０， 如果不满足此条件，说明存在多个滑移区或分离区， 并有分离区 Ｓｚ ＝ ０ 来判定产生分离的

条件．

４　 算 例 分 析

分别以压电材料六角晶系极化陶瓷钛酸钡和三角晶系石英为例进行了计算和分析，设界

面上下为同一种材料，钛酸钡极化陶瓷材料常数

　 　 ｃ１１ ＝ １５０ ＧＰａ， ｃ１３ ＝ ６６ ＧＰａ， ｃ３３ ＝ １４６ ＧＰａ， ｃ４４ ＝ ４４ ＧＰａ，
　 　 ｅ３１ ＝ － ４．３５ Ｃ ／ ｍ２， ｅ１５ ＝ １１．４ Ｃ ／ ｍ２， ｅ３３ ＝ １７．５ Ｃ ／ ｍ２， ρ ＝ ５ ７００ ｋｇ ／ ｍ３，
　 　 ε １１ ＝ １ １１５ × ８．８５ × １０ －１２ Ｃ ／ （Ｖ·ｍ）， ε ３３ ＝ １ ７００ × ８．８５ × １０ －１２ Ｃ ／ （Ｖ·ｍ）；

石英材料常数

　 　 ｃ１１ ＝ ８６．７４ ＧＰａ， ｃ１３ ＝ １１．９１ ＧＰａ， ｃ３３ ＝ １０．７２ ＧＰａ， ｃ４４ ＝ ５７．９４ ＧＰａ，
　 　 ｅ１１ ＝ ０．１７１ Ｃ ／ ｍ２， ε １１ ＝ ４．５２ × ８．８５ × １０ －１２ Ｃ ／ （Ｖ·ｍ），
　 　 ε ３３ ＝ ４．６８ × ８．８５ × １０ －１２ Ｃ ／ （Ｖ·ｍ）， ρ ＝ ２ ６５１ ｋｇ ／ ｍ３ ．

假定 Ｃｏｕｌｏｍｂ 摩擦因数取为 ｆ ＝ ０．１，外加等效剪应力 τ∞
ｘｚ ＝ ０．

图 ２～图 ５ 分别为极化钛酸钡陶瓷和石英材料、入射角分别为π ／ ６和π ／ ３时ΔＳ⁃η 关系图．从
图 ２ 中可知对于极化钛酸钡材料， 入射角 π ／ ６ 时，比值 － Ｐ∞

ｚｚ ／ Ａ０
３ 在 ２．６６～４ 这个范围内界面存

在一个滑移区（滑移区内 ΔＳ ＝ ０），当 － Ｐ∞
ｚｚ ／ Ａ０

３ 超过 ４ 时滑移区渐渐消失，界面处于整体黏着状

态，也就是说要使界面不滑移， － Ｐ∞
ｚｚ ／ Ａ０

３ 应当大于 ４．当 － Ｐ∞
ｚｚ ／ Ａ０

３ 接近或小于 ２．６６ 时， ΔＳ 开始

出现负值，说明界面开始出现多个滑移区或分离区．
图 ３ 为入射角为 π ／ ６ 时，石英材料的 ΔＳ⁃η 关系图，对于石英材料要想控制界面不发生滑

移，比值 － Ｐ∞
ｚｚ ／ Ａ０

３ 必须超过 １０８ 以上．从图 ２ 和图 ３ 对比来看，相同的外加条件时，石英材料比

极化钛酸钡材料摩擦界面更容易发生扰动，也就是说要想控制界面不动，石英材料比极化钛酸

钡材料需加几十倍的外加等效压力．
图 ４ 和图 ５ 为入射角为 π ／ ３ 时，极化钛酸钡材料与石英材料的 ΔＳ⁃η 关系图．对于石英材
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料界面开始产生滑移的外加压力界限为 ５６．５．从图 ３ 和图 ５ 对比可以看出．相同的外加条件下，
入射角度的不同对石英晶体界面的影响较大，入射角度越小界面越容易发生扰动．相对来看，
入射角度对钛酸钡陶瓷影响要小些．这主要是因为不同晶系的压电晶体，各方向的压电常数和

介电常数差别很大，对外加环境的反应区别也就很大．

图 ２　 极化钛酸钡材料， 入射角 π ／ ６， － Ｐ∞
ｚｚ ／ Ａ０

３ ＝ ２．６６， 图 ３　 石英材料， 入射角 π ／ ６， － Ｐ∞
ｚｚ ／ Ａ０

３ ＝ １０５

３ 和 ４ 时 ΔＳ⁃η 关系图 和 １０８ 时 ΔＳ⁃η 关系图

Ｆｉｇ． ２　 Ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ΔＳ⁃η ｆｏｒ － Ｐ∞
ｚｚ ／ Ａ０

３ ＝ ２．６６， ３ ａｎｄ ４ ｗｈｅｎ ｔｈｅ Ｆｉｇ． ３　 Ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ΔＳ⁃η ｆｏｒ － Ｐ∞
ｚｚ ／ Ａ０

３ ＝ １０５ ａｎｄ １０８ ｗｈｅｎ

ｉｎｃｉｄｅｎｔ ａｎｇｌｅ ｉｓ π ／ ６ ｆｏｒ ｔｈｅ ｐｏｌａｒｉｚｅｄ ｃｅｒａｍｉｃ ｍａｔｅｒｉａｌ ｔｈｅ ｉｎｃｉｄｅｎｔ ａｎｇｌｅ ｉｓ π ／ ６ ｆｏｒ ｔｈｅ ｑｕａｒｔｚ ｍａｔｅｒｉａｌ

图 ４　 极化钛酸钡材料， 入射角 π ／ ３， － Ｐ∞
ｚｚ ／ Ａ０

３ ＝ ３．７５ 图 ５　 石英材料， 入射角 π ／ ３， － Ｐ∞
ｚｚ ／ Ａ０

３ ＝ ５３

和 ５．５５ 时 ΔＳ⁃η 关系图 和 ５６．５ 时 ΔＳ⁃η 关系图

Ｆｉｇ． ４　 Ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ΔＳ⁃η ｆｏｒ － Ｐ∞
ｚｚ ／ Ａ０

３ ＝ ３．７５ ａｎｄ ５．５５ ｗｈｅｎ ｔｈｅ Ｆｉｇ． ５　 Ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ΔＳ⁃η ｆｏｒ － Ｐ∞
ｚｚ ／ Ａ０

３ ＝ ５３ ａｎｄ ５６．５ ｗｈｅｎ

ｉｎｃｉｄｅｎｔ ａｎｇｌｅ ｉｓ π ／ ３ ｆｏｒ ｔｈｅ ｐｏｌａｒｉｚｅｄ ｃｅｒａｍｉｃ ｍａｔｅｒｉａｌ ｔｈｅ ｉｎｃｉｄｅｎｔ ａｎｇｌｅ ｉｓ π ／ ３ ｆｏｒ ｔｈｅ ｑｕａｒｔｚ ｍａｔｅｒｉａｌ

图 ６～图 ９ 为石英晶体，入射角为 π ／ ３， 界面产生滑移时激发的高频谐波幅值与 － Ｐ∞
ｚｚ ／ Ａ０

３

的变化图（图中 Ｆ１ 和 Ｆ２ 分别代表一次谐波和二次谐波幅值）．从图 ６ 及图 ８ 可看出，随着

外加等效压力的增大，反射一次及二次波幅值均逐渐减小，当 － Ｐ∞
ｚｚ ／ Ａ０

３ ＞ ５６．５ 时，界面整体黏

着入射波完全透射，不再有反射发生．图 ７ 表明，透射波中和入射波传播方向相同的一次谐波

（ｎ ＝ ６） 随着 － Ｐ∞
ｚｚ ／ Ａ０

３ 增大而有增加， 其余两个幅值随着 － Ｐ∞
ｚｚ ／ Ａ０

３ 增大而减少， 两条线看似与

坐标轴平行， 是因为变化量与幅值量相比太小的缘故．图 ９ 表明，３ 个透射二次谐波幅值均随

－ Ｐ∞
ｚｚ ／ Ａ０

３ 增大而减少．总体来说，石英晶体摩擦界面产生扰动是会激发高频谐波产生，但高频

７２４各向异性压电介质摩擦接触界面波动特性分析



成分相比入射波强度相当微弱．

图 ６　 石英材料， 入射角 π ／ ３， 反射一次谐波幅值 图 ７　 石英材料， 入射角 π ／ ３， 透射一次谐波幅值

随 － Ｐ∞
ｚｚ ／ Ａ０

３ 的变化关系图 随 － Ｐ∞
ｚｚ ／ Ａ０

３ 的变化关系图

Ｆｉｇ． ６　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ ａｐｐｌｉｅｄ ｐｒｅｓｓｕｒｅ － Ｐ∞
ｚｚ ／ Ａ０

３ Ｆｉｇ． ７　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ ａｐｐｌｉｅｄ ｐｒｅｓｓｕｒｅ － Ｐ∞
ｚｚ ／ Ａ０

３

ｏｎ ｔｈｅ ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｗａｖｅ ｍｏｄｅ ｏｆ ｏｎ ｔｈｅ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｗａｖｅ ｍｏｄｅ ｏｆ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ω（ｍ ＝ １） ｆｏｒ ｔｈｅ ｑｕａｒｔｚ ｍａｔｅｒｉａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ω（ｍ ＝ １） ｆｏｒ ｑｕａｒｔｚ ｍａｔｅｒｉａｌ
ａｎｄ θ ＝ π ／ ３ ａｎｄ θ ＝ π ／ ３

图 ８　 石英材料， 入射角 π ／ ３， 反射二次谐波幅值 图 ９　 石英材料， 入射角 π ／ ３， 透射二次谐波幅值

随 － Ｐ∞
ｚｚ ／ Ａ０

３ 的变化关系图 随 － Ｐ∞
ｚｚ ／ Ａ０

３ 的变化关系图

Ｆｉｇ． ８　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ ａｐｐｌｉｅｄ ｐｒｅｓｓｕｒｅ － Ｐ∞
ｚｚ ／ Ａ０

３ Ｆｉｇ．９　 Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ ａｐｐｌｉｅｄ ｐｒｅｓｓｕｒｅ － Ｐ∞
ｚｚ ／ Ａ０

３

ｏｎ ｔｈｅ ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｗａｖｅ ｍｏｄｅ ｏｆ ｏｎ ｔｈｅ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｗａｖｅ ｍｏｄｅ ｏｆ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ω （ ｍ ＝ ２）ｆｏｒ ｔｈｅ ｑｕａｒｔｚ ｍａｔｅｒｉａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ω （ ｍ ＝ ２）ｆｏｒ ｔｈｅ ｑｕａｒｔｚ ｍａｔｅｒｉａｌ
ａｎｄ θ ＝ π ／ ３ ａｎｄ θ ＝ π ／ ３

５　 结　 　 论

本文探讨了斜入射弹性波与两半无限大压电介质摩擦接触界面相互作用问题，利用 Ｆｏｕ⁃
ｒｉｅｒ 分析及奇异积分方程技术对问题进行了求解，并通过算例对问题进行了分析．总结起来可

得出如下几点结论：
１） 弹性波与压电材料摩擦接触界面相互作用会导致界面产生滑移或分离，文中给出了滑

移状态区间分布位置的求解．滑移状态或分离状态的分布与入射波状态及外加作用有关，如果

－ Ｐ∞
ｚｚ ／ Ａ０

３ 很大，则界面不会滑移或分离，文中给出了判断方法．外加电场通过改变外加等效压

８２４ 路　 桂　 华　 　 　 赵　 　 曼　 　 　 岳　 　 强



力或剪力对控制界面状态起作用．
２） 界面的波动特性与压电材料本身特性有关，不同晶系的压电材料因为其压电常数和介

电常数不同，导致界面对入射波和外加作用的反应差别很大．例如：入射角度为 π ／ ６ 时，极化钛

酸钡材料界面产生滑移的条件是 － Ｐ∞
ｚｚ ／ Ａ０

３ ＜ ４， 而石英材料为 － Ｐ∞
ｚｚ ／ Ａ０

３ ＜ １０８．同一种石英材

料入射角度为 π ／ ３ 时，界面产生滑移的条件 － Ｐ∞
ｚｚ ／ Ａ０

３ ＜ ５６．５．
３） 界面产生滑移时会激发高频谐波产生，高频谐波的强度与外加作用导致滑移状态分布

有关．以石英材料为例：当入射角度为 π ／ ３ 时，在 ５３ ＜ － Ｐ∞
ｚｚ ／ Ａ０

３ ＜ ５６．５ 范围内，反射和投射二

次谐波的幅值随着外加等效压应力的减小而增加．

附　 　 录

　 　 τ∞
ｘｚ ＝ τ∞

ｘ － ｅ１５Ｅ∞
１ ＋ ｅ３５Ｅ∞

３ ； Ｐ∞
ｚｚ ＝ Ｐ∞

０ － ｅ１３Ｅ∞
１ ＋ ｅ３３Ｅ∞

３ ， Ｄ∞
ｚ ＝ ε１３Ｅ∞

１ － ε３３Ｅ∞
３ ，

以 ｃ∗ｉｊ 统一表示弹性常数，当 ｎ ＝ １，２，３ 时， ｃ∗ｉｊ ＝ ｃｉｊ；当 ｎ ＝ ４，５，６ 时，ｃ∗ｉｊ ＝ ｃ－ ｉｊ， 其他材料常数也如此．
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　 　 Ｌｍ ＝ ＭＤｍ － ＮＥｍ， Ｒｍ ＝ ＭＥｍ ＋ ＮＤｍ， Ｌｍ ＝ { Ｌ（１）
ｍ 　 Ｌ（２）

ｍ 　 Ｌ（３）
ｍ } Ｔ，

　 　 Ｍ１ ＝ （Ｎ －１Ｍ ＋ Ｍ －１Ｎ） －１Ｎ －１， Ｍ２ ＝ （Ｎ －１Ｍ ＋ Ｍ －１Ｎ） －１Ｍ －１，
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