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摘要：　 蜿蜒河流床面形态既是其复杂动力结构响应的结果，同时也是决定河流进一步演化方向

的重要因素．以蜿蜒河流中一种典型的大深宽比河湾为背景，探索其动力结构与床面响应的关系，
将黏性不可压缩流体方程、泥沙输移方程和床面变形方程耦合，通过摄动方法求解床面响应，分析

床面形态变化特性．研究成果显示在水流二维扰动作用下，河道中浅滩深槽呈现规则响应．当弯曲

度等于 ０ 时，床面响应形态围绕河道中轴线基本呈反对称分布；当弯曲度不等于 ０ 时，床面响应形

态呈不对称分布，中轴线向凹岸偏移．该文给出了由 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ（雷诺）数、扰动波数、床面形态增减率

等构成的床面响应发展趋势稳定关系的判别方法．
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引　 　 言

河流床面形态是其复杂动力因素影响的结果，其主导因素与床面响应之间的关系一直被

各国学者所重视．近几十年来，通过流体动力学家和地貌学家相互的合作，构建了定量描述多

种河床地貌过程理论模型．理论分析和试验表明，大多数观察到的地貌形态与水动力不稳定机

制相关，这种不稳定机制是流体与易侵蚀边界之间的可移动界面不稳定． Ｊｏｈａｎｎｅｓｓｏｎ 和 Ｐａｒ⁃
ｋｅｒ［１⁃２］建立了弯曲河流易侵蚀河床数学模型，在线性方程中加入小扰动，将水流、推移质和床

面进行耦合，计算水流和床面形态，反映了水流塑造河床形态的机理．Ｓｅｍｉｎａｒａ 等［３⁃４］构建了线

性模型和弱非线性模型，研究弯曲河流床面形态的不稳定响应；Ｍａｒｔｉｎ 等［５］对不稳定流量作用

下的水槽实验进行观察，得到砂质床面的响应状况，定量描述了流量增减与床面响应增减的关

系．Ｎｅｌｓｏｎ 等［６］针对大洪水情况下的河道，对均匀河道宽度、非均匀河道宽度和实际河流进行

动态地貌平衡计算．对于尺度较小的流体与床面响应微观动力过程，著名河流动力学家 Ｙａ⁃
ｌｉｎ［７］认为局部扰动造成流动失稳诱发沙纹的形成，但他们未给出理论模型解释；之后白玉川

００１１

　 应用数学和力学，第 ３７ 卷 第 １０ 期
　 ２０１６ 年 １０ 月 １５ 日出版

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ　
　 　 Ｖｏｌ．３７，Ｎｏ．１０，Ｏｃｔ．１５，２０１６

∗ 收稿日期：　 ２０１６⁃０４⁃０１； 修订日期：　 ２０１６⁃０９⁃１３
基金项目：　 国家自然科学基金（５１２７９１２４；５１０２１００４；５０９７９０６６）
作者简介：　 高术仙（１９８７—），女，博士生（Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｇａｏｓｈｕｘｉａｎｑｉｘｉ＠ １２６．ｃｏｍ）；

白玉川（１９６７—），男，教授，博士（通讯作者． Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｙｃｈｂａｉ＠ ｔｊｕ．ｅｄｕ．ｃｎ）．



和罗纪生［８］基于这一观点，对明渠层流失稳与沙纹成因机理进行研究，认为当床面边界附近

扰动波或拟序结构以及水流自身所产生的床面底部切应力大于 Ｓｈｉｅｌｄｓ（希尔兹）切应力后 ，床
面即产生响应 ，形成沙纹．Ｘｕ 和 Ｂａｉ（徐海珏和白玉川） ［９］基于这一观点，构建了扰动与床面作

用的三波共振非线性理论模型，分析了顺直河流沙纹动力过程及演变规律；Ｘｕ 和 Ｂａｉ（徐海珏

和白玉川） ［１０］建立了曲率变化的窄深型弯道水流理论模型，使用 Ｍｕｌｌｅｒ 法和 Ｑ⁃Ｒ 方法求解特

征值，研究弯道层流水流动力不稳定特征，探讨了曲率、波数和波频率这些参数与水流动力不

稳定特征的变化关系．许栋和白玉川等［１１］还进行了固定边壁的动床弯道模型实验，总体表明：
微弯河道中浅滩、深槽分布规则；当河道弯曲超过一定程度时，床面形态响应变得复杂；随着弯

曲度的增大，河道的输沙能力有减小趋势．白玉川和冀自清等［１２］以常曲率窄深型河流为背景，
对水流动力稳定性特征进行研究，得到弯道流速分布的理论计算公式和临界 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 数计算

公式；与顺直河道相比，其稳定中性曲线沿坐标前移，失稳 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 数增加，扰动波数的响应

范围减小，流动状态更易保持．Ｂａｉ 和 Ｊｉ（白玉川和冀自清）等［１３］从理论上分析常曲率河湾紊流

拟序结构的稳定性与自适应特征，将紊流拟序涡体结构看做一种扰动，计算不同弯曲度下河湾

拟序涡体的扰动增长率和扰动波数响应范围，得到不同尺度紊流结构对河湾参数的响应情况，
解释了河湾得以保持的动力机理．在上述研究的基础上，本文针对深宽比 （Ｈ ／ ｂ） 大于 １０ 的近

真实河流，采用以河道中心线为横轴、断面方向为纵轴的曲线坐标系，通过无量纲化选定河流

控制参数，耦合计算水流、输沙、床面变形等方程，使用 Ｍｕｌｌｅｒ 方法求解特征值，追赶法求解床

面响应，探讨了扰动与河床形态响应之间的关系．

１　 理 论 模 式

１．１　 坐标变换

以河道中心 ｙ ＝ ｙ（ｘ） 为横坐标 ｓ，以垂直于 ｓ坐标为纵坐标 ｎ，以垂直于河流地面的方向为

垂向坐标 ｚ， 建立跟踪河道走向的正交曲线坐标系，如图 １．

图 １　 河道正交曲线坐标系
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Ｌａｍé（拉梅）系数 ｈｓ ＝ １ － Ｎ，ｈｎ ＝ １，其中Ｎ ＝ ｎ ／ ｒ（ ｓ）；Ｃ（ ｓ） ＝ １ ／ ｒ（ ｓ） 为弯道曲率．当弯道接近正

余弦函数形状，则曲率等参数有如下形式：

　 　 １
ｒ

＝ Ｃ（ ｓ）ｅｉ（αｆ ｓ－ωｇｔ）， Ｎ ＝ ｎ
ｒ

＝ Ｃ（ ｓ）ｎｅｉ（αｆ ｓ－ωｇｔ），

其中， αｆ 为弯道的波数，ωｇ 为弯道蠕动频率；对于固定弯道，ωｇ ＝ ０；对于常曲率 αｆ ＝ ０．
１．２　 控制方程

在正交曲线坐标系 （ ｓ，ｎ） 下，连续性方程和水流运动方程变为：
连续性方程
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其中， ｕｉ（ ｉ ＝ ｓ， ｎ， ｚ） 分别为 ｓ， ｎ 和 ｚ 方向的速度； ｆｉ（ ｉ ＝ ｓ， ｎ， ｚ） 分别为 ｓ， ｎ 和 ｚ方向上的质

量力，Ｐ 为压力； Δ ＝ １
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；ν 为分子粘滞和紊动粘滞系数之和．

河床变形方程
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沿流向的泥沙输沙率

　 　 ｑｓ ＝ ｑｓ０（ｕｓ）Ｍ； （６）
沿横向的泥沙输沙率
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采用 Ｅｎｇｅｌｕｎｄ⁃Ｈａｎｓｅｎ 的速度指数型输沙率公式， ｚｂ 为床面高程，ｑｓ，ｑｎ 为 ｓ，ｎ 方向的单宽

体积输沙率，ｕｎ（０） 为初始时刻的横向流速，Ｔ（ξ） 为无量纲的流速分布形状函数，ξ ＝ ｚ ／ ｈ，γ 为
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半宽深比，ｑｓ０，Ｍ， β 为经验系数．
１．３　 方程无量纲化及参数化

采用 ３ 个尺度对空间进行无量纲化，即：横向尺度用半河宽 ｂ，垂向尺度用水深 Ｈ，河道曲

率半径用河道的最小曲率半径 ｒｍ，分别进行无量纲化．在常曲率河道中，ｒｍ 即为河道中心线曲

率半径．速度尺度用河道内平均流速 Ｕ 无量纲化，时间尺度用 ｂ ／ Ｕ 无量纲化，即
空间量 ｓ ＝ ｂ·ｓ， ｎ ＝ ｂ·ｎ， ｚ ＝ Ｈ·ｚ， ｚｂ ＝ Ｈ·ｚ ｂ， ｒ ＝ ｒｍ·Ｒ；
速度量 ｕｓ ＝ Ｕ·ｕｓ， ｕｎ ＝ Ｕ·ｕｎ， ｕｚ ＝ Ｕ·ｕｚ；
压力 Ｐ ＝ ρＵ２·ｐ；

输沙率 ｑｓ ＝ ｑ ｓ· ＲｑｇＤｓ Ｄｓ， ｑｎ ＝ ｑｎ· ＲｑｇＤｓ Ｄｓ；

时间量 ｔ ＝ ｂ
Ｕ
·ｔ；

参数 Ｎ ＝ ｎ
ｒ

＝ ｂ·ｎ
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＝ ｂ
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ＲｑｇＤｓ Ｄｓ

（１ － ｐ′）Ｕｈ
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ｂ
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，

其中， Ｄｓ 为床沙中值粒径，Ｄｓ ＝ ０．５ ｍｍ， Ｒｑ 为泥沙水下比重，Ｒｑ ＝ ２ ６５０ ｋｇ ／ ｍ３，ｐ′为泥沙孔隙

率，ｐ′ ＝ ０．４［１４］， 则得无量纲连续性方程、运动方程：
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式中， Δ
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无量纲床面响应及输沙方程：
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　 　 ｑ ｓ ＝ （ｕｓ）Ｍ， （１３）
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＝
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式中，经验系数 Ｍ ＝ ５ （平整床面）， γ ＝ ｂ ／ Ｈ ＝ ０．１．初始时刻 ｕｎ（０） ＝ ０， 采用 Ｊｏｈａｎｎｅｓｓｏｎ， Ｐａｒ⁃
ｋｅｒ［２］的横纵向输沙表达关系式，

　 　 β ＝
１ ＋ α∗μ

ｆ∗μ
τ∗

Ｃ

τ∗
Ｇ

＝ １．１６，

其中， τ∗
Ｇ 为泥沙颗粒的 Ｓｈｉｅｌｄｓ 应力， τ∗

Ｃ 是临界 Ｓｈｉｅｌｄｓ 应力，τ∗
Ｇ ＝ τ∗ （平整床面），

　 　 τ∗ ＝
τ ｓ

ρＲｑｇＤｓ
， τ ｓ ＝ Ｃ ｆ ｕ２

ｓ ＋ ｕ２
ｎＴ ｕｓ ．

１．４　 摄动分析

摄动分析是存在一个系统，这个系统 Ｓε 中包含一个难以精确确定或作缓慢变化的参数 ε，
可以令 ε ＝ ０，使系统 Ｓε 退化为 Ｓ０，而把 Ｓε 看作是 Ｓ０ 受到摄动（由于 ε ≠ ０ 而引起的）而形成

的受扰系统．这种方法最早应用于天体力学，后来广泛应用于物理学和力学理论研究．在数学

和力学研究领域，研究者对数学方程进行摄动求解，如汪维刚、莫嘉琪等［１５］对一类双参数非线

性高阶反应扩散方程进行摄动求解，得到具有便于求解和精度高的各次近似解．随后，冯依虎、
莫嘉琪等［１６］对一类广义非线性强阻尼扰动发展方程的行波解进行小参数方法和引入伸长变

量得到了渐近解．Ｓａｇｈａｆｉａｎ，Ｒａｊａｂｉ 等［１７］使用摄动方法对小 Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ（泊肃叶）流 Ｎ⁃Ｓ 方程中的

流速、压力和温度场进行摄动展开，得到方程的不同阶数，最终求解方程的每一项．本文考虑河

宽小于曲率半径情况下， ψ 为一小参数，与其相应的项为弯曲形状引起的修正量，是对顺直河

道修正，代表弯道二次、三次及高次流的部分．从方程（８） ～ （１４）可以看出，控制方程中存在小

参数 ψ（ ＝ ｂ ／ ｒｍ）， 本文采用摄动展开法对控制方程进行求解．河湾中水流结构均为紊流结构，
按照流体力学中模拟紊流结构的理论方法［１８⁃２０］，对河湾中水流结构进行摄动展开，取

　 　

ｕｓ

ｕｎ

ｕｚ

ｐ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＝ ∑
¥

ｉ ＝ ０

ｕｓψｉ

ｕｎψｉ

ｕｚψｉ

ｐψｉ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

ψｉ ＋ εＴ

ｕｓＴ

ｕｎＴ

ｕｚＴ

ｐＴ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

， （１５）

式中， εＴ 为拟序扰动参数，其对应的量代表拟序扰动量．
１．４．１　 基本量与弯曲修正量分析

１） ψ０ 项求解

河岸边界条件

　 　 ｎ ＝ ± １； ｕｓψ０（ ± １，ｚ） ＝ ０；
水面条件

　 　 ｚ ＝ η，
∂ｕｓ０

∂ｚ η

＝ ０；

河底条件

　 　 ｚ ＝ － ｈ， ｕｓ０（ － ｈ） ＝ ０．
在大深宽比情况下
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　 　 δ ＝ Ｈ
ｂ

≫ １， １
δ

≪ １， １
δ２ ≪ １，

转化为二维问题，最终得到

　 　 ｐψ０ － ｐａ ＝ －
１
Ｆｒ２

（ － η ＋ ｚ）， （１６）

　 　 ｕｓψ０ ＝ １
２

Ｒｅ
Ｆｒ２

∂η
∂ｓ

－ Ｊ
δ

é

ë
êê

ù

û
úú （ｎ２ － １）， （１７）

式中， ｐａ 为标准大气压．
２） ψ１ 项，即弯曲修正量

由边界条件 ｕｓψ１（ ± １） ＝ ０， ｕｎψ１（ ± １） ＝ ０ 得

　 　 ｕｓψ１ ＝ － １
６

Ｒｅ
Ｆｒ２

２·∂η
∂ｓ

－ Ｊ
δ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｃ（ ｓ）·（ｎ － ｎ３） ． （１８）

１．４．２　 拟序扰动量稳定特征

由于河道的弯曲，河湾水流结构既受水动力自身不稳定的影响，同时也受河湾弯曲边界的

影响．河道弯曲形状及形状的波动特征，可进一步诱发流动的不稳定性特征．考虑大深宽比情

况， ｕｚＴ ＝ ０， 拟序扰动方程变为二维情况，则
扰动量函数的形式为

　 　

ｕｓＴ

ｕｎＴ

ｐＴ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝

ｕｓＴ（ｎ）

ｕｎＴ（ｎ）

ｐＴ（ｎ）

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

ｅｉ［α·ｓ～ －ω ｔ～ ］ ． （１９）

将式（１９）代入式（８） ～ （１１），得到扰动项满足的方程：
　 　 Ｆ０（ψ０） ＋ Ｆ１（ψ１） ＋ Ｆ２（ψ２） ＝ ０． （２０）

采用时间不稳定模式， α 是扰动波的波数．ω ＝ α·ｃ（ｃ 代表波速） 是扰动波的频率（复数），其虚

部代表由（α，ｃ） 表达的扰动量的增长率或衰减率．方程（２０）的特征值满足

　 　 Ｆ α，Ｒｅ，ω，Ｒ，ψ， Ｊ
δ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０． （２１）

方程（２１）代表了弯曲河道流动性特征的 Ｏｒｒ⁃Ｓｏｍｍｅｒｆｅｌｄ 方程．该方程显示出，由于河流的弯

曲，有附加参数如河道曲率半径 Ｒ、弯曲系数 ψ 等进入了水流稳定性判别方程表达式，从而影

响弯曲水流稳定性特征．
１．５　 床面响应方程求解

由方程（８） ～ （１４），得床面变形方程：

　 　
∂ ｚ ｂ

∂ ｔ
＝ －

Ｑ０

１ ＋ ψＮ
∂ｑ ｓ

∂ｓ
－ Ｑ０

∂ｑ ｓ

∂ｎ
－

Ｑ０ψ
Ｒ（１ ＋ ψＮ）

·ｑｎ ． （２２）

积分最终化简，得

　 　 ｚ ｂ ＝
Ｑ０

１ ＋ ψＮ
εＴα
ω

ＭＵＭ－１ｕｓＴ ＋ Ｑ０εＴ（Ｍ － １）ＵＭ－２ ∂Ｕ
∂ｎ

１
ｉω

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋é

ë
êê

　 　 　 　
Ｑ０ψεＴＵＭ－１

Ｒ（１ ＋ ψＮ）
１
ｉω

æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û

ú
ú
ｕｎＴ ＋ Ｑ０εＴＵＭ－１ １

ｉω
æ

è
ç

ö

ø
÷

∂ｕｎＴ

∂ｎ
－
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　 　 　 　 Ｑ０
β
γ

１
ｉω

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＭＵＭ－１ ∂Ｕ

∂ｎ
＋

Ｑ０ψ
Ｒ（１ ＋ ψＮ）

β
γ

１
ｉω

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＵＭé

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

∂ｚ ｂ

∂ｎ
－

　 　 　 　
Ｑ０ψ

Ｒ（１ ＋ ψＮ）
β
γ

ＵＭ １
ｉω

æ

è
ç

ö

ø
÷

∂２ ｚ ｂ

∂ｎ２ ， （２３）

　 　 ｚ ｂ ＝ ｚ ｂ·ｅｘｐｉ（αＴ ｓ～ －ωＴ ｔ～ ）， （２４）

　 　 Ｑ０ ＝
ＲｑｇＤｓ Ｄｓ

（１ － ｐ′）Ｕ
， （２５）

其中， α为扰动波的波数，ω为扰动波的频率，εＴ 为内部扰动参数，εＴ 为扰动函数振幅与平均流

速的比值（εＴ ＝ 扰动函数振幅 ／ Ｕ） ．

２　 计算结果及讨论

２．１　 流场计算

不考虑流速沿水深方向的分布， 因此流速在水深方向上近似为一恒定值， 图 ２ 为基本流

流速沿横向的分布图．图 ２ 中基本流 Ｕｓ 在 ｎ方向呈抛物线分布（已进行归一化处理）， 且与 ｓ无
关．在 ｎ ＝ ０ 处，流速达到最大值．在 ｎ ＝ ± １ 处，流速为 ０，符合无滑移边界条件规律．

图 ２　 基本流及二次流沿横向分布图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂａｓｉｃ ｆｌｏｗ ａｎｄ ｓｅｃｏｎｄａｒｙ ｆｌｏｗ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ

（ａ） 纵向扰动函数 （ｂ） 横向扰动函数

（ａ） Ｔｈｅ ｓｔｒｅａｍｗｉｓｅ ｄｉｓｔｕｒｂｉｎｇ ｆｕｎｃｔｉｏｎ （ｂ） Ｔｈｅ ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ ｄｉｓｔｕｒｂｉｎｇ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

图 ３　 扰动函数形状函数分布图

Ｆｉｇ． ３　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｔｕｒｂｉｎｇ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｓｈａｐｅｓ
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在此基础上引入横向和流向的小扰动波，并探讨其对大深宽比河流河床形态响应．图 ３ 为

不同弯曲度下紊流拟序扰动流速形状函数分布图，从图中看出，当弯曲度接近 ０（ψ ＝ ０），即顺

直河道的情况，其纵向扰动流速形状函数关于河道轴线呈反对称分布；而横向扰动流速形状函

数则呈对称分布．随着弯曲程度的增大（ψ ＝ ０，０．０５，０．１）， 其纵向扰动流速形状函数发生偏斜，
凹岸一侧较凸岸增大明显；横向扰动流速增大，基本呈对称分布．

（ａ） ψ ＝ ０

（ｂ） ψ ＝ ０．０５

（ｃ） ψ ＝ ０．１

图 ４　 河流横向床面高程分布图 （ ｚ ｒ 为实部， ｚ ｉ 为虚部）

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅｄ ｅｌｅｖａｔｉｏｎ ｉｎ ｔｈｅ ｃｈａｎｎｅｌ （ ｚ ｒ ｆｏｒ ｒｅａｌ ｐａｒｔ， ｚ ｉ ｆｏｒ ｉｍａｇｉｎａｒｙ ｐａｒｔ）

２．２　 床面形态响应计算

图 ４ 为不同弯曲度和 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 数情况下，沿横向的床面形态响应形状函数，即式（２３）， ｚ ｂ

＝ ｚ ｒ ＋ ｉ ｚ ｉ，ｚ ｒ 表示形状函数的实部，ｚ ｉ 表示形状函数的虚部．从图中看出，床面响应的床面高程
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近似呈正弦形式分布，且凸岸为正，凹岸为负；在一定范围内，横向高程的幅值随 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 数

的增大而减小，随着弯曲度的增大而增大．这是由于随着河流弯曲度的增大，河流横向水力梯

度增大，水流对凹岸的冲刷和凸岸的淤积均变强烈，所以床断面的高程会随着弯曲度的增大而

增大．
Ｐｉｔｔａｌｕｇａ，Ｓｅｍｉｎａｒａ 等［４］的研究表明，在某一弯曲扰动波数下，增长率存在最大值，蜿蜒河

流中存在典型非线性扰动波，其被选波数具有依赖于初始扰动振幅的特点．受此结果启发，为
了探究蜿蜒河流河床响应的不稳定特征，选取围绕特征波数 α ＝ １ 和 α ＝ １．０５ 的水流不稳定波

段进行研究，即 ωｉ ＞ ０，本文计算了围绕特征波数为 α ＝ １ 和 α ＝ １．０５ 拟序扰动波周围的可能

响应情况（见图 ５～８）．在不同 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 数围绕特征波数为 α ＝ １ 的拟序扰动波群，随弯曲度的

不同（ψ ＝ ０，０．０５，０．１）， 其波数⁃增长率特征谱见图 ５（ａ）、６（ａ）和 ７（ａ）；围绕特征波数为 α ＝ １．
０５ 的拟序扰动波群，在弯曲度 ψ ＝ ０ 情况下其波数⁃增长率特征谱见图 ８（ａ）．相应于以上特征

谱，紊流拟序扰动对床面产生影响，图 ５（ｂ）、６（ｂ）、７（ｂ）和 ８（ｂ）为可以增长发展的扰动量，其
对应于图 ５（ａ）、６（ａ）、７（ａ）和 ８（ａ）中的不稳定波段，具体扰动频率如表 １ 所示．在表 １ 中， 考

虑不同的弯曲度 （ψ ＝ ０，０．０５，０．１），对比其中 Ｒｅ ＝ ８ ０００，Ｒｅ ＝ １０ ０００ 和 Ｒｅ ＝ １２ ０００ 的扰动频

率，可以得出随弯曲度增大，扰动频率呈减小趋势．从表 １ 中还可以看出，特征谱中扰动量频率

ω 的虚部 ωｉ 存在最大值，即存在增长率最大的扰动结构．
表 １　 不同弯曲度下的扰动频率

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｕｒｖａｔｕｒｅｓ

ψ ＝ ０

Ｒｅｙｎｏｌｄｓ ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ω

ψ ＝ ０．０５

Ｒｅｙｎｏｌｄｓ ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ω

ψ ＝ ０．１

Ｒｅｙｎｏｌｄｓ ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ω
Ｒｅ ＝ ５ ８１５ （０．２６１，－０．０００ ０００ ０５７） Ｒｅ ＝ ６ ２７２ （０．２５６，－０．０００ ０００ ５１７） Ｒｅ ＝ ７ ９２３ （０．２４２，－０．０００ ０００ ６７３）
Ｒｅ ＝ ５ ８１６ （０．２６１，０．０００ ００１ ７５５） Ｒｅ ＝ ６ ２７３ （０．２５６，０．０００ ００１ ００１） Ｒｅ ＝ ７ ９２４ （０．２４２，０．０００ ０００ １７３）
Ｒｅ ＝ ６ ０００ （０．２６０，０．０００ ３２２ ７） Ｒｅ ＝ ８ ０００ （０．２４６，０．００１ ９２１ ２３９） Ｒｅ ＝ ８ ０００ （０．２４２，０．０００ ０６３ ５８）
Ｒｅ ＝ ８ ０００ （０．２４７，０．００２ ６６３ ８０２） Ｒｅ ＝ １０ ０００ （０．２３６，０．００３ ０１４ ２） Ｒｅ ＝ １０ ０００ （０．２３２，０．００１ ２２３ ９７）
Ｒｅ ＝ １０ ０００ （０．２３８，０．００３ ７３８ ８５２） Ｒｅ ＝ １２ ０００ （０．２２９，０．００３ ４５６ ５） Ｒｅ ＝ １２ ０００ （０．２２５，０．００１ ７２９ ２１６）
Ｒｅ ＝ １２ ０００ （０．２３０，０．００４ １６２ ７７２） Ｒｅ ＝ ２５ ０００ （０．２００，０．００１ ４３３ ８４４） Ｒｅ ＝ ２０ ０００ （０．２０５，０．００１ １６）
Ｒｅ ＝ ２０ ０００ （０．２１０，０．００３ ３０４ ５５５） Ｒｅ ＝ ３０ １０７ （０．１９３，０．０００ ０００ ２６４） Ｒｅ ＝ ２５ ０００ （０．１９６，０．０００ ０３７ ６）
Ｒｅ ＝ ２８ ０００ （０．１９７，０．００１ １６８ ９７） Ｒｅ ＝ ３０ １０８ （０．１９３，－０．０００ ０００ ２５） Ｒｅ ＝ ２５ １５１ （０．１９６，０．０００ ０００ １０４）
Ｒｅ ＝ ３１ ９４６ （０．１９２，０．０００ ０００ １９９） Ｒｅ ＝ ２５ １５２ （０．１９６，－０．０００ ０００ １５）
Ｒｅ ＝ ３１ ９４７ （０．１９２，－０．０００ ０００ １０３）

　 　 从图 ５～８ 可以看出，随着弯曲度的增加，弯道或河湾内拟序扰动波增长率明显小于直道，
且随着 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 数的增加，拟序扰动波的增长率逐渐增大．这与 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 数越大紊动越强烈，
水流结构越不稳定相一致，且增长率较大的扰动波数响应范围朝着波数较小的方向移动．
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图 ５　 扰动波数⁃增长率特征谱图 （ψ ＝ ０）

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ ｗａｖｅ ｎｕｍｂｅｒ⁃ｇｒｏｗｔｈ ｒａｔｅｓ （ψ ＝ ０）

图 ６　 扰动波数⁃增长率特征谱图 （ψ ＝ ０．０５）

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ ｗａｖｅ ｎｕｍｂｅｒ⁃ｇｒｏｗｔｈ ｒａｔｅｓ （ψ ＝ ０．０５）
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图 ７　 扰动波数⁃增长率特征谱图 （ψ ＝ ０．１）

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ ｗａｖｅ ｎｕｍｂｅｒ⁃ｇｒｏｗｔｈ ｒａｔｅｓ （ψ ＝ ０．１）

图 ８　 扰动波数⁃增长率特征谱图 （ψ ＝ ０）

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ ｗａｖｅ ｎｕｍｂｅｒ⁃ｇｒｏｗｔｈ ｒａｔｅｓ （ψ ＝ ０）
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（ａ） 衰减 （Ｒｅ ＝ ７ ９２３）
（ａ） Ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ （Ｒｅ ＝ ７ ９２３）

（ｂ） 增长 （Ｒｅ ＝ ７ ９２４）
（ｂ） Ｉｎｃｒｅａｓｅ （Ｒｅ ＝ ７ ９２４）
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（ｃ） 增长 （Ｒｅ ＝ ２５ １５１）
（ｃ） Ｉｎｃｒｅａｓｅ （Ｒｅ ＝ ２５ １５１）

（ｄ） 衰减 （Ｒｅ ＝ ２５ １５２）

（ｄ） Ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ （Ｒｅ ＝ ２５ １５２）

图 ９　 两个波长范围内床面响应随时间变化图 （ψ ＝ ０．１）

Ｆｉｇ． ９　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅｄ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｖｓ． ｔｉｍｅ ｗｉｔｈｉｎ ２ ｗａｖｅｌｅｎｇｔｈｓ （ψ ＝ ０．１）

通过寻找模态和分析扰动波数⁃增长率特征谱，得到不同 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 数的不稳定范围，如图

５（ｂ）、６（ｂ）、７（ｂ）和 ８（ｂ）．为了更好地探究床面响应情况，取图 ５（ｂ）、６（ｂ）、７（ｂ）、８（ｂ）中的

一部分放大，得到图 ５（ｃ）、６（ｃ）、７（ｃ）、８（ｃ）和图 ５（ｄ）、６（ｄ）、７（ｄ）、８（ｄ），且其中 α ＝ １和 α ＝
１．０５ 为特征波数，ωｉ ＝ ０ 为增长率为 ０ 的基本线．与图 ７（ｄ）相对应的两个波长范围内床面响应

随时间变化情况如图 ９ 所示，其中， Ｔ 为行走一个波长所用的时间．图 ９（ａ）、（ｄ）为床面衰减情
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况，图 ９（ｂ）、（ｃ）为床面增长情况．从图 ９ 的床面响应随时间变化图，并结合相应的图例可以看

出，随着时间的增加，床面形态开始变化，对于 Ｒｅ ＝ ７ ９２３ 和 Ｒｅ ＝ ２５ １５２ 的情况，床面响应衰

减，随着时间的增加最终消失；对于 Ｒｅ ＝ ７ ９２４ 和 Ｒｅ ＝ ２５ １５１ 的情况，在一定的范围内持续增

长．图 ９（ａ）、（ｂ），即 Ｒｅ ＝ ７ ９２３和 Ｒｅ ＝ ７ ９２４， 对应于床面响应的衰减和增长，说明这种方法能

够精确判定床面响应增长与否．这就为河流床面形态的响应判别提供了一种新方法．
根据图 ５～８ 的结果，进一步计算了特征波数分别为 α ＝ １和α ＝ １．０５，弯曲度分别为 ψ ＝ ０，

０．０５，０．１ 的床面形态．

图 １０　 两个波长范围床面高程的形状函数云图 （ψ ＝ ０．０５）

Ｆｉｇ． １０　 Ｎｅｐｈｏｇｒａｍｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅｄ ｅｌｅｖａｔｉｏｎ ｓｈａｐｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈｉｎ ２ ｗａｖｅｌｅｎｇｔｈｓ （ψ ＝ ０．０５）

以特征波数 ａ ＝ １ 和弯曲度 ψ ＝ ０．０５，０．１ 为例分析床面响应的形状函数特性．图 １０、图 １１
分别为两个波长范围内微弯河道床面高程形状函数的云图．从图中可以看出，随着 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 数

的增大，床面高程的幅值逐渐减小，这是由于随着 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 数的增大，拟序扰动不稳定性增

加，很难形成大的紊流涡体结构，从而导致床面形态响应的幅值减小．同时，床面响应幅值形状
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函数表现为关于河道中心线反对称分布的波状形态，随着弯曲度的增大，床面高程的幅值呈增

大趋势．

图 １１　 两个波长范围床面高程的形状函数云图 （ψ ＝ ０．１）

Ｆｉｇ． １１　 Ｎｅｐｈｏｇｒａｍｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅｄ ｅｌｅｖａｔｉｏｎ ｓｈａｐｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈｉｎ ２ ｗａｖｅｌｅｎｇｔｈｓ （ψ ＝ ０．１）

３　 结　 　 论

本文以常曲率大深宽比河湾为背景，讨论了弯曲河流的床面响应．通过寻找模态和分析扰

动波数⁃增长率特征谱，得到 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 数与床面响应不稳定范围，确定了一种能够精确判定床

面响应增长与否的判别方法：
１） 河道弯曲的出现，影响了扰动波的发展变化．随着河道弯曲度增大，扰动波增长率明显

小于顺直河道，这与一定情况下的天然河流总是向一定弯曲度形态发展，并趋于相对稳定性的

现象相一致．
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２） 不同弯曲度和 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 数情况下，沿横向的床面形态响应形状函数呈正弦形式分布，
且凸岸为正，凹岸为负；随着 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 数的增大，拟序扰动不稳定性增加，很难形成大的紊流

涡体结构，从而导致床面形态响应的幅值减小，床面形态向稳定方向发展．
３） 床面响应幅值形状函数表现为关于河道中心线反对称分布．随着弯曲度的增大，床面

高程的幅值呈增大趋势；随 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 数的增大而呈减小趋势．在弯曲度相同的情况下，Ｒｅｙｎｏｌｄｓ
数的增加会使扰动频率的虚部变大，Ｒｅｙｎｏｌｄｓ 数越大紊动越强烈，水流越不稳定；弯道内横向

泥沙输移也对水流稳定和河床形态发展变化产生一定的影响．
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