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摘要：　 针对紧耦合多机器人协调吊运系统的逆运动学问题进行了分析，首先利用几何关系和力

旋量平衡方程建立了系统的运动学模型和动力学模型；然后对系统的逆运动学进行分析，将其分

为变柔索长度和固定柔索长度两种情况分别进行分析；随后对运动学逆解在某一时刻存在无穷多

解、多组解和无解的情况分别给出了解决方法，对存在多组解的情况，提出一优化目标求解最优

解；最后结合软件 ＵＧ ／ ＡＤＡＭＳ ／ ＭＡＴＬＡＢ 建立了系统的实验平台，通过实例仿真计算验证了方法的

有效性，为后续进一步研究系统运动稳定性、优化拉力分布和控制算法奠定了基础．
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引　 　 言

多机器人协调操作技术被列入《中国制造 ２０２５》十大重点领域技术，并将多机器人协作技

术列为重点产品之一，期望在 ２０２０ 至 ２０２５ 年多机协作技术能够取得突破性的进展．用柔索驱

动被吊运物的多机器人协作系统具有负载能力强、运动灵活、工作空间的可扩展性高以及系统

可拆 ／装模块化程度高等优点［１］，因此，已在 ３Ｄ 打印机、风洞试验和射电望远镜［２］等领域得以

应用．柔索对被吊运物只能提供单向的约束，所以该类系统仍然面临着许多亟待解决的问题，
例如，轨迹规划、运动稳定性评价和控制等．

多机器人柔索驱动并联机器人在国外研究起步比较早，已经初步形成了一定的理论体系，
Ｍｉｃｈａｅｌ， Ｋｕｍａｒ 团队采用 Ｈｅｓｓｅ 矩阵分析了多直升机吊运系统的静稳定性问题，并讨论了多

机吊运系统空间配置［３］ ．Ｂａｒｎｅｔｔ 等［４］对柔索驱动大规模 ３Ｄ 打印机器人的控制误差和动力学

进行了研究，但主要是针对不同的打印材料对成型产品的影响．Ｍａｚａ， Ｋｏｎｄａｋ 等做了 ３ 架无人

直升机协调吊运实验［５］， 但仅限于硬件结构的基本问题研究，对系统实质性问题没有讨论，例
如载荷分配、内力控制等．Ｂｏｓｓｃｈｅｒ 等应用运动旋量斜率［６］的方法对多机器人吊运系统的运动

稳定性进行了初步的相关研究．国内也有相关学者对该类系统进行了深入的研究，但也有明显

的落后趋势，Ｚｈｅｎｇ（郑亚青）等［７⁃８］设计了不同的吊运结构，但将整个吊运系统做成了特定机

３４６

　 应用数学和力学，第 ３８ 卷 第 ６ 期
　 ２０１７ 年 ６ 月 １５ 日出版

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ　
　 　 Ｖｏｌ．３８，Ｎｏ．６，Ｊｕｎ．１５，２０１７

∗ 收稿日期：　 ２０１６⁃０５⁃１３； 修订日期：　 ２０１６⁃０７⁃１８
基金项目：　 国家自然科学基金（５１２６５０２１）；高等学校博士学科点专项科研基金新教师类资助课题

（２０１２６２０４１２０００４）；教育部科学技术研究重点项目 （２１２１８４）；甘肃省自然科学基金

（１２１２ＲＪＺＡ０６７）
作者简介：　 赵志刚（１９７５—），男，教授，博士，硕士生导师；

王砚麟（１９９２—），男，硕士生（通讯作者． Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｗａｎｇｙａｎｌｉｎ０５１３＠ ２１ｃｎ．ｃｏｍ）．



构，在很大程度上限制了系统的运动性能，例如，运动灵活性和系统柔性等均会降低．Ｚｉ（訾斌）
等［９⁃１０］对柔索并联机器人的动力学、静态工作空间和运动误差模型进行了研究，但固定了机器

人末端，仅通过滑轮调节柔索长度的变化以实现被吊运物 ３ 个平移自由度的运动．赵志刚

等［１１⁃１２］对 ６ 自由度柔索并联机器人逆运动学和静态工作空间进行了分析，但在逆运动学分析

时，限制被吊运物仅沿某一个轴移动或绕某一个轴转动进行逆解分析，在实际工程应用中难以

完成较复杂的任务．Ｌｉ 等［１３］对该类系统的逆运动学做了一定的研究，在柔索长度固定的情况

下，得到的各机器人末端运动轨迹很不光滑，在实际控制中也无法应用．
该类系统逆运动学分析和逆解优化对系统轨迹规划和控制算法的研究具有较大的理论意

义和工程价值．因此本文利用 ３ 台末端具有 ３ 个平动自由度的机器人建立了 ６ 自由度吊运系

统，首先依据几何关系和被吊运物的力旋量平衡方程分别建立了吊运系统的运动学和动力学

模型．随后，对系统的逆运动学进行了分析，讨论了无穷解、多组解及无解问题的处理方法，并
对存在多组解问题给出了优化求解的优化目标．最后，结合软件建立了虚拟实验平台，并通过

实例仿真验证了方法的有效性．

１　 运动学和动力学建模

柔索驱动多机器人协调吊运系统是由模块化的串联机器人、柔索和被吊运物组成的并联

机器人系统，三者之间存在很强的力学耦合性．系统空间构型如图 １ 所示．

图 １　 吊运系统空间构型

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｓｐａｔｉａｌ ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｆｔｉｎｇ ｓｙｓｔｅｍ

被吊运物 Ｐ 通过柔索悬挂在各机器人下方，其中， {Ｏ } 为全局坐标系， {Ｐ } 为被吊运物

体坐标系，ｂｉ 为柔索与机器人末端的连接结点，Ａｉ 和Ｂ ｉ 分别为各机器人第一、第二关节运动副，
ａｉｊ 为第 ｉ台机器人的第 ｊ根连杆的有效长度，θｉｊ 表示各机器人的关节角位移，ｐｉ 为柔索与被吊运

物之间的连接结点，Ｌ ｉ 为柔索位置矢量，Ｒｒ（φ１，φ２，φ３） 为被吊运物的姿态，Ｐ（ｘ，ｙ，ｚ） 为被吊

运物的位置．被吊运物空间位姿的变化可通过调节机器人末端位置和柔索长度来调整．柔索长

度可由机器人末端的绕线轮来调节．在实际工程应用中机器人的个数和种类可根据实际任务

的需要进行配置．本文将以 ３ 台机器人协同吊运同一重物为例，进行吊运系统逆运动学问题的

分析．
由于单机器人的相关研究已经成熟，因此本文主要讨论吊运系统的相关特性．
由图 １ 几何关系可知柔索长度为

　 　 Ｌｉ ＝ （ｘｐｉ － ｘｂｉ） ２ ＋ （ｙｐｉ － ｙｂｉ） ２ ＋ （ ｚｐｉ － ｚｂｉ） ２ 　 　 （ ｉ ＝ １，２，３）， （１）
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其中， （ｘｂｉ， ｙｂｉ， ｚｂｉ） 表示机器人末端在全局坐标系 {Ｏ } 的位置坐标，（ｘｐｉ， ｙｐｉ， ｚｐｉ） 表示柔索

与被吊运物的连接点在全局坐标系 {Ｏ } 的位置坐标，且有
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　 　 （ ｉ ＝ １，２，３）， （２）

其中， ［ Ｐｘｐｉ 　 Ｐｙｐｉ 　 Ｐｚｐｉ］ Ｔ 为 ｐｉ 在体坐标系 {Ｐ } 中的位置，ＯＲＰ 为旋转矩阵：
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被吊运物的运动速度为 （ｖ，ω），其中，ｖ 为被吊运物的平移速度，ω 为被吊运物的角速度，有
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被吊运物在柔索拉力 Ｔ 的驱动下运动，在忽略柔索自身质量和弹性变形量的前提下，则
被吊运物的力旋量平衡方程为

　 　 ＪＴＴ ＝ Ｆ， （５）
其中， Ｔ ＞ ０为柔索拉力，且 Ｔ ＝ ［Ｔ１， Ｔ２， Ｔ３］ Ｔ，Ｔｉ ∈［Ｔｍｉｎ， Ｔｍａｘ］，Ｔｍｉｎ 为柔索最小预紧力，Ｔｍａｘ

为柔索最大许可拉力，所以Ｔｍｉｎ ＜ Ｔｉ ＜ Ｔｍａｘ；Ｆ为被吊运物受到的外力旋量，由 ６ 个分量组成的

列向量：
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其中， Ｍ 为被吊运物的质量，Ｊｘ， Ｊｙ， Ｊｚ 分别表示被吊运物绕 ｘ，ｙ，ｚ 轴的旋转惯量．
ＪＴ ＝ ［Ｊ１，Ｊ２，Ｊ３］ 为一个旋量系，也是系统的结构矩阵，且
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其中 ｅｉ 为柔索单位向量：
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联立式（３） ～ （８）可得到系统的动力学模型．

２　 逆运动学分析和优化

逆运动学是指在已知被吊运物的期望运动时，求解各机器人末端运动和柔索长度变化情

况．由系统运动学和动力学模型可知，运动学和动力学共可列出 ９ 个方程，而柔索长度 Ｌｉ 和柔

索拉力 Ｔ 共有 ６ 个未知量，机器人末端位置（ｘｂｉ， ｙｂｉ， ｚｂｉ） 有 ９ 个未知量，共计 １５ 个未知量，未
知量个数多于方程个数，直接求解该系统的逆运动学是不可能的．所以根据实际工程应用对该

系统添加约束条件成为求解逆运动学的必要条件，可将其分为两类情况进行分析： ① 变柔索

长度； ② 固定柔索长度．在工程操作时可以根据实际需要将两类情况结合起来使用，建立两个
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不同的子系统进行控制，以实现被吊运物的运动期望．
２．１　 变柔索长度

变柔索长度是指各机器人末端固定，通过机器人末端的绕线轮调整柔索长度以实现被吊

运物的期望运动，考虑到各柔索互不干扰，因此将各机器人末端固定在同一水平面内的等边三

角形的顶点处．此时，各机器人末端在全局坐标系 {Ｏ } 中的坐标分别为Ｏｂ１（０， ３Ａ ／ ３，Ｈ），
Ｏｂ２（ － Ａ ／ ２， － ３Ａ ／ ６，Ｈ），Ｏｂ３（Ａ ／ ２， － ３Ａ ／ ６，Ｈ），其中Ｈ为机器人末端所在水平面的高度，Ａ为

机器人末端之间的距离，此时方程式（１）可写为

　 　

Ｌ１ ＝ （ － ｘｐ１） ２ ＋ （Ａ ／ ３ － ｙｐ１）
２ ＋ （Ｈ － ｚｐ１） ２ ，

Ｌ２ ＝ （ － Ａ ／ ２ － ｘｐ２） ２ ＋ （ － ３Ａ ／ ６ － ｙｐ２）
２ ＋ （Ｈ － ｚｐ２） ２ ，
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在变柔索长度的情况下，未知量只有柔索长度 Ｌｉ 和柔索拉力 Ｔ 共 ６ 个变量，由方程式（５）
和（９） 可以得到柔索长度 Ｌｉ 和柔索拉力 Ｔ 的表达式，在给定被吊运物的位姿时，可以得到系统

的运动学逆解．
２．２　 固定柔索长度

固定柔索长度是指将柔索长度固定为 Ｌ，通过调整机器人末端位置（ｘｂｉ， ｙｂｉ， ｚｂｉ） 实现被吊

运物的位姿调整，为计算方便，使各机器人末端在同一面内运动，本文假定在水平面 ｚｂｉ ＝ Ｈ 内

运动，此时，柔索长度方程（１）可写为

　 　 Ｌ ＝ （ｘｐｉ － ｘｂｉ） ２ ＋ （ｙｐｉ － ｙｂｉ） ２ ＋ （Ｈ － ｚｂｉ） ２ 　 　 （ ｉ ＝ １，２，３） ． （１０）
在固定柔索长度的情况下，未知量只有 （ｘｂｉ，ｙｂｉ）（ ｉ ＝ １，２，３） 和柔索拉力Ｔ 共 ９ 个，而由式

（５）和（１０）共有 ９ 个方程，在给定被吊运物的位姿时，可以得到系统的运动学逆解．
２．３　 逆运动学分析和优化

在已知被吊运物的位姿时，求解各机器人末端运动或柔索长度变化情况，尤其是对固定柔

索长度的情况，在某一时刻存在无穷多解、多组解以及无解的情况，针对这 ３ 种情况分别进行

如下处理：
􀃬 在某一时刻存在无穷多解的情况下，舍去不符合要求的解，如虚数解、柔索拉力小于等

于 ０ 或大于柔索可承受范围等，甚至可以根据实际情况添加约束条件，取各柔索拉力的大小值

接近的解，有利于提高被吊运物的运动稳定性．如通过系数 Ｋ ＝ Ｔｉ ／ Ｔｍａｘ 进行判断，若 Ｋ 趋近于

１，则表明柔索拉力越接近，可优先选取为可行解．
􀃭 在某一时刻存在多组解的情况下，要考虑机器人运动控制的性能，即考虑机器人末端

运动轨迹的平滑性等方面进行优化处理．
􀃮 在某一时刻不存在符合要求解的情况下，可以通过上一时刻和下一时刻解的平均值进

行插值处理，同样有利于提高机器人末端运动轨迹和柔索拉力变化的平缓程度．
通过以上处理仍然会在某一时刻有多组解的情况，为机器人控制方便和被吊运物运动稳

定等因素考虑，尽可能提高机器人末端运动轨迹和柔索拉力变化的平缓程度，故而对存在多组

解的情况还需要进行优化处理，给出以下优化目标：
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１
ｍ ∑

ｍ

ｉ ＝ １
（Ｓｔ

ｉ － Ｅ ｔ（Ｓ）） ２( )é

ë
êê

ù

û
úú{ } ， （１１）

其中， ｍ为 ｔ时刻被优化参数的逆解个数，Ｓｔ
ｉ 为 ｔ时刻第 ｉ个被优化参数的解，Ｅ ｔ（Ｓ） 为 ｔ 时刻被
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优化参数的算术平均值

　 　 Ｅ ｔ（Ｓ） ＝
Ｓｔ

１ ＋ Ｓｔ
２ ＋ … ＋ Ｓｔ

ｍ

ｍ
． （１２）

采用最小方差作为优化目标是因为最小方差可以使得到的运动学逆解变化均匀平滑．若
Ｓ 为机器人末端位置坐标，则 ξ 可表示机器人末端位置速度的倍数，ξ 可评价机器人末端运动

轨迹的平滑程度；若 Ｓ为柔索拉力，则 ξ 表示柔索拉力的变化情况，ξ 可用来评价柔索拉力变化

的光滑程度；若 Ｓ为柔索长度，则 ξ 表示柔索长度变化的速度，ξ 可用来评价柔索长度收缩的光

滑程度．

３　 实例仿真分析

由上述逆运动学分析可知，在已知吊运物位姿时，即可求得该系统在对应情况下的运动学

逆解．假设吊运物质量 Ｍ ＝ １００ ｋｇ，吊运物与柔索结点间的距离为 ｌ ＝ ０．５ ｍ，吊运物质心 Ｐ 的期

望运动轨迹为

　 　

ｘ ＝ ０．２５ｃｏｓ ｔ ＋ ０．５，
ｙ ＝ ０．２５ｓｉｎ ｔ ＋ ０．５，
ｚ ＝ ０．５，
φ１ ＝ ｔ ／ １２０，
φ２ ＝ ｔ ／ １２０，
φ３ ＝ ｔ ／ １２０，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

　 　 ０ ≤ ｔ ≤ ６．３． （１３）

由式（１３）可知，吊运物质心是以 ０．２５ ｍ ／ ｓ 的速率在以（０．５ ｍ，０．５ ｍ，０．５ ｍ）为圆心，０．２５ ｍ
为半径的平面圆上运动．图 ２ 显示了吊运物的运动期望轨迹，其中 Ｐ 表示吊运物质心的运动轨

迹，ｐ１，ｐ２ 和 ｐ３ 分别表示了吊运物与柔索之间连接点的运动轨迹．

图 ２　 吊运物及结点运动期望轨迹

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｅｘｐｅｃｔｅｄ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｆｔｅｄ ｏｂｊｅｃｔ ａｎｄ ｔｈｅ ｎｏｄｅｓ

由文献［１３］可知在变柔索长度情况下柔索长度和拉力变化平滑，因此接下来以固定柔索

长度为例，通过 ＭＡＴＬＡＢ 编程计算各机器人末端的运动及柔索拉力变化情况．
在柔索长度确定时，通过调整各机器人末端的位置使吊运物按期望的位姿运动．假设柔索

长度 Ｌｉ ＝ Ｌ ＝ ２ ｍ，各机器人末端在 ｚｉ ＝ Ｈ ＝ １．５ ｍ 水平面内运动，柔索最小预紧力 Ｔｍｉｎ ＝ １０ Ｎ，
柔索最大许可拉力 Ｔｍａｘ ＝ ５００ Ｎ ．通过计算发现在每一时刻各变量能得到 ８ 组数值解，其中存

在虚数解和柔索拉力小于等于 ０ 的解．根据 ２．３ 小节中的 ３ 种处理方式和优化算法计算后可得

到各机器人末端运动轨迹的优化解．其仿真计算流程图如图 ３ 所示．
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图 ３　 数值计算仿真程序框图

Ｆｉｇ． ３　 Ｆｌｏｗ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ

通过上述处理后，得到各机器人末端在 ｘ 和 ｙ 方向上的运动轨迹分别如图 ４ 和图 ５ 所示，
与此对应各柔索拉力的变化曲线如图 ６ 所示．

图 ４　 机器人末端 ｘ 方向运动轨迹 图 ５　 机器人末端 ｙ 方向运动轨迹

Ｆｉｇ． ４　 Ｒｏｂｏｔ⁃ｅｎｄｓ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｘ⁃ ａｘｉｓ Ｆｉｇ． ５　 Ｒｏｂｏｔ⁃ｅｎｄｓ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｙ⁃ ａｘｉｓ

由图 ４ 和图 ５ 可知机器人末端运动轨迹不是很光滑，但和文献［１３］中得到的运动轨迹相

比明显要光滑很多，而且所得数据可以作为工程实践中较理想的实验数据．从而证明提出的逆

解处理方法的可行性，在比较重要的工程应用中还要从控制系统和被吊运物运动稳定性等方

面考虑进行深度优化，这也是接下来本课题要重点研究的方向．
为了验证系统模型的正确性，将在 ＵＧ 软件中建立的实验模型导入 ＡＤＡＭＳ 中，并在 ＡＤ⁃

ＡＭＳ 中设置相关实验参数，在 ＭＡＴＬＡＢ 中搭建控制系统，读取定柔索长度情况下各机器人的

运动位置，通过接口 ＡＤＡＭＳ ／ Ｃｏｎｔｒｏｌｓ 控制机器人末端的运动．在图 ４ 和图 ５ 所示运动轨迹数

据的驱动下，吊运物质心 Ｐ 的运动轨迹如图 ７ 所示，图 ８ 为吊运物质心 Ｐ 的运动轨迹在 ｘＯｙ 平

面上的投影．
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图 ６　 柔索拉力曲线

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｅｎｓｉｏｎｓ ｏｆ ｃａｂｌｅｓ

图 ７　 吊运物质心 Ｐ 的运动轨迹 图 ８　 吊运物质心 Ｐ 的运动轨迹在

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｃｅｎｔｒｏｉｄ Ｐ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｆｔｅｄ ｏｂｊｅｃｔ ｘＯｙ 上面的投影

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｃｅｎｔｒｏｉｄ Ｐ
ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｆｔｅｄ ｏｂｊｅｃｔ ｏｎｔｏ ｔｈｅ ｘＯｙ ｐｌａｎｅ

由图 ７ 和图 ８ 可知，实验轨迹和期望运动轨迹的重合度较高，运动误差为±２８ ｍｍ，可以满

足工程应用的需要，从而证明了系统模型和方法的正确性．
在实际工程应用中，可根据实际任务的需要将以上定柔索长度和变柔索长度的情况结合

起来操作被吊运物．

４　 结　 　 论

对柔索驱动紧耦合多机器人协调吊运系统的逆运动学进行了分析，首先在建立系统运动

学和动力学模型的基础上，将该系统分为变柔索长度和固定柔索长度情况，随后对其进行了逆

运动学问题的分析，对该系统逆解在某一时刻存在无穷多解、多组解和无解的情况分别给出了

处理方法．紧接着针对多组解问题，给出了运动学逆解优化目标进行优化，最后应用软件 ＵＧ ／
ＡＤＡＭＳ ／ ＭＡＴＬＡＢ 建立了仿真实验平台，通过实例仿真计算结果验证了该方法的有效性，为后

续被吊运物的运动稳定性和控制算法的研究奠定了一定的基础．
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