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摘要：　 分析了含周期性杆件胞元的二维网格结构的热弹性性质．根据拟膜法推导了网格结构的等

效热膨胀系数．将结构的拟膜的等效热膨胀系数表示成为胞元内各杆几何与物理参数的显式函数

形式．基于胞元在热荷载作用变形后的新尺寸给出了拟膜的等效弹性参数表达式．通过数值算例分

析了结构在降温、增温和温度不变条件下的变形差异．然后，用网格结构、拟连续体的数值解与理论

解进行了对比分析．结果表明上述热弹性参数表达式正确．由此将拟膜法推广到二维网格结构的热

弹性分析中．
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引　 　 言

大型轻质网状结构被广泛应用于结构工程中．董石麟和夏亨熹［１⁃２］曾提出拟板法分析此类

结构．其优点是降低计算量，并可采用连续介质力学方法进行结构整体性能的分析．在实际工

程中，材料的布局方式表现为结构形式．若不考虑尺度效应［３⁃４］，从材料的角度看，此类结构中

部件（桁架）可看作是具有周期性杆件胞元的轻质复合材料［５］ ．均匀化方法［６］是分析这类问题

的有效方法．故而，上述的拟板法也可看作是一种均匀化分析方法．
非均质材料在近年备受结构与材料界研究者的关注［７⁃１４］ ．在 ２０ 世纪，Ｇｉｂｓｏｎ、Ａｓｈｂｙ［７］就对

非均质材料 ／结构进行了系统性的研究，并提出相关的均匀化策略．结构的尺度也不再局限于

宏观结构［８⁃１１］ ．比如 Ｔｏｌｌｅｎａｅｒｅ 和 Ｃａｉｌｌｅｒｉｅ［８］利用均匀化方法给出晶格结构材料的等效连续体

模型．不过，因宏观桁架类网格结构已经广泛应用，结构的尺寸不断增大，其非线性变形增强以

及多场耦合问题等均需深入研究解决．Ｈｕｔｃｈｉｎｓｏｎ 和 Ｆｌｅｃｋ［１２］研究了周期桁架结构的整体力学

行为．周加喜和邓子辰［１３］讨论了类桁架夹层板的等效弹性性能．张洪武等［１４］ 给出一种求解周
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期性点阵桁架结构的等效材料性能的多尺度求解方法．梁军、杜善义等［１５］ 讨论采用边界力法

解决含周期性胞元的复合材料的等效弹性性能问题．
上述分析工作主要集中在采用均匀化方法寻求材料弹性性能的数值解．其原因在于胞元

形式的多样性与复杂性［１５］ 造成解析解的获取极为困难、甚至不可行．基于此，史姣、蔡坤

等［１６⁃１８］结合结构力学和均匀化思想，给出了含周期性胞元的桁架类结构的等效弹性参数的解

析解．这对此类结构的设计极为有利．但上述工作［１６⁃１８］ 没有涉及材料 ／结构的热⁃力耦合问

题［１９］ ．本文将分析含周期性正交铰接杆件胞元的二维网格结构的热弹性性能解析解，并利用

数值算例进行了验证．

１　 二维网格结构及其单胞模型

图 １（ａ）所示为二维周期性网格结构，其单胞如图 １（ｂ）所示，其结构说明如下：水平方向

（ｘ向） 为 １ 号等直杆件；竖直方向（ｙ 向）为 ２ 号等直杆件；斜向对角杆件为 ３ 号等直杆件．各杆

件几何与物理参数见表 １．

（ａ） 平面网格结构

（ａ） Ｔｈｅ ２Ｄ ｌａｔｔｉｃｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

（ｂ） 网格结构的纯杆单胞 （ｃ） 单胞的拟膜

（ｂ） Ａ ｌｉｎｋ⁃ｈｉｎｇｅｄ ｕｎｉｔ ｃｅｌｌ （ｃ） Ｐｓｅｕｄｏ⁃ｍｅｍｂｒａｎｅ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｕｎｉｔ ｃｅｌｌ

图 １　 平面网格结构及其矩形胞元（无热膨胀）

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｐｌａｎｅ ｌａｔｔｉｃｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｗｉｔｈ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｕｎｉｔ ｃｅｌｌｓ（ｗｉｔｈｏｕｔ ｔｈｅｒｍａｌ ｅｘｐａｎｓｉｏｎ）

表 １　 杆件几何及物理参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｌ ａｎｄ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｌｉｎｋｓ

ｌｉｎｋ ｎｕｍｂｅｒ ｌｅｎｇｔｈ ｏｆ ｌｉｎｋ ｃｒｏｓｓ⁃ｓｅｃｔｉｏｎａｌ ａｒｅａ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ ｔｅｎｓｉｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｌｉｎｅａｒ ｔｈｅｒｍａｌ ｅｘｐａｎｓｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ

１ ｌ１ Ａ１ Ｅ１ ｋ１ α１

２ ｌ２ Ａ２ Ｅ２ ｋ２ α２

３ ｌ３ Ａ３ Ｅ３ ｋ３ α３

　 　 图 １ 胞元中各杆件之间铰接， 但两根斜杆之间无直接约束． １、２ 号杆正交，即满足 ｌ２３ ＝ ｌ２１ ＋
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ｌ２２，其中 θ∈（０°， ９０°），ｋｉ ＝ Ｅ ｉ·Ａｉ（ ｉ ＝ １，２，３） ．同时，记 ｔ 为网格结构连续体化后拟膜（ＰＭ）（图
１（ｃ））的厚度， ΔＴ 为增温值．

２　 等效热弹性参数分析

２．１　 基本假设

􀃬 结构处于小变形状态．
􀃭 各杆件抗拉刚度 （ｋｉ（ ｉ ＝ １，２，３）） 在增温前后保持不变．

２．２　 单胞拟膜的等效热膨胀系数

易知，图 １（ｂ）网格结构胞元中各杆件在组装前（不相互铰接条件下），增温 ΔＴ 后的杆长

如下：

　 　

ｌ′１ ＝ ｌ１·（１ ＋ α１ΔＴ），

ｌ′２ ＝ ｌ２·（１ ＋ α２ΔＴ），

ｌ′３ ＝ ｌ３·（１ ＋ α３ΔＴ） ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１）

同时，记组装后各杆件的杆长如下：

　 　

ｌ∗１ ＝ ｌ′１·（１ ＋ ε１），

ｌ∗２ ＝ ｌ′２·（１ ＋ ε２），

ｌ∗３ ＝ ｌ′３·（１ ＋ ε３），

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２）

其中 ε１，ε２ 和 ε３ 分别为 １、２ 和 ３ 号杆件的轴向（综合）应变．因微结构（胞元）对称、温度荷载对

称，故三根杆件长度满足下式：
　 　 ｌ∗２

３ ＝ ｌ∗２
１ ＋ ｌ∗２

２ ． （３）
由式（２）和（３）可得

　 　
ｌ′１
ｌ′３

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ １ ＋ ε１

１ ＋ ε３

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋
ｌ′２
ｌ′３

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ １ ＋ ε１

１ ＋ ε３

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝ １． （４）

由假设􀃭知，组装后各杆件内力分别为

　 　

Ｆ１ ＝ ε１·ｋ１，

Ｆ２ ＝ ε２·ｋ２，

Ｆ３ ＝ ε３·ｋ３ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（５）

选取任意一个节点，由节点受力平衡条件可知

　 　 Ｆ１ ＋ Ｆ３·
ｌ∗１
ｌ∗３

＝ ０， （６）

　 　 Ｆ２ ＋ Ｆ３·
ｌ∗２
ｌ∗３

＝ ０． （７）

将式（５）代入式（６）可得

　 　 ε１ｋ１ ＝ － ε３ｋ３·
ｌ∗１
ｌ∗３

， （８）

即

　 　
ε１（１ ＋ ε３）
ε３（１ ＋ ε１）

＝ －
ｌ′１·ｋ３

ｌ′３·ｋ１
． （９）
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故有

　 　 ε１ ＝
－ ｌ′１·ｋ３·ε３

ｌ′３·ｋ１ ＋ （ ｌ′３·ｋ１ ＋ ｌ′１·ｋ３）ε３
． （１０）

同理，将式（５）代入式（７）可得

　 　 ε２ ＝
－ ｌ′２·ｋ３·ε３

ｌ′３·ｋ２ ＋ （ ｌ′３·ｋ２ ＋ ｌ′２·ｋ３）ε３
． （１１）

由假设􀃬（即小变形假设）及将式（１０）和（１１）代入式（４）可得（见附录）

　 　 ε３ ＝ ａ２ｃ２ － （ａ２ ＋ ｃ２）
２ ａｂ ＋ ｃｄ － （ａ２ｃｄ ＋ ａｂｃ２）[ ]

， （１２）

其中

　 　
ａ ＝

ｌ′３
ｌ′１

， ｂ ＝
ｌ′３
ｌ′１

＋
ｋ３

ｋ１
，

ｃ ＝
ｌ′３
ｌ′２

， ｄ ＝
ｌ′３
ｌ′２

＋
ｋ３

ｋ２
．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１３）

由式（２）及式（１０） ～ （１２）可得，温度荷载作用下的胞元内各杆件的长度如下：

　 　

ｌ∗１ ＝ ｌ′１·（１ ＋ ε１） ＝
１ ＋ ε３

１ ＋ ｂ
ａ

ε３

ｌ′１，

ｌ∗２ ＝ ｌ′２·（１ ＋ ε２） ＝
１ ＋ ε３

１ ＋ ｄ
ｃ
ε３

ｌ′２，

ｌ∗３ ＝ （１ ＋ ε３）·ｌ′３ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

（１４）

记

　 　
ｓｉｎ θ∗ ＝ ｌ∗２ ／ ｌ∗３ ，

ｃｏｓ θ∗ ＝ ｌ∗１ ／ ｌ∗３ ，{ （１５）

亦即， θ∗ 为热膨胀后胞元内斜杆与水平杆的夹角，其与温度变化相关．
胞元拟膜后的等效热膨胀系数 αｘ，αｙ 满足下式：

　 　
ｌ∗１ ＝ ｌ１·（１ ＋ αｘ·ΔＴ），

ｌ∗２ ＝ ｌ２·（１ ＋ αｙ·ΔＴ） ．{ （１６）

同时，由式（１４）和（１６）可知拟膜的等效热膨胀系数为

　 　

αｘ ＝ α１·
１ ＋ ε３

１ ＋ ｂ
ａ

ε３

＋ １
ΔＴ

１ ＋ ｂ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ε３

１ ＋ ｂ
ａ

ε３

，

αｙ ＝ α２·
１ ＋ ε３

１ ＋ ｄ
ｃ
ε３

＋ １
ΔＴ

１ ＋ ｄ
ｃ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ε３

１ ＋ ｄ
ｃ
ε３

．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

（１７）
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２．３　 单胞拟膜的等效弹性参数

由以前工作［１６⁃１８］知，含周期性纯杆胞元的网格结构的拟膜的等效弹性参数如下：

　 　
Ｅｘ ＝

２ｋ１

ｌ∗２·ｔ（１ － Ｃ∗－１
１ ）

，

νｘｙ ＝
ｋ１

ｋ２

１
Ｃ∗

１ － １
ｓｉｎ θ∗

ｃｏｓ θ∗，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１８）

　 　
Ｅｙ ＝

２ｋ２

ｌ∗１·ｔ（１ － Ｃ∗－１
２ ）

，

νｙｘ ＝
ｋ２

ｋ１

１
Ｃ∗

２ － １
ｃｏｓ θ∗

ｓｉｎ θ∗ ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１９）

　 　 Ｇｘｙ ＝
ｋ３·ｓｉｎ（２θ∗）

ｌ∗３·ｔ
， （２０）

其中

　 　
Ｃ∗

１ ＝ １ ＋
ｋ１

ｋ２

ｓｉｎ θ∗

ｃｏｓ θ∗
æ

è
ç

ö

ø
÷

３

＋
ｋ１

ｋ３

１
ｃｏｓ θ∗

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

，

Ｃ∗
２ ＝ １ ＋

ｋ２

ｋ１

ｃｏｓ θ∗

ｓｉｎ θ∗
æ

è
ç

ö

ø
÷

３

＋
ｋ２

ｋ３

１
ｓｉｎ θ∗

æ

è
ç

ö

ø
÷

３

．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２１）

因 θ∗ 与温度变化相关，故上述弹性参数也随温度变化而变化．

３　 算　 　 例

３．１　 算例 １
图 ２ 所示悬臂梁，（拟膜）厚度为 ｔ ＝ ０．０１ ｍ，分布压力 ｐ ＝ １０ ｋＮ ／ ｍ ．网格胞元内各杆件几

何及物理参数如表 ２ 所示．采用 ＡＮＳＹＳ 软件获得结构变形．结构变形中暂不考虑屈曲．梁左端

仅在中性轴处完全固定，其余部分仅受法向位移约束．

图 ２　 悬臂梁模型

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ｍｏｄｅｌ

受均布压力作用连续体悬臂梁中性层挠度的近似理论解由下式控制：

　 　 Ｕｙ ＝ ０ ＝ ｐ ｘ４ － ４Ｌｘ３ ＋ ６Ｌ２ｘ２

２４ＥｘＩｚ
＋ κ（２Ｌｘ － ｘ２）

２ＧｘｙＡ
é

ë
êê

ù

û
úú ， （２２）

其中 Ｕｙ ＝ ０ 为中性层挠度， ｐ 为作用于梁上的均布压力， Ｌ 为梁跨度， Ｅｘ 为连续体梁中材料沿轴

向的弹性模量， Ｉｚ 为梁中性轴惯性矩， Ｇｘｙ 为梁在 ｘＯｙ 面内的剪切模量，Ａ 为梁横截面面积，截
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面系数 κ ＝ １．２．
３．１．１　 网格梁模型及参数

为了验证拟膜法给出的等效热弹性参数的正确性，表 ２ 给出了网格悬臂梁中杆件的几何

与物理参数．其中， ｓ为胞元尺寸单位．考虑到便于计算和分析，本文选取模量为规整的 １００ ＧＰａ
（铝合金模量）．此外，结构的工作环境温度变化幅度往往在 １００ ℃以内，为了放大热膨胀效应，
将实际材料的热膨胀系数放大 ４ ～ １０ 倍用于算例分析．同时，为了验证网格无关性，本文考虑

了 ３ 种不同尺寸下构造出具有相同热弹性的网格结构，即
① ｓ ＝ ０．０５ ｍ 时，对应于 １５×４（ｘ 向 １５ × ｙ 向 ４，后同）网格结构悬臂梁（见图 ３（ａ））；
② ｓ ＝ ０．０２５ ｍ 时，对应于 ３０×８ 网格结构悬臂梁（见图 ３（ｂ））；
③ ｓ ＝ ０．０１２ ５ ｍ 时，对应于 ６０×１６ 网格结构悬臂梁（见图 ３（ｃ））．

表 ２　 网格悬臂梁中杆件几何及物理参数

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｌ ａｎｄ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｌｉｎｋｓ ｉｎ ｔｈｅ ｌａｔｔｉｃｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ

ｌｉｎｋ ｎｕｍｂｅｒ ｌｅｎｇｔｈ ｏｆ ｌｉｎｋ ｃｒｏｓｓ⁃ｓｅｃｔｉｏｎａｌ ａｒｅａ ｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｕｌｕｓ ｔｅｎｓｉｌｅ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｌｉｎｅａｒ ｔｈｅｒｍａｌ ｅｘｐａｎｓｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ

１ ｌ１ ＝ ４ｓ Ａ１ ＝ ０．７５ｔ·ｓ Ｅ１ ＝ １００ ＧＰａ ｋ１ ＝ Ｅ１·Ａ１ α１ ＝ ０．０００ １ ℃ －１

２ ｌ２ ＝ ３ｓ Ａ２ ＝ ０．５ｔ·ｓ Ｅ２ ＝ １００ ＧＰａ ｋ２ ＝ Ｅ２·Ａ２ α２ ＝ ０．０００ ２ ℃ －１

３ ｌ３ ＝ ５ｓ Ａ３ ＝ ｔ·ｓ Ｅ３ ＝ １００ ＧＰａ ｋ３ ＝ Ｅ３·Ａ３ α３ ＝ ０．０００ ５ ℃ －１

（ａ） 含 １５×４ 个胞元的网格结构

（ａ） Ｔｈｅ ｌａｔｔｉｃｅ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ １５×４ ｕｎｉｔ ｃｅｌｌｓ

（ｂ） 含 ３０×８ 个胞元的网格结构

（ｂ） Ｔｈｅ ｌａｔｔｉｃｅ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ３０×８ ｕｎｉｔ ｃｅｌｌｓ

（ｃ） 含 ６０×１６ 个胞元的网格结构

（ｃ） Ｔｈｅ ｌａｔｔｉｃｅ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ６０×１６ ｕｎｉｔ ｃｅｌｌｓ

图 ３　 具有相同拟膜热弹性性能的 ３ 种网格结构

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｒｅｅ ｌａｔｔｉｃｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｓａｍｅ ｔｈｅｒｍｏ⁃ｅｌａｓｔｉｃ ＰＭ

３．１．２　 拟膜梁的物理参数

现考虑结构不增温和增温、降温条件下的变形问题．设结构均匀增温ΔＴ ＝ ０ ℃， ΔＴ ＝ － ２０ ℃
或 ΔＴ ＝ ＋ ５０ ℃ ．由式（１７） ～ （２０）知，胞元拟膜的弹性参数如表 ３ 所示．
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表 ３　 拟膜材料物理参数

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｐｈｙｓｉｃａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｓｅｕｄｏ⁃ｍｅｍｂｒａｎｅ ｃｅｌｌ ｉｎ ｆｉｇ． ３

№． ΔＴ ／ ℃ Ｅｘ ／ ＧＰａ Ｅｙ ／ ＧＰａ νｙｘ Ｇｘｙ ／ ＧＰａ αｘ ／ ℃ －１ αｙ ／ ℃ －１

１ ０ ７３．８３６ ３１．４１８ ０．２２８ １９．２００ １．０００Ｅ－４ ２．０００Ｅ－４

２ －２０ ７４．５３９ ３１．５６１ ０．２２７ １９．３０７ ２．８８０Ｅ－４ ４．１０６Ｅ－４

３ ＋５０ ７２．１２５ ３１．０７７ ０．２３０ １８．８８７ ２．７３３Ｅ－４ ３．９７１Ｅ－４

３．２　 数值结果

３．２．１　 ΔＴ ＝ ０ ℃（无增温）时的解答

图 ４ 给出梁在无温度变化条件下中性层的变形解答．表明拟膜梁与网格结构梁的解答相

对误差很小（网格越密，误差越小）（见表 ４）．而由式（２２）给出的理论解在不同位置处均低于

其余解答（见表 ４），表明理论解对应的梁比实际结构刚度偏大．其部分原因是当前梁的高跨比

较大（１ ∶ ５）．梁的根部 （ｘ ＝ ０ 处）相对误差较大（但绝对误差较小）可用 Ｓａｉｔ⁃Ｖｅｎａｎｔ（圣维南）
原理解释．

（ａ） ０ ≤ ｘ ≤ ３ （ｂ） ２．５ ≤ ｘ ≤ ３

图 ４　 梁中性层 ｙ⁃ 向位移曲线

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｙ⁃ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｎｅｕｔｒａｌ ｌａｙｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍｓ

表 ４　 ΔＴ ＝ ０ ℃时梁中性层中节点的 ｙ⁃ 向位移解

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｔｈｅ ｙ⁃ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ｎｏｄｅｓ ｏｎ ｎｅｕｔｒａｌ ｌａｙｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍｓ ｆｏｒ ΔＴ ＝ ０ ℃

ｘ ／ ｍ

ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ

ｓｏｌｕｔｉｏｎ

ＵＴｈ ／ ｍ

ＰＭ

ｂｅａｍ

ＵＰＭ ／ ｍ

ｒｅｌａｔｉｖｅ

ｅｒｒｏｒ

Ｅｒｒ ／ ％

６０×１６

ＵＬ６０ ／ ｍ

ｒｅｌａｔｉｖｅ

ｅｒｒｏｒ

Ｅｒｒ ／ ％

３０×８

ＵＬ３０ ／ ｍ

ｒｅｌａｔｉｖｅ

ｅｒｒｏｒ

Ｅｒｒ ／ ％

１５×４

ＵＬ１５ ／ ｍ

ｒｅｌａｔｉｖｅ

ｅｒｒｏｒ

Ｅｒｒ ／ ％

０．２ －１．２５Ｅ－４ －２．２８Ｅ－４ ８２．４ －９．９５Ｅ－５ －２０．４ －９．７４Ｅ－５ －２２．１ －９．１３Ｅ－５ －２７．０

０．４ －３．６４Ｅ－４ －４．６７Ｅ－４ ２８．３ －３．３７Ｅ－４ －７．４ －３．３４Ｅ－４ －８．２ －３．２１Ｅ－４ －１１．８

１．０ －１．６１Ｅ－３ －１．７２Ｅ－３ ６．８ －１．５９Ｅ－３ －１．２ －１．５９Ｅ－３ －１．２ －１．５６Ｅ－３ －３．１

１．４ －２．７４Ｅ－３ －２．８５Ｅ－３ ４．０ －２．７４Ｅ－３ ０ －２．７５Ｅ－３ ０．４ －２．７０Ｅ－３ －１．４

２．０ －４．６８Ｅ－３ －４．８０Ｅ－３ ２．６ －４．７２Ｅ－３ ０．８ －４．７４Ｅ－３ １．３ －４．６８Ｅ－３ ０

２．４ －６．０４Ｅ－３ －６．１６Ｅ－３ ２．０ －６．１１Ｅ－３ １．２ －６．１５Ｅ－３ １．８ －６．０７Ｅ－３ ０．５

３．０ －８．０９Ｅ－３ －８．２２Ｅ－３ １．６ －８．２１Ｅ－３ １．５ －８．２７Ｅ－３ ２．２ －８．１９Ｅ－３ １．２

　 　 对于线性问题，结构受力与热荷载同时作用下的变形解答可以由两部分独立解答累加．为
考虑温度荷载对结构变形的影响，设定结构分别处于降温或增温状态．由上述解答给出数值解

答与理论解作比较．相对误差的定义为：相对误差 ＝ （当前解－理论解） ／理论解．上述 ３ 种悬臂

梁的高度和跨度均相同．如果这 ３ 种梁的计算结果与理论解的相对误差绝对值不超过 ５％，即

０２７ 二维周期性单胞网格结构的等效热弹性分析



证明网格无关性．这对于设计相同形状和相同热⁃力性能的网格结构非常重要．
３．２．２　 ΔＴ ＝ － ２０ ℃（降温）时的解答

图 ５ 给出了降温 （ΔＴ ＝ － ２０ ℃）条件下结构上、中和下表面 ｙ⁃ 向位移解．表明拟膜梁的位

移较网格结构的位移略低．在梁的中性层处，拟膜梁的数值解与理论解（采用式（２２）及表 ３ 第

二行参数获得）更为接近，见表 ５．从图 ６ 也可发现，拟膜梁与网格梁的位移场差异极小．

　 （ａ） 梁上表面挠度

　 （ａ） Ｔｈｅ ｕｐｐｅｒ⁃ｓｕｒｆａｃｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍｓ

（ｂ） 梁中性层挠度 （ｃ） 梁下表面挠度

（ｂ） Ｔｈｅ ｎｅｕｔｒａｌ⁃ｌａｙｅｒ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍｓ （ｃ） Ｔｈｅ ｌｏｗｅｒ⁃ｓｕｒｆａｃｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍｓ

图 ５　 ΔＴ ＝ － ２０ ℃时梁顶层、中性层和底层 ｙ⁃ 向位移曲线

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｙ⁃ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｏｐ， ｎｅｕｔｒａｌ ａｎｄ ｂｏｔｔｏｍ ｌａｙｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍｓ ｆｏｒ ΔＴ ＝ － ２０ ℃

表 ５　 ΔＴ ＝ － ２０ ℃时梁中性层中节点的 ｙ⁃ 向位移解

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｔｈｅ ｙ⁃ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ｎｏｄｅｓ ｏｎ ｎｅｕｔｒａｌ ｌａｙｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍｓ ｆｏｒ ΔＴ ＝ － ２０ ℃

ｘ ／ ｍ

ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ

ｓｏｌｕｔｉｏｎ

ＵＴｈ ／ ｍ

ＰＭ

ｂｅａｍ

ＵＰＭ ／ ｍ

ｒｅｌａｔｉｖｅ

ｅｒｒｏｒ

Ｅｒｒ ／ ％

６０×１６

ＵＬ６０ ／ ｍ

ｒｅｌａｔｉｖｅ

ｅｒｒｏｒ

Ｅｒｒ ／ ％

３０×８

ＵＬ３０ ／ ｍ

ｒｅｌａｔｉｖｅ

ｅｒｒｏｒ

Ｅｒｒ ／ ％

１５×４

ＵＬ１５ ／ ｍ

ｒｅｌａｔｉｖｅ

ｅｒｒｏｒ

Ｅｒｒ ／ ％

０．２ －１．２４Ｅ－４ －１．４２Ｅ－４ １４．５ －１．３５Ｅ－４ ８．９ －１．９４Ｅ－４ ５６．４ －１．６６Ｅ－４ ３３．９

０．４ －３．６１Ｅ－４ －４．６４Ｅ－４ ２８．５ －４．６６Ｅ－４ ２９．１ －４．３９Ｅ－４ ２１．６ －４．０７Ｅ－４ １２．７

１．０ －１．５９Ｅ－３ －１．７０Ｅ－３ ６．９ －１．７４Ｅ－３ ９．４ －１．７２Ｅ－３ ８．２ －１．６８Ｅ－３ ５．７

１．４ －２．７２Ｅ－３ －２．８３Ｅ－３ ４．０ －２．９１Ｅ－３ ７．０ －２．９０Ｅ－３ ６．６ －２．８４Ｅ－３ ４．４

２．０ －４．６４Ｅ－３ －４．７５Ｅ－３ ２．４ －４．９１Ｅ－３ ５．８ －４．９２Ｅ－３ ６．０ －４．８５Ｅ－３ ４．５

２．４ －５．９９Ｅ－３ －６．１１Ｅ－３ ２．０ －６．３１Ｅ－３ ５．３ －６．３４Ｅ－３ ５．８ －６．２７Ｅ－３ ４．７

３．０ －８．０１Ｅ－３ －８．１４Ｅ－３ １．６ －８．４３Ｅ－３ ５．２ －８．４８Ｅ－３ ５．９ －８．４２Ｅ－３ ５．１
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（ａ） 拟膜梁

（ａ） Ｔｈｅ ＰＭ ｂｅａｍ

（ｂ） 网格梁

（ｂ） Ｔｈｅ ｌａｔｔｉｃｅ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ６０×１６ ｕｎｉｔ ｃｅｌｌｓ

图 ６　 ΔＴ ＝ － ２０ ℃时悬臂梁 ｙ⁃ 向位移云图

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｙ⁃ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｎｅｕｔｒａｌ ｌａｙｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍｓ ｆｏｒ ΔＴ ＝ － ２０ ℃

　 （ａ） 梁上表面挠度

　 （ａ） Ｔｈｅ ｕｐｐｅｒ⁃ｓｕｒｆａｃｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍｓ

（ｂ） 梁中性层挠度 （ｃ） 梁下表面挠度

（ｂ） Ｔｈｅ ｎｅｕｔｒａｌ⁃ｌａｙｅｒ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍｓ （ｃ） Ｔｈｅ ｌｏｗｅｒ⁃ｓｕｒｆａｃｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍｓ

图 ７　 ΔＴ ＝ ＋ ５０ ℃时梁顶层、中性层和底层 ｙ⁃ 向位移曲线

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｙ⁃ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｏｐ， ｎｅｕｔｒａｌ ａｎｄ ｂｏｔｔｏｍ ｌａｙｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍｓ ｆｏｒ ΔＴ ＝ ＋ ５０ ℃

２２７ 二维周期性单胞网格结构的等效热弹性分析



３．２．３　 ΔＴ ＝ ＋ ５０ ℃（升温）时的解答

图 ７（ａ）和（ｃ）给出了梁（拟膜梁以及不同网格结构梁）上下表面的挠度．结果显示拟连续

体结构边界的变形与网格结构边界变形吻合极好．图 ７（ｂ）给出了梁的中性层挠度的数值解与

式（２２）的理论解比较．发现拟连续体（拟膜）结构与原网格结构的中性层挠度解答极为吻合，
而它们与理论解的差异较大（见表 ６）．比如，离端部约束 １ ｍ 处的拟膜梁数值解与理论解的误

差约为 ６％，在自由端相对误差约为 １．６％．
图 ８ 给出了拟膜梁与 ６０×１６ 网格结构梁的节点 ｙ⁃ 向位移云图．表明两者位移场不仅在边

界吻合极好，在其他区域相对误差也低于 ５％．
表 ６　 ΔＴ ＝ ＋ ５０ ℃时梁中性层中节点的 ｙ⁃ 向位移解

Ｔａｂｌｅ ６　 Ｔｈｅ ｙ⁃ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ｏｆ ｎｏｄｅｓ ｏｎ ｎｅｕｔｒａｌ ｌａｙｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｆｏｒ ΔＴ ＝ ＋ ５０ ℃

ｘ ／ ｍ

ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ

ｓｏｌｕｔｉｏｎ

ＵＴｈ ／ ｍ

ＰＭ

ｂｅａｍ

ＵＰＭ ／ ｍ

ｒｅｌａｔｉｖｅ

ｅｒｒｏｒ

Ｅｒｒ ／ ％

６０×１６

ＵＬ６０ ／ ｍ

ｒｅｌａｔｉｖｅ

ｅｒｒｏｒ

Ｅｒｒ ／ ％

３０×８

ＵＬ３０ ／ ｍ

ｒｅｌａｔｉｖｅ

ｅｒｒｏｒ

Ｅｒｒ ／ ％

１５×４

ＵＬ１５ ／ ｍ

ｒｅｌａｔｉｖｅ

ｅｒｒｏｒ

Ｅｒｒ ／ ％

０．２ －１．２８Ｅ－４ －２．３２Ｅ－４ ８１．２ －２．２２Ｅ－４ ７３．４ －１．９４Ｅ－４ ５１．６ －１．６６Ｅ－４ ２９．７

０．４ －３．７２Ｅ－４ －４．７６Ｅ－４ ２８．０ －４．６６Ｅ－４ ２５．３ －４．３９Ｅ－４ １８．０ －４．０７Ｅ－４ ９．４

１．０ －１．６４Ｅ－３ －１．７５Ｅ－３ ６．７ －１．７４Ｅ－３ ６．１ －１．７２Ｅ－３ ４．９ －１．６８Ｅ－３ ２．４

１．４ －２．８０Ｅ－３ －２．９２Ｅ－３ ４．３ －２．９１Ｅ－３ ３．９ －２．９０Ｅ－３ ３．６ －２．８４Ｅ－３ １．４

２．０ －４．７９Ｅ－３ －４．９１Ｅ－３ ２．５ －４．９１Ｅ－３ ２．５ －４．９２Ｅ－３ ２．７ －４．８５Ｅ－３ １．２

２．４ －６．１８Ｅ－３ －６．３１Ｅ－３ ２．１ －６．３１Ｅ－３ ２．１ －６．３４Ｅ－３ ２．６ －６．２７Ｅ－３ １．５

３．０ －８．２８Ｅ－３ －８．４１Ｅ－３ １．６ －８．４３Ｅ－３ １．８ －８．４８Ｅ－３ ２．４ －８．４２Ｅ－３ １．７

（ａ） 拟膜梁

（ａ） Ｔｈｅ ＰＭ ｂｅａｍ

（ｂ） 网格梁

（ｂ） Ｔｈｅ ｌａｔｔｉｃｅ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ６０×１６ ｕｎｉｔ ｃｅｌｌｓ

图 ８　 ΔＴ ＝ ＋ ５０ ℃时悬臂梁 ｙ⁃ 向位移云图

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｙ⁃ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｎｅｕｔｒａｌ ｌａｙｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍｓ ｆｏｒ ΔＴ ＝ ＋ ５０ ℃

　 　 比较表 ５、表 ６ 与表 ４ 中理论解及拟膜梁数值解发现，对应节点处的绝对误差基本一致．这
表明结构均匀温度变化下，理论解与拟膜梁数值解的绝对误差并非由热膨胀造成．这也表明结

构的热弹性参数（表 ３）结果正确．

３２７张　 朝　 晖　 　 　 李　 宝　 辉　 　 　 史　 　 姣



４　 结　 　 论

上述数值分析表明，二维网格结构胞元的拟膜热膨胀系数解答正确，进而可知拟膜的弹性

参数的温度相关性正确．由数值解还可看出，结构在不同温度下变形差异显著．对于实际网格

结构，在室外温度变化条件下，有必要考虑结构的热荷载才能更准确的预测结构变形．
本文仅给出了考虑均匀热荷载作用下结构受力变形问题．原因之一在于结构往往处于几

乎均匀的温度条件下．其二，瞬态热问题涉及拟膜的热传导系数［２０］，笔者将在未来的工作中予

以考虑．

附　 　 录

将文中式（１０）和（１１）代入式（４）可得

　 　 ｌ′３ ２ （１ ＋ ε３） ２ ＝
ｌ′１·ｋ１（ ｌ′３·（１ ＋ ε３））

ｌ′３·ｋ１ ＋ （ ｌ′３·ｋ１ ＋ ｌ′１·ｋ３）ε３

é

ë
êê

ù

û
úú

２

＋
ｌ′２·ｋ２（ ｌ′３（１ ＋ ε３））

ｌ′３·ｋ２ ＋ （ ｌ′３·ｋ２ ＋ ｌ′２·ｋ３）ε３

é

ë
êê

ù

û
úú

２

， （Ａ１）

即

　 　 １ ＝
ｌ′１·ｋ１

ｌ′３·ｋ１ ＋ （ ｌ′３·ｋ１ ＋ ｌ′１·ｋ３）ε３

é

ë
êê

ù

û
úú

２

＋
ｌ′２·ｋ２

ｌ′３·ｋ２ ＋ （ ｌ′３·ｋ２ ＋ ｌ′２·ｋ３）ε３

é

ë
êê

ù

û
úú

２

， （Ａ２）

或者

　 　 １ ＝ １
ｌ′３
ｌ′１

＋
ｌ′３
ｌ′１

＋
ｋ３

ｋ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ε３

é

ë
êê

ù

û
úú

２ ＋ １
ｌ′３
ｌ′２

＋
ｌ′３
ｌ′２

＋
ｋ３

ｋ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ε３

é

ë
êê

ù

û
úú

２ ． （Ａ３）

记

　 　
ａ ＝

ｌ′３
ｌ′１

， ｂ ＝
ｌ′３
ｌ′１

＋
ｋ３

ｋ１
，

ｃ ＝
ｌ′３
ｌ′２

， ｄ ＝
ｌ′３
ｌ′２

＋
ｋ３

ｋ２
，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（Ａ４）

则式（Ａ３）可转化为

　 　 （ａ２ ＋ ｃ２ － ａ２ｃ２） ＋ ２［ａｂ ＋ ｃｄ － （ａ２ｃｄ ＋ ａｂｃ２）］ε３ ＋

　 　 　 　 ［ｂ２ ＋ ｄ２ － （ａ２ｄ２ ＋ ４ａｂｃｄ ＋ ｂ２ｃ２）］ε２
３ ＋ Ｏ（ε２

３） ＝ ０． （Ａ５）

当线应变小于等于 ５％（小变形）时，可得线性近似解，即

　 　 ε３ ＝ ａ２ｃ２ － （ａ２ ＋ ｃ２）
２ ａｂ ＋ ｃｄ － （ａ２ｃｄ ＋ ａｂｃ２）[ ]

． （Ａ６）

当线应变小于等于 １０％（中等程度变形）时，可得二次近似解，即

　 　 ε３ ＝ － Ｂ ± Ｂ２ － ＡＣ
Ａ

， （Ａ７）

其中

　 　

Ａ ＝ ｂ２ ＋ ｄ２ － （ａ２ｄ２ ＋ ４ａｂｃｄ ＋ ｂ２ｃ２），

Ｂ ＝ ａｂ ＋ ｃｄ － （ａ２ｃｄ ＋ ａｂｃ２），

Ｃ ＝ ａ２ ＋ ｃ２ － ａ２ｃ２ ．

ì

î

í

ïï

ïï

（Ａ８）

本文选用线性近似解．
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