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摘要：　 运用广义复变函数方法，通过构造适当的广义保角映射，研究了一维正交准晶中具有四条

裂纹的椭圆孔口的平面弹性问题．通过引入应力函数，把平面弹性问题的基本方程简化为一个四阶

偏微分方程，从而给出了各个应力分量在像平面的复表示，求得了裂纹尖端的应力强度因子的解

析解．当描述缺陷的各参数发生变化时，该文的结果不仅可以还原已有文献中的结论，还可给出多

种常见缺陷构型的应力强度因子，为工程力学分析提供了理论依据．
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引　 　 言

准晶是三十多年前发现的一种新的凝聚态物质，由于其独特的原子结构而表现出高硬度、
不黏性、耐腐蚀和耐磨损等许多优异性能，在航空航天、新能源、光学、声学、金属成型等工程技

术领域有广泛的应用前景．其弹性问题的刻画不仅需要声子场还需要描述准周期排列的相位

子场，是通过二者相互耦合作用的．自发现准晶以来，国内外许多学者都投入到准晶的研究之

中，取得若干重要成果［１⁃８］ ．由于一维六方准晶结构对称性较强，独立的弹性常数较少，许多研

究者将其作为研究的首选对象，取得了丰富的研究成果．文献［９⁃１２］运用复变函数方法和保角

映射技术研究了具有两条或三条不对称裂纹的圆形孔口问题；文献［１３］研究了裂纹与位错的

相互作用，给出了裂纹尖端的应力强度因子和作用在位错上的力的解析解；文献［１４］考虑了

一维六方准晶中运动裂纹的问题；文献［１５］利用复变函数法，讨论了一维六方准晶非周期平

面的两类周期接触问题．
一维正交准晶较一维六方准晶更具有普遍性，它的非零独立弹性常数比一维六方准晶多

一些，导致准晶弹性与缺陷问题的研究更为复杂．文献［１６］研究了一维正交准晶板中的弯曲问

题；文献［１７］采用拟 Ｓｔｒｏｈ 形式研究了由一维正交准晶和准晶组成的多层功能梯度板受到表

面载荷作用下的精确解；文献［１８］研究了多层一维正交准晶板的精确闭合解；文献［１９］引入

四种势函数，得到了具有压电效应的一维正交准晶的楔形问题和半平面问题的一般解；文献
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［２０⁃２１］利用广义复变方法，通过构造广义保角映射，研究了一维正交准晶中的椭圆孔口和半

无限裂纹问题．带四条裂纹的椭圆孔口是断裂力学中一个典型的缺陷，存在于各种材料和铸件

中，对于它的研究具有广泛的应用价值， 在分析工程断裂问题中更具有重要的意义．在文献

［２０⁃２１］的基础上，本文研究了一维正交准晶中带四条裂纹的椭圆孔口的断裂力学问题，得到

了裂纹尖端点的应力强度因子的解析解，分析了缺陷各参数的变化情况．

１　 基 本 理 论

在点群 ｍｍ２ 一维正交准晶材料中，设 ｘ３ 轴方向为准周期方向， ｘｉ（ ｉ ＝ １，２） 轴方向为周期

方向，当材料的缺陷沿着准周期方向 ｘ３ 穿透时，根据材料的几何对称性，材料的物理性质是不

随准周期方向改变的，即在广义 Ｈｏｏｋｅ 定律、几何方程和弹性平衡方程这三套基本方程中有

　 　 ∂（·）
∂ｘ３

＝ ０． （１）

将式（１）分别代入三套基本方程中， 可以得到两个相互独立的问题． 其中一个问题类似

于一维正交准晶的平面弹性问题， 可以用经典弹性理论的方法求解， 这里不再讨论．另一个问

题为

　 　 σ２３ ＝ σ３２ ＝ ２Ｃ４４ε２３ ＋ Ｒ４ω２， （２）
　 　 σ１３ ＝ σ３１ ＝ ２Ｃ５５ε３１ ＋ Ｒ５ω１， （３）
　 　 Ｈ１ ＝ ２Ｒ５ε３１ ＋ Ｋ１ω１， Ｈ２ ＝ ２Ｒ４ε２３ ＋ Ｋ２ω２， （４）

　 　 ε３ｊ ＝
１
２

∂ｊｕ３， ω ｊ ＝ ∂ｊｖ，　 　 ｊ ＝ １，２， （５）

　 　 ∂１σ３１ ＋ ∂２σ３２ ＝ ０， ∂１Ｈ１ ＋ ∂２Ｈ２ ＝ ０． （６）
该问题是声子场与相位子场耦合的反平面问题．

由文献［２０］引入新的应力势函数 Ｕ（ｘ１，ｘ２） 和 Ｖ（ｘ１，ｘ２）， 使

　 　 σ３１ ＝ ∂２Ｕ， σ２３ ＝ － ∂１Ｕ， Ｈ１ ＝ ∂２Ｖ， Ｈ２ ＝ － ∂１Ｖ， （７）
则平衡方程（６）自动满足．

将式（２） ～ （４）变形为

　 　
ε３１ ＝ ａ１σ３１ － ａ２Ｈ１， ε２３ ＝ ａ３σ２３ － ａ４Ｈ２，
ω１ ＝ － ２ａ２σ３１ － ａ５Ｈ１， ω２ ＝ － ２ａ４σ２３ － ａ６Ｈ２，

{ （８）

其中

　 　
ａ１ ＝

Ｋ１

２Ｃ５５Ｋ１ － ２Ｒ２
５

， ａ２ ＝
Ｒ５

２Ｃ５５Ｋ１ － ２Ｒ２
５

， ａ３ ＝
Ｋ２

２Ｃ４４Ｋ２ － ２Ｒ２
４

，

ａ４ ＝
Ｒ４

２Ｃ４４Ｋ２ － ２Ｒ２
４

， ａ５ ＝
Ｃ５５

Ｒ２
５ － Ｋ１Ｃ５５

， ａ６ ＝
Ｃ４４

Ｒ２
４ － Ｋ２Ｃ４４

．

ì

î

í

ï
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ï
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由式（５）得 ｘ１Ｏｘ２ 平面内的变形协调方程为

　 　 ∂２ε３１ － ∂１ε２３ ＝ ０， ∂２ω１ － ∂１ω２ ＝ ０． （９）
用应力势函数表示方程（９），得

　 　 Ｌ１Ｕ － Ｌ２Ｖ ＝ ０， ２Ｌ２Ｕ ＋ Ｌ３Ｖ ＝ ０． （１０）
方程（１０）消去 Ｖ（ｘ１，ｘ２） 后，得到问题的最终控制方程为一个四阶偏微分方程：

　 　 （Ｌ１Ｌ３ ＋ ２Ｌ２
２）Ｕ ＝ ０， （１１）
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其中

　 　 Ｌ１ ＝ ａ１∂２
２ ＋ ａ３∂２

１， Ｌ２ ＝ ａ２∂２
２ ＋ ａ４∂２

１， Ｌ３ ＝ ａ５∂２
２ ＋ ａ６∂２

１ ．
由文献［２２］，方程（１１）的解可用两个广义解析函数 ψｋ（ ｚｋ）（ｋ ＝ １，２） 表示为

　 　 Ｕ（ｘ１，ｘ２） ＝ ２Ｒｅ∑
２

ｋ ＝ １
ψｋ（ ｚｋ）， ｚｋ ＝ ｘ１ ＋ μｋｘ２； （１２）

方程（１１）的特征方程为

　 　 （ａ１ａ５ ＋ ２ａ２
２）μ４ ＋ （ａ１ａ６ ＋ ａ３ａ５ ＋ ４ａ２ａ４）μ２ ＋ （ａ３ａ６ ＋ ２ａ２

４） ＝ ０， （１３）
其中 Ｒｅ 表示取相应复变量的实部， μｋ ＝ αｋ ＋ ｉβｋ（ｋ ＝ １，２） 是特征方程（１３）的特征根， αｋ 和 βｋ

是依赖于 ｍｍ２ 一维正交准晶各弹性常数的实常数．如果特征根为重根，即 μ１ ＝ μ２， 则式（１２）
可以进一步简化，可用经典弹性的复变方法求解上述问题．

由方程（１０）得

　 　 Ｖ（ｘ１，ｘ２） ＝ ２Ｒｅ∑
２

ｋ ＝ １
ηｋψｋ（ ｚｋ）， ηｋ ＝

ａ２μ２
ｋ ＋ ａ４

ａ１μ２
ｋ ＋ ａ３

． （１４）

将式（１２）和（１４）代入式（７），得到声子场与相位子场各应力分量复表示为

　 　

σ３１ ＝ ２Ｒｅ∑
２

ｋ ＝ １
μｋψ′ｋ（ ｚｋ），

σ２３ ＝ － ２Ｒｅ∑
２

ｋ ＝ １
ψ′ｋ（ ｚｋ），

Ｈ１ ＝ ２Ｒｅ∑
２

ｋ ＝ １
ηｋμｋψ′ｋ（ ｚｋ），

Ｈ２ ＝ － ２Ｒｅ∑
２

ｋ ＝ １
ηｋψ′ｋ（ ｚｋ）；
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（１５）

边界条件的复表示为

　 　 Ｕ ＝－ ∫
ｓ
Ｔｐｄｓ， Ｖ ＝ － ∫

ｓ
Ｔｈｄｓ， （１６）

其中 Ｔｐ 表示作用于声子场边界上的面力， Ｔｈ 表示作用于相位子场空间的广义力， ｓ 为边界曲

线的积分路径， ｄｓ 为弧微分．

２　 一维正交准晶中带四条裂纹的椭圆孔口的平面弹性问题

假设在点群 ｍｍ２ 一维正交准晶中，沿准周期 ｘ３ 方向有一个穿透性的带有四条不对称裂

纹的椭圆孔口，在无穷远处该准晶体受到沿准周期方向的剪切力 ｐ， 考虑的构型如图 １ 所示．
问题的边界条件为

　 　 ｚ → ∞： σ３１（ ｚ） ＝ ０， σ２３（ ｚ） ＝ ｐ， （１７）
　 　 ｚ ＝ ｔ ∈ Ｌ： Ｔｐ（ ｔ） ＝ ０； （１８）

垂直于声子场和相位子场的应力边界条件为

　 　 ｚ → ∞： Ｈ１（ ｚ） ＝ Ｈ２（ ｚ） ＝ ０， （１９）
　 　 ｚ ＝ ｔ ∈ Ｌ： Ｔｈ（ ｔ） ＝ ０， （２０）

Ｌ 为带有四条不对称裂纹的椭圆孔口的边界，求解上述边值问题．
２．１　 广义保角映射和广义解析函数求解

图 １ 所示构型的区域 Ω 中， ψｋ（ ｚｋ） 是广义解析的，那么 ψｋ（ ｚｋ） 的 Ｌａｕｒｅｎｔ 展式为

２１２ 一维正交准晶中具有四条裂纹的椭圆孔口问题的解析解



　 　 ψｋ（ ｚｋ） ＝ ｃｋｚｋ ＋ ∑
＋∞

ｊ ＝ ２
ｃ（ ｊ）ｋ ｚ ｊｋ ＋ ψ（０）

ｋ （ ｚｋ）， （２１）

其中 ψ（０）
ｋ （ ｚｋ） ＝ ａｋ０

＋ ∑ ＋∞

ｊ ＝ １
ａｋ ｊｚ

－ｊ
ｋ ， ｃｋ，ｃ（ ｊ）ｋ 和 ａｋ ｊ 是待定的复常数．

图 １　 一维正交准晶中带有四条不对称裂纹的椭圆孔口

Ｆｉｇ． １　 Ｆｏｕｒ ｃｒａｃｋｓ ｏｒｉｇｉｎａｔｉｎｇ ｆｒｏｍ ａｎ ｅｌｌｉｐｔｉｃａｌ ｈｏｌｅ ｅｍｂｅｄｄｅｄ ｉｎ １Ｄ ｏｒｔｈｏｒｈｏｍｂｉｃ ＱＣｓ

将 ψｋ（ ｚｋ） 代入方程（１５），再由条件（１７）和（１９）得：由于 ｚｋ → ∞ 时，
　 　 ｃ（ ｊ）ｋ ＝ ０， ｚ －ｊｋ ＝ ０，　 　 ｋ ＝ １，２， ｊ ＝ ２，３，…，

故

　 　

２Ｒｅ∑
２

ｋ ＝ １
μｋｃｋ ＝ ０，

－ ２Ｒｅ∑
２

ｋ ＝ １
ｃｋ ＝ ｐ，

２Ｒｅ∑
２

ｋ ＝ １
ηｋμｋｃｋ ＝ ０，

－ ２Ｒｅ∑
２

ｋ ＝ １
ηｋｃｋ ＝ ０，

ì
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ï
ï
ï
ï
ï

ï
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ï
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（２２）

４ 个独立方程中有 ４ 个实常数 Ｒｅ ｃｋ，Ｉｍ ｃｋ，ｋ ＝ １，２， 故可解得 ｃｋ ．
将 ψｋ（ ｚｋ） 代入方程（１６），再由条件（１８）和（２０）得

　 　 ∑
２

ｋ ＝ １
［ψ（０）

ｋ （ ｚｋ） ＋ ψ（０）
ｋ （ ｚｋ）］ ＝ －∑

２

ｋ ＝ １
［ｃｋｚｋ ＋ ｃｋｚｋ］， （２３）

　 　 ∑
２

ｋ ＝ １
［ηｋψ（０）

ｋ （ ｚｋ） ＋ ηｋψ（０）
ｋ （ ｚｋ）］ ＝ －∑

２

ｋ ＝ １
［ηｋｃｋｚｋ ＋ ηｋｃｋｚｋ］， （２４）

其中 ｚｋ 取 Ｌ 的边界值， （ ） 表示复共轭．
构造如下广义保角映射：

　 　 ｚｋ ＝ ωｋ（ζｋ） ＝
ａ ｈ（ζｋ） ＋ ｉμｋｂ ｈ（ζｋ） － １６ζ２

ｋ

４ζｋ
， （２５）

其中

　 　 ｈ（ζｋ） ＝ － １６ｇ２
３ζ２

ｋ ＋ ［ ｇ２
２ ＋ ｇ２

３ （ζｋ － １） ２ ＋ ｇ２
１ ＋ ｇ２

３ （ζｋ ＋ １） ２］ ２， （２６）

　 　 ｇ１ ＝
ｅ２１ ＋ １
２ｅ１

， ｇ２ ＝
ｅ２２ ＋ １
２ｅ２

， ｇ３ ＝
ｆ ２
１ － １
２ｆ１

， （２７）
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　 　 ｅ１ ＝
ｃ１ ＋ ｃ２１ － ａ２ ＋ ｂ２

ａ ＋ ｂ
， ｅ２ ＝

ｃ２ ＋ ｃ２２ － ａ２ ＋ ｂ２

ａ ＋ ｂ
， ｆ１ ＝

ｄ１ ＋ ｄ２
１ ＋ ａ２ － ｂ２

ａ ＋ ｂ
． （２８）

图 ２　 带四条裂纹的椭圆孔口外部到单位圆内部的保角映射

Ｆｉｇ． ２　 Ｃｏｎｆｏｒｍａｌ ｍａｐｐｉｎｇ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｏｕｔｅｒ ｒｅｇｉｏｎ ｏｆ ａｎ ｅｌｌｉｐｔｉｃａｌ ｈｏｌｅ ｗｉｔｈ ４ ｅｄｇｅ
ｃｒａｃｋｓ ｔｏ ｔｈｅ ｉｎｓｉｄｅ ｏｆ ａ ｕｎｉｔ ｃｉｒｃｌｅ

将 ζｋ 平面的单位圆内部映射到 ｚｋ 平面内的区域 Ωｋ， 且 ω －１
ｋ （ｃ１） → １，ω －１

ｋ （ － ｃ２） →－ １，
ω －１

ｋ （ｄ１ ｉ） → Ｃ，ω －１
ｋ （ － ｄ１ ｉ） → Ｃ１， 如图 ２ 所示．记单位圆边界为 ｒ， 取 ζｋ ＝ σ ＝ ｅｉθ，０ ≤ θ ≤２π，

则 Ωｋ 上两个点被映射到单位圆上一个点，用 Φ（０）
ｋ （ζｋ） 表示 ψ（０）

ｋ （ ｚｋ） 被映射后的函数．
则式（２３）和（２４）可写为

　 　 ∑
２

ｋ ＝ １
［Φ（０）

ｋ （σ） ＋ Φ（０）
ｋ （σ）］ ＝ ａｐ

４
· ｈ（σ）

σ
， （２９）

　 　 ∑
２

ｋ ＝ １
［ηｋΦ（０）

ｋ （σ） ＋ ηｋΦ（０）
ｋ （σ）］ ＝ ０． （３０）

对式（２９）和（３０）两边同时乘以
１

２πｉ
ｄσ

σ － ζｋ
，ζｋ 为单位圆内任意一点，然后沿边界 ｒ 积分，

由 Ｃａｕｃｈｙ（柯西）积分定理，得

　 　

１
２πｉ∫ｒ

Φ（０）
ｋ （σ）
σ － ζｋ

ｄσ ＝ Φ（０）
ｋ （ζｋ），

１
２πｉ∫ｒ

Φ（０）
ｋ （σ）
σ － ζｋ

ｄσ ＝ ０，

１
２πｉ∫ｒ

ｈ（σ）
σ（σ － ζｋ）

ｄσ ＝
ｈ（ζｋ）
ζｋ

－
ｇ２

１ ＋ ｇ２
３ ＋ ｇ２

２ ＋ ｇ２
３

ζｋ
，

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

（３１）

可解得

　 　
∑

２

ｋ ＝ １
Φ（０）

ｋ （ζｋ） ＝ ａｐ
４

ｈ（ζｋ） － ｇ２
１ ＋ ｇ２

３ － ｇ２
２ ＋ ｇ２

３

ζｋ
，

∑
２

ｋ ＝ １
ηｋΦ（０）

ｋ （ζｋ） ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（３２）

解方程组（３２）得

　 　 Φ（０）
ｋ （ζｋ） ＝ ａｐ

４
ｈ（ζｋ） － ｇ２

１ ＋ ｇ２
３ － ｇ２

２ ＋ ｇ２
３

ζｋ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
Λｋ， （３３）

４１２ 一维正交准晶中具有四条裂纹的椭圆孔口问题的解析解



其中　 　
Λ１

Λ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝ １

η１ － η２

η２

－ η１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ．

２．２　 应力场的复表示

由式（２１）得

　 　 ψ′ｋ（ ｚｋ） ＝ ｃｋ ＋
Φ′（０）ｋ （ζｋ）
ω′ｋ（ζｋ）

＝ ｃｋ ＋ Ｂ（ζｋ） ． （３４）

记 Ｂ（ζｋ） ＝
Φ′（０）ｋ （ζｋ）
ω′ｋ（ζｋ）

， 且由式（２５）和（３３）计算得

　 　 Φ′（０）ｋ （ζｋ） ＝ （ ｈ（ζｋ） ） ′ζｋ － ｈ（ζｋ） ＋ ｇ２
１ ＋ ｇ２

３ ＋ ｇ２
２ ＋ ｇ２

３

（ζｋ） ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ａｐ
４

Λｋ， （３５）

　 　 ω′ｋ（ζｋ） ＝
（ｉｂμ ｈ（ζｋ） ＋ ａ ｈ（ζｋ） － １６ζ２ ）（ζｋｈ′（ζｋ） － ２ｈ（ζｋ））

８ζ２
ｋ ｈ（ζｋ） ｈ（ζｋ） － １６ζ２

， （３６）

其中

　 　 ｈ（ζｋ） ＝ － １６ｇ２
３ζ２

ｋ ＋ ［ ｇ２
２ ＋ ｇ２

３ （ζｋ － １） ２ ＋ ｇ２
１ ＋ ｇ２

３ （ζｋ ＋ １） ２］ ２，

　 　 （ ｈ（ζｋ） ） ′ ＝ ２ { （１ ＋ ζｋ） ３ｇ２
１ ＋ （ζｋ － １）［（ζｋ － １） ２ｇ２

２ ＋ ２ζｋ（１ ＋ ζｋ）（ｇ２
３ ＋

　 　 　 　 ｇ２
１ ＋ ｇ２

３ ｇ２
２ ＋ ｇ２

３ ）］ } ÷

　 　 　 　 － １６ｇ２
３ζ２

ｋ ＋ ［ ｇ２
２ ＋ ｇ２

３ （ζｋ － １） ２ ＋ ｇ２
１ ＋ ｇ２

３ （ζｋ ＋ １） ２］ ２ ．
将式（３４）代入式（１５），可得

　 　

σ３１ ＝ ２Ｒｅ∑
２

ｋ ＝ １
μｋ［ｃｋ ＋ Ｂ（ζｋ）］，

σ２３ ＝ － ２Ｒｅ∑
２

ｋ ＝ １
［ｃｋ ＋ Ｂ（ζｋ）］，

Ｈ１ ＝ ２Ｒｅ∑
２

ｋ ＝ １
ηｋμｋ［ｃｋ ＋ Ｂ（ζｋ）］，

Ｈ２ ＝ － ２Ｒｅ∑
２

ｋ ＝ １
ηｋ［ｃｋ ＋ Ｂ（ζｋ）］ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

（３７）

式（３７）为点群 ｍｍ２ 一维正交准晶弹性场的应力分量的复表示．
２．３　 应力强度因子

根据文献［２３］，可定义裂纹尖端点 ｚ ＝ ｃ１ 处的声子场Ⅲ型应力强度因子如下：

　 　 Ｋσ
Ⅲ ＝ ｌｉｍ

ｘ１→ａ
２π（ｘ１ － ａ） σ２３ ． （３８）

将式（３７）代入式（３８），经适当的计算，可得尖端点 ｚ ＝ ｃ１ 处的声子场Ⅲ型应力强度因子为

　 　 Ｋσ
Ⅲ ＝ ２ π ｌｉｍ

ζｋ→１
∑

２

ｋ ＝ １

Φ′（０）ｋ （ζｋ）

ω″ｋ（ζｋ）
＝ ａｐ π

２
Ｋ， （３９）

其中

　 　 Ｋ ＝
２ｇ２

１（ｇ２
１ － １） （ ｇ２

１ ＋ ｇ２
３ ＋ ｇ２

２ ＋ ｇ２
３ ）

（ｂｇ２
１ ｇ２

１ － １ ＋ ａｇ１（ｇ２
１ － １））［ｇ２

１ ＋ ｇ２
３ ＋ （ｇ２

１ ＋ ｇ２
３）（ｇ２

２ ＋ ｇ２
３） ］

．
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３　 讨论与结果

当几何参数取极限时，可以得到一些特殊构型的应力强度因子的解析解，具体讨论如下．
情形 １　 当 ｃ２ → ａ 时，此时 ｇ２ → １， 构型为具有三条裂纹的椭圆孔口，如图 ３ 所示．由式

（３９）可知，在裂纹尖端点 ｚ ＝ ｃ１ 处的应力强度因子为

　 　 Ｋσ
Ⅲ ＝ ａｐ π

２
ｇ１ ２（ｇ２

１ － １） （ １ ＋ ｇ２
３ ＋ ｇ２

１ ＋ ｇ２
３ ）

（ｂｇ２
１ ｇ２

１ － １ ＋ ａｇ１（ｇ２
１ － １）） ｇ２

１ ＋ ｇ２
３ ＋ （１ ＋ ｇ２

３）（ｇ２
１ ＋ ｇ２

３）[ ]
．

（４０）

图 ３　 具有三条裂纹的椭圆孔口 图 ４　 非对称共线双裂纹的椭圆孔口

Ｆｉｇ． ３　 Ａｎ ｅｌｌｉｐｔｉｃａｌ ｈｏｌｅ ｗｉｔｈ ３ ｅｄｇｅ ｃｒａｃｋｓ Ｆｉｇ． ４　 Ａｎ ｅｌｌｉｐｔｉｃａｌ ｈｏｌｅ ｗｉｔｈ ２ ｕｎｅｑｕａｌ ｅｄｇｅ ｃｒａｃｋｓ

情形 ２　 当 ｄ１ → ｂ 时，此时 ｇ３ → ０， 构型为具有非对称共线双裂纹的椭圆孔口，如图 ４ 所

示．由式（３９）可知，在裂纹尖端点 ｚ ＝ ｃ１ 处的应力强度因子为

　 　 Ｋσ
Ⅲ ＝ ａｐ π

２
ｇ１（ｇ１ ＋ ｇ２） ２（ｇ２

１ － １）

［ｂｇ２
１ ｇ２

１ － １ ＋ ａｇ１（ｇ２
１ － １）］（ｇ２

１ ＋ ｇ１ｇ２）
． （４１）

① 当 ｃ２ → ｃ１ 时，构型为对称共线双裂纹的椭圆孔口，如图 ５ 所示．由式（３９）可知，在裂纹

尖端点 ｚ ＝ ｃ１ 处的应力强度因子为

　 　 Ｋσ
Ⅲ ＝

ａｐ π ｇ１ ｇ２
１ － １

ｂｇ２
１ ｇ２

１ － １ ＋ ａｇ１（ｇ２
１ － １）

． （４２）

图 ５　 对称共线双裂纹的椭圆孔口 图 ６　 带单裂纹的椭圆孔口

Ｆｉｇ． ５　 Ａｎ ｅｌｌｉｐｔｉｃａｌ ｈｏｌｅ ｗｉｔｈ ２ ｅｑｕａｌ ｅｄｇｅ ｃｒａｃｋｓ Ｆｉｇ． ６　 Ａｎ ｅｌｌｉｐｔｉｃａｌ ｈｏｌｅ ｗｉｔｈ ａｎ ｅｄｇｅ ｃｒａｃｋ

② 当 ｃ２ → ａ 时，构型为带单裂纹的椭圆孔口，如图 ６ 所示．由式（３９）可知，在裂纹尖端点 ｚ
＝ ｃ１ 处的应力强度因子为
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　 　 Ｋσ
Ⅲ ＝

ａｐ π ｇ２
１ － ｇ１ （ｇ１ ＋ １）

２［ｂｇ２
１ ｇ２

１ － １ ＋ ａｇ１（ｇ２
１ － １）］

． （４３）

③ 当 ａ→ ｂ 时，构型为具有非对称双裂纹的圆形孔口，如图 ７ 所示．由式（３９）可知，在裂纹

尖端点 ｚ ＝ ｃ１ 处的应力强度因子为

　 　 Ｋσ
Ⅲ ＝

ｂｐ π ｇ１（ｇ１ ＋ ｇ２） ｇ２
１ － １

２ｂ［ｇ２
１ ｇ２

１ － １ ＋ ｇ１（ｇ２
１ － １）］（ｇ２

１ ＋ ｇ１ｇ２）
． （４４）

图 ７　 非对称双裂纹的圆形孔口 图 ８　 对称十字型裂纹

Ｆｉｇ． ７　 Ａｎ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｈｏｌｅ ｗｉｔｈ ２ ｕｎｅｑｕａｌ ｅｄｇｅ ｃｒａｃｋｓ Ｆｉｇ． ８　 Ｓｙｍｍｅｔｉｒｃａｌ ｃｒｏｓｓ ｃｒａｃｋｓ

情形 ３　 当 ｂ →０，ｃ２ → ｃ１ 时，构型为对称十字型裂纹，如图 ８ 所示．由式（３９）可知，在裂纹

尖端点 ｚ ＝ ｃ１ 处的应力强度因子为

　 　 Ｋσ
Ⅲ ＝ ｐ πｃ１ ． （４５）

特别地，当 ｂ →０，ｃ２ → ｃ１，ｄ１ →０ 时，得一维正交准晶中 Ｇｒｉｆｆｉｔｈ 裂纹在裂纹尖端的应力强

度因子的解析解为

　 　 Ｋσ
Ⅲ ＝ ｐ πｃ１ ． （４６）

该结果表明，具有十字型对称裂纹的一维正交准晶，在无穷远处沿准周期方向受剪切力

时，垂直的裂纹不影响水平裂纹尖端的应力强度因子，其结果与 Ｇｒｉｆｆｉｔｈ 裂纹情况相同．

图 ９　 带四条裂纹的圆形孔口 图 １０　 带单裂纹的圆形孔口

Ｆｉｇ． ９　 Ａ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｈｏｌｅ ｗｉｔｈ ４ ｅｄｇｅ ｃｒａｃｋｓ Ｆｉｇ． １０　 Ａ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｈｏｌｅ ｗｉｔｈ ａｎ ｅｄｇｅ ｃｒａｃｋ

情形 ４　 当 ａ→ ｂ， ｃ２ → ｄ１， ｃ１ → ｄ１ 时， 构型为具有四条对称裂纹的圆形孔口， 如图 ９ 所

示．由式（３９）可知，在裂纹尖端点 ｚ ＝ ｃ１ 处的应力强度因子为
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　 　 Ｋσ
Ⅲ ＝

ｐ π（ｂ２ － ｄ２
１） ｂ２ ＋ ｄ２

１

２ｄ１ （ｂ２ － ｄ２
１） ２ ＋ ｂｄ１ ２ －

ｂ４ ＋ ｄ４
１

ｂ２ｄ２
１

（ｂ２ ＋ ｄ２
１）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

　
． （４７）

当 ａ → ｂ，ｄ１ → ｂ，ｃ２ → ｂ 时，构型为带单裂纹的圆形孔口，如图 １０ 所示．由式（３９）可知，在
裂纹尖端点 ｚ ＝ ｃ１ 处的应力强度因子为

　 　 Ｋσ
Ⅲ ＝

ｐ π（ｂ ＋ ｃ１） ２（ｂ － ｃ１）

２ ｃ１ （ｂ２ － ｃ２１） ２ ＋ ｂｃ１ ２ －
ｂ４ ＋ ｃ４１
ｂ２ｃ２１

（ｂ２ ＋ ｃ２１）
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

　
． （４８）

４　 数 值 分 析

为了研究一维正交准晶材料的断裂行为，选取准晶材料 Ａｌ⁃Ｎｉ⁃Ｃｏ，讨论裂纹构型的几何参

数和剪切力对应力强度因子的影响，其材料常数如下：
　 　 Ｃ１１ ＝ Ｃ２２ ＝ ２．３４３ ３ × １０１１ Ｎ ／ ｍ２，
　 　 Ｃ１２ ＝ ５．７４１ × １０１０ Ｎ ／ ｍ２， Ｃ１３ ＝ Ｃ２３ ＝ ６．６６３ × １０１０ Ｎ ／ ｍ２，
　 　 Ｃ３３ ＝ ２．３２２ ２ × １０１１ Ｎ ／ ｍ２， Ｃ４４ ＝ Ｃ５５ ＝ ７．０１９ × １０１０ Ｎ ／ ｍ２，

　 　 Ｃ６６ ＝
Ｃ１１ － Ｃ２２

２
＝ ８．８４６ × １０１０ Ｎ ／ ｍ２， Ｒ１ ＝ Ｒ２ ＝ Ｒ３ ＝ Ｒ４ ＝ Ｒ５ ＝ ８．８４６ × １０９ Ｎ ／ ｍ２，

　 　 Ｋ１ ＝ Ｋ２ ＝ １．２２ × １０９ Ｎ ／ ｍ２， Ｋ３ ＝ ２．４ × １０８ Ｎ ／ ｍ２ ．
将其材料常数代入特征方程（１３）中，求解出的特征根 μ ＝ ± ｉ，取 μ ＝ ｉ 代入式（３９），同时固

定剪切力（假设 ｐ ＝ １） ．图 １１～１３ 分别给出了在相同的剪切力作用下，几何参数对椭圆孔口右

裂纹尖端 ｚ ＝ ｃ１ 的应力强度因子的影响．给定椭圆孔不同形状 ａ 和 ｂ 的值，图 １１ 给出了相同右

裂纹长度 Ｌ１ ＝ ｃ１ － ａ ＝ １ ｃｍ 和上下两条裂纹长度 Ｌ２ ＝ ｄ１ － ｂ ＝ １．５ ｃｍ 的情形时，左裂纹不同长

度端点坐标 ｃ２ 对 ＫⅢ 的影响规律．由图可知，应力强度因子随着左裂纹长度的增加而增加，同
时当左裂纹长度也固定时，应力强度因子随着椭圆孔长短半轴 ａ 和 ｂ 的值增加而减小．

图 １１　 应力强度因子 ＫⅢ 随 ｃ２ 的变化 图 １２　 应力强度因子 ＫⅢ 随 ｃ１ 的变化

Ｆｉｇ． １１　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ＫⅢ ｗｉｔｈ ｃ２ Ｆｉｇ． １２　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ＫⅢ ｗｉｔｈ ｃ１

８１２ 一维正交准晶中具有四条裂纹的椭圆孔口问题的解析解



图 １２ 给出了相同左裂纹长度 Ｌ３ ＝ ｃ２ － ａ ＝ ２ ｃｍ 和上下两条裂纹长度 Ｌ２ ＝ １．５ ｃｍ 的情形

时，右裂纹不同长度端点坐标 ｃ１ 对 ＫⅢ 的影响规律．由图可知，应力强度因子的变化趋势与图

１１ 相似，但 ａ 和 ｂ 的值变化不大时，对 ＫⅢ 的影响不大．图 １３ 给出了相同左、右裂纹长度情形时

（ Ｌ３ ＝ ２ ｃｍ， Ｌ１ ＝ １ ｃｍ），上下裂纹不同长度端点坐标 ｄ１ 对 ＫⅢ 的影响规律．由图可知，变化曲线

几乎呈水平趋势，说明上下裂纹的长度对右裂纹尖端 ｚ ＝ ｃ１ 的应力强度因子影响不大．特别地，
取 ｂ ＝ ｄ１ ＝ ０ 时，裂纹退化成经典的 Ｇｒｉｆｆｉｔｈ 裂纹，其裂纹尖端的应力强度因子随裂纹长度的影

响如图 １４ 所示，与最终式（４６）表达图形相同，说明结果与经典弹性一样．
图 １５ 给出了当裂纹长度固定 （Ｌ１ ＝ １ ｃｍ， Ｌ２ ＝ １．５ ｃｍ， Ｌ３ ＝ ２ ｃｍ），椭圆孔口形状相同时，

所受剪切力 ｐ 对 ＫⅢ 的影响规律．由图可知，剪切力越大对裂纹尖端的应力强度因子影响越大，
同时当椭圆孔形状比 ｂ ／ ａ 越来越大时，应力强度因子反而降低．

图 １３　 应力强度因子 ＫⅢ 随 ｄ１ 的变化 图 １４　 应力强度因子 ＫⅢ 随 ｃ１ 的变化

Ｆｉｇ． １３　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ＫⅢ ｗｉｔｈ ｄ１ Ｆｉｇ． １４　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ＫⅢ ｗｉｔｈ ｃ１

图 １５　 应力强度因子 ＫⅢ 随 ｐ 的变化

Ｆｉｇ． １５　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ＫⅢ ｗｉｔｈ ｐ

５　 总　 　 结

本文研究了点群 ｍｍ２ 一维正交准晶周期平面内的平面弹性问题，最终控制方程为四阶偏

微分方程．采用广义复变函数方法，构造新的广义保角映射，将缺陷映射到单位圆内去求解广
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义解析函数，从而求得应力场和应力强度因子的解析解．对于材料中带有四条裂纹的椭圆孔口

构型，除了可以还原经典的 Ｇｒｉｆｆｉｔｈ 裂纹外，还可以模拟其他实际问题，如对称的双裂纹椭圆孔

口或圆孔口，三条裂纹的椭圆孔口，以及对称的十字型裂纹等平面问题，在断裂力学以及工程

实践中具有重要的实际意义．
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