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摘要：　 随着科技的发展，大尺度、低重量、易收拢、高精度等特点是未来天线的主要发展方向．环形

桁架天线在发射时整体处于收拢状态，升空后按指令有顺序展开，节省了航天器的空间．此外，环形

桁架天线可根据需求设计展开口径的大小．所以，环形桁架天线是目前较为理想的天线结构形式．
由于自身结构特点以及复杂的空间环境因素，天线在运行时易产生大幅度的非线性振动，严重影

响卫星的稳定运行．因此，将环形桁架天线简化成等效圆柱壳模型，并建立其动力学方程．采用理论

分析和数值模拟研究了六维系统环形桁架天线的非线性动力学特性．利用规范型理论化简系统方

程分析未扰系统和扰动系统的非线性动力学行为，利用能量相位法验证环形桁架天线系统具有

Ｓｈｉｌｎｉｋｏｖ 型多脉冲混沌运动，利用数值模拟验证理论分析．并通过数值模拟研究了热激励对环形桁

架天线系统非线性振动的影响．
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引　 　 言

人造卫星技术是航天科技领域中的关键组成部分．伴随航天科技的飞速发展以及为满足

国防和民用等各领域的需求，近些年来，人造卫星技术也在不断地发展．星载天线负责卫星信

号的接收与传递，是卫星的核心组成部分．大尺度、高精度和低成本等特点是近些年也是未来

卫星天线的主要发展方向［１⁃２］ ．卫星进入轨道后天线在随卫星运行过程中由于尺寸大以及材料

柔韧性等自身结构特点，外加复杂的太空环境，如太阳辐射、热激励和微重力等因素，将导致天

线产生大幅的非线性振动，严重影响卫星姿态的稳定以及信号精度的控制［３⁃４］ ．因此，卫星天线

非线性振动的研究受到国内外许多学者的关注．
Ｇｈｏｓｈ 和 Ｋｕｍａｒ［５］利用有限元方法分析了可移动支撑类型天线在激励作用下产生的非线

性响应．Ｍａｋａｒｏｖ 等［６］研究了失稳情形下环形柔性可展天线的非线性动力学行为．赵孟良和关

富玲［７］建立了含摩擦的周边桁架式环形天线的动力学模型，分析了桁架单元之间的铰链摩擦

以及重力作用等因素对桁架展开的影响．他们设计了四面体构架式的桁架可展开天线、六棱柱

单元构架式可展开天线原理样机，并深入研究了所研制的天线结构设计、展开控制、运动特性、
动力学特性［８⁃９］等．胡海岩等［１０⁃１１］综述了大型可展天线的研究现状，提出了大型可展天线在结
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构设计、动力学建模与控制和仿真模拟实验中需要注意的问题，建立了大型可展天线展开后在

空中运行的动力学模型并分析了其非线性动力学行为．文献［１２］基于 Ｌａｇｒａｎｇｅ（拉格朗日）方
程建立了可展桁架天线的柔性多体动力学模型，讨论了索网张力对天线桁架的影响，并进行了

动态展开分析．Ｇａｏ 等［１３］研究了安装两个刚性支承臂的柔性空间天线在 ３ ∶ １ 和 ２ ∶ １ 的内共振

情形下的近似解及分叉．Ｐｅｌｌｉｃａｎｏ［１４］利用 Ｓａｎｄｅｒｓ⁃Ｋｏｉｔｅｒ 理论将系统简化成圆柱壳并建立了其

非线性动力学方程，分析了系统在压缩静力和周期性轴向载荷综合作用下的稳定性．文献［１５］
将环形桁架卫星天线等效成圆柱壳结构，建立等效圆柱壳结构的呼吸振动形式下的非线性动

力学控制方程，并分析了热激励对系统非线性动力学行为的影响．
为研究环形桁架天线在运行中的非线性动力学行为，将环形桁架天线结构简化成力学模

型并建立其动力学方程，所建立的动力学方程都可以用高维非线性系统来描述．因此，研究高

维非线性动力学方程，不仅对分析卫星天线的非线性动力学行为有重要意义，而且对于研究由

工程实际问题所建立的高维非线性动力学方程也具有指导意义．对于高维非线性系统混沌运

动的研究从最早的符号动力学、Ｓｍａｌｅ 马蹄运动等到现在的能量相位法［１６⁃１７］、广义 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ 方

法［１８⁃１９］以及数值方法等，研究方法和理论都在不断改进，从而更广泛地适用于研究实际工程

问题．目前，为了研究工程实际问题中高维非线性系统的多脉冲混沌运动，研究者将能量相位

法不断推广和改进［２０⁃２２］ ．对于实际工程问题的动力学特性研究还有一些其他的方法，如赵岩

等［２３］利用虚拟激励法研究了受随机载荷作用下陀螺阻尼系统随机动力响应问题．黎崛珉等［２４］

在随机激励环境中研究刚度非线性和阻尼非线性对隔振系统在随机激励下力传递率及其概率

分布的影响．吴子英等［２５］ 建立了附加线性振子的双稳态电磁式振动能量捕获器的动力学方

程，并研究有色噪声激励作用下双稳态能量捕获系统的非线性动力学行为．
卫星天线在轨运行时受到太阳辐射的作用，天线表面在受照区和阴影区的交替过程中温

度发生剧烈的冷热交变，引发天线结构热变形、热应力等．因此，环形可展天线的外激励主要为

热激励．本文考虑以横向振动为主要振动，对环形桁架天线的动力学方程［１５］进行三阶离散，得
到系统以呼吸振动为主要振动的三自由度非线性方程．对所得到的三自由度非线性方程即六

维非线性方程，选取 １ ∶ ４ ∶ ６ 内共振关系，将推广后适用于分析六维系统的能量相位法［２２］ 进一

步地化简并研究环形桁架天线的多脉冲混沌动力学．

１　 环形桁架天线的非线性动力学方程和规范型化简

１．１　 环形桁架天线的非线性动力学方程

在文献［１５］中环形桁架天线被简化成如图 １ 所示的等效圆柱壳模型， Ｒ 为圆柱壳的面半

径， Ｌ 为轴向长度， ｈ 为沿径向壳的厚度．圆柱壳处于变化温度场中， ΔＴ ＝ Ｔ１ｃｏｓ（Ωｔ） － Ｔｒｅｆ，Ｔｒｅｆ

为初始温度， Ｔ１ｃｏｓ（Ωｔ） 为周期性的热激励扰动项．
根据 Ｒｅｄｄｙ 一阶剪切变形壳理论、Ｖｏｎ Ｋａｒｍａｎ 非线性应力⁃应变关系以及 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理，

建立了考虑剪切的等效圆柱壳的非线性动力学方程：
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∂２ｖ０
∂ｘ２

＋ Ｂ２２
１
Ｒ２

∂２ｖ０
∂θ２

＋ Ｂ１２ ＋ Ｂ６６( )
１
Ｒ

∂２ｕ０

∂ｘ∂θ
＋ Ｃ６６

∂２φθ

∂ｘ２
＋ Ｃ２２

１
Ｒ２

∂２φθ

∂θ２
＋
Ｂ２２

Ｒ２

∂ｗ０

∂θ
＋
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　 　 　 　 Ｃ１２ ＋ Ｃ６６( )
１
Ｒ

∂２φｘ

∂ｘ∂θ
＋ Ｂ６６

１
Ｒ

∂ｗ０

∂θ
∂２ｗ０

∂ｘ２
＋ （Ｂ１２ ＋ Ｂ６６）

１
Ｒ

∂ｗ０

∂ｘ
∂２ｗ０

∂ｘ∂θ
－

　 　 　 　 ＫＡ４４
１
Ｒ

∂ｗ
∂θ

＋ Ｂ２２
１
Ｒ３

∂ｗ０

∂θ
∂２ｗ０

∂θ２
－ ＫＡ４４ φθ －

ｖ０
Ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ Ｇ１ｖ０ ＋ Ｇ０φθ， （１ｅ）

其中 Ａｉｊ，Ｂ ｉｊ，Ｃ ｉｊ（ ｉ， ｊ ＝ １，２，…，６） 分别代表等效圆柱壳的薄膜刚度、耦合刚度和弯曲刚度，且被

定义为

　 　 Ａｉｊ，Ｂ ｉｊ，Ｃ ｉｊ ＝ ∑
１０

ｋ ＝ １
∫ｚｋ＋１
ｚｋ

Ｑｉｊ（１，ｚ，ｚ２）ｄｚ，　 　 ｉ， ｊ ＝ １，２，６， （２ａ）

　 　 Ａｉｊ ＝ ∑
１０

ｋ ＝ １
∫ｚｋ＋１
ｚｋ

Ｑｉ，ｊ（１，ｚ，ｚ２）ｄｚ，　 　 ｉ， ｊ ＝ ４，５； （２ｂ）

　 　 Ｇ ｉ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

ρ（１，ｚ，ｚ２）ｄｚ，　 　 ｉ ＝ ０，１，２．

图 １　 等效圆柱壳模型

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｈｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ

考虑如下自由⁃自由以及固定⁃固定边界条件：
固定⁃固定端

　 　 ｖ０ ＝ ｗ０ ＝ φθ ＝ ０，　 　 θ ＝ ０，２π； （３ａ）
自由⁃自由端

　 　 Ｎｘｘ ＝ Ｎｘｙ ＝ Ｍｘｘ ＝ Ｍｘｙ ＝ Ｑｘ ＝ ０，　 　 ｘ ＝ ０，Ｌ ． （３ｂ）
为便于接下来的定性分析和定量分析不受量纲的影响，对方程进行无量纲化．引入变量和

参数的无量纲形式：

　 　 ｕ－ ０ ＝
ｕ０

Ｌ
， ｖ－ ０ ＝

ｖ０
Ｒ
， ｗ－ ０ ＝

ｗ０

ｈ
， φ－ ｘ ＝ φｘ， φ－ ｙ ＝ φｙ， ｘ－ ＝ ｘ

Ｌ
，

　 　 Ω
－
＝ １
π２

ＬＲρ
Ｅ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

Ω， ｔ－ ＝ π２ Ｅ
ＬＲρ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

ｔ， μ－ ＝ （ＬＲ） ２

π２ｈ４

１
ρＥ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

μ， Ａ
－

ｉｊ ＝
（ＬＲ） １ ／ ２

Ｅｈ２ Ａｉｊ，

　 　 Ｂ
－

ｉｊ ＝
（ＬＲ） １ ／ ２

Ｅｈ３ Ｂ ｉｊ， Ｃ
－

ｉｊ ＝
（ＬＲ） １ ／ ２

Ｅｈ４ Ｃ ｉｊ， Ｇ
－

ｉ ＝
１

（ＬＲ） （ ｉ ＋１） ／ ２ρ
Ｇ ｉ ．

考虑以横向振动为主要振动，对方程（１）的 ｗ 方向进行三阶离散，其余方向一阶离散，得
到系统由横向位移表示的呼吸振动的三自由度非线性方程如下：

　 　 ｗ１ ＋ μ１ｗ１ ＋ ω２
１ｗ１ ＋ ｆ１ｃｏｓ（Ωｔ）ｗ１ ＋ α１１ｗ２

１ ＋ α１２ｗ２
２ ＋ α１３ｗ２

３ ＋ α１４ｗ３
１ ＋ α１５ｗ３

２ ＋
　 　 　 　 α１６ｗ３

３ ＋ α１７ｗ１ｗ２ ＋ α１８ｗ２ｗ３ ＋ α１９ｗ３ｗ１ ＋ α２０ｗ２
１ｗ２ ＋ α２１ｗ２

２ｗ１ ＋ α２２ｗ２
２ｗ３ ＋

　 　 　 　 α２３ｗ２
３ｗ２ ＋ α２４ｗ２

１ｗ３ ＋ α２５ｗ２
３ｗ１ ＋ α２６ｗ１ｗ２ｗ３ ＝ Ｆ１ｃｏｓ（Ω１ ｔ）， （４ａ）
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　 　 ｗ２ ＋ μ２ｗ２ ＋ ω２
２ｗ２ ＋ ｆ２ｃｏｓ（Ωｔ）ｗ２ ＋ β１１ｗ２

１ ＋ β１２ｗ２
２ ＋ β１３ｗ２

３ ＋ β１４ｗ３
１ ＋ β１５ｗ３

２ ＋
　 　 　 　 β１６ｗ３

３ ＋ β１７ｗ１ｗ２ ＋ β１８ｗ２ｗ３ ＋ β１９ｗ３ｗ１ ＋ β２０ｗ２
１ｗ２ ＋ β２１ｗ２

２ｗ１ ＋ β２２ｗ２
２ｗ３ ＋

　 　 　 　 β２３ｗ２
３ｗ２ ＋ β２４ｗ２

１ｗ３ ＋ β２５ｗ２
３ｗ１ ＋ β２６ｗ１ｗ２ｗ３ ＝ Ｆ２ｃｏｓ（Ω２ ｔ）， （４ｂ）

　 　 ｗ３ ＋ μ３ｗ３ ＋ ω２
３ｗ３ ＋ ｆ３ｃｏｓ（Ωｔ）ｗ３ ＋ γ１１ｗ２

１ ＋ γ１２ｗ２
２ ＋ γ１３ｗ２

３ ＋ γ１４ｗ３
１ ＋ γ１５ｗ３

２ ＋
　 　 　 　 γ１６ｗ３

３ ＋ γ１７ｗ１ｗ２ ＋ γ１８ｗ２ｗ３ ＋ γ１９ｗ３ｗ１ ＋ γ２０ｗ２
１ｗ２ ＋ γ２１ｗ２

２ｗ１ ＋ γ２２ｗ２
２ｗ３ ＋

　 　 　 　 γ２３ｗ２
３ｗ２ ＋ γ２４ｗ２

１ｗ３ ＋ γ２５ｗ２
３ｗ１ ＋ γ２６ｗ１ｗ２ｗ３ ＝ Ｆ３ｃｏｓ（Ω３ ｔ）， （４ｃ）

其中 ｗ１（ ｔ），ｗ２（ ｔ） 和 ｗ３（ ｔ） 分别是第一阶、第二阶和第三阶振动的模态， μ１，μ２ 和 μ３ 为结构阻

尼系数， ｆ１， ｆ２， ｆ３ 为环形桁架天线的参数激励， Ｆ１，Ｆ２ 和 Ｆ３ 为环形桁架天线的外激励，方程的

其他系数见文献［１５］．
利用多尺度法分析等效圆柱壳的非线性呼吸振动方程，考虑如下 １ ∶ ４ ∶ ６ 内共振情形：

　 　 ω２
１ ＝ １

４
Ω２

１ ＋ εσ１， ω２
２ ＝ ４Ω２

２ ＋ εσ２， ω２
３ ＝ ６Ω２

３ ＋ εσ３， （５）

其中 σ１，σ２ 和 σ３ 为三个调谐参数，为简化分析，令

　 　 Ω ＝ Ω１ ＝ １
２

Ω２ ＝ １
３

Ω３ ＝ １．

经过计算得到直角坐标系下的平均方程：

　 　 ｘ１ ＝ － １
２

μ１ｘ１ － （σ１ ＋ ｆ１）ｘ２ － ９
４

α１４ｘ２（ｘ２
１ ＋ ｘ２

２） －

　 　 　 　 １
２

α２１ｘ２（ｘ２
３ ＋ ｘ２

４） － １
２

α２５ｘ２（ｘ２
５ ＋ ｘ２

６）， （６ａ）

　 　 ｘ２ ＝ （σ１ － ｆ１）ｘ１ － １
２

μ１ｘ２ ＋ ９
４

α１４ｘ１（ｘ２
１ ＋ ｘ２

２） ＋

　 　 　 　 １
２

α２１ｘ１（ｘ２
３ ＋ ｘ２

４） ＋ １
２

α２５ｘ１（ｘ２
５ ＋ ｘ２

６）， （６ｂ）

　 　 ｘ３ ＝ － １
２

μ２ｘ３ － １
４

σ２ｘ４ － ９
１６

β１５ｘ４（ｘ２
３ ＋ ｘ２

４） － １
８

β２０ｘ４（ｘ２
１ ＋ ｘ２

２） －

　 　 　 　 １
８

β２３ｘ４（ｘ２
５ ＋ ｘ２

６） － １
８

β２４ｘ１ｘ２ｘ５ － １
１６

β２４ｘ６（ｘ２
１ － ｘ２

２）， （６ｃ）

　 　 ｘ４ ＝ １
４

σ２ｘ３ － １
２

μ２ｘ４ ＋ ９
１６

β１５ｘ３（ｘ２
３ ＋ ｘ２

４） ＋ １
８

β２０ｘ３（ｘ２
１ ＋ ｘ２

２） ＋

　 　 　 　 １
８

β２３ｘ３（ｘ２
５ ＋ ｘ２

６） － １
８

β２４ｘ１ｘ２ｘ６ ＋ １
１６

β２４ｘ５（ｘ２
１ － ｘ２

２） － １
４

Ｆ２， （６ｄ）

　 　 ｘ５ ＝ － １
２

μ３ｘ５ － １
６

σ３ｘ６ － ３
８

γ１６ｘ６（ｘ２
５ ＋ ｘ２

６） － １
１２

γ２０ｘ１ｘ２ｘ３ －

　 　 　 　 １
２４

γ２０ｘ４（ｘ２
１ － ｘ２

２） － １
１２

γ２２ｘ６（ｘ２
３ ＋ ｘ２

４） － １
１２

γ２４ｘ６（ｘ２
１ ＋ ｘ２

２）， （６ｅ）

　 　 ｘ６ ＝ １
６

σ３ｘ５ － １
２

μ３ｘ６ ＋ ３
８

γ１６ｘ５（ｘ２
５ ＋ ｘ２

６） － １
１２

γ２０ｘ１ｘ２ｘ４ ＋

　 　 　 　 １
２４

γ２０ｘ３（ｘ２
１ ＋ ｘ２

２） ＋ １
１２

γ２２ｘ５（ｘ２
３ ＋ ｘ２

４） ＋ １
１２

γ２４ｘ５（ｘ２
１ ＋ ｘ２

２） － １
６

Ｆ３ ． （６ｆ）
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１．２　 环形桁架天线动力学方程的规范型化简

由于环形桁架天线的平均方程（６）中所含的非线性项复杂，不能对其非线性方程进行直

接分析．因此，利用规范型理论对复杂的非线性方程进行化简，而且化简后的方程与原方程是

拓扑等价的．
系统（６）在初始平衡点 （ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６） ＝ （０，０，０，０，０，０） 线性部分的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵为

　 　 Ｊ ＝

－ １
２

μ １ － （σ １ ＋ ｆ１） ０ ０ ０ ０

σ １ － ｆ１ － １
２

μ １ ０ ０ ０ ０

０ ０ － １
２

μ ２ － １
２

σ ２ ０ ０

０ ０ １
２

σ ２ － １
２

μ ２ ０ ０

０ ０ ０ ０ － １
２

μ ３ － １
２

σ ３

０ ０ ０ ０ １
２

σ ３ － １
２

μ ３

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

． （７）

Ｊａｃｏｂｉ 矩阵对应的特征多项式为

　 　 ｆ（λ） ＝ λ ２ ＋ λμ １ ＋ １
４

μ ２
１ ＋ σ ２

１ － ｆ ２
１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ×

　 　 　 　 λ ２ ＋ λμ ２ ＋ １
４

μ ２
２ ＋ １

１６
σ ２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ λ ２ ＋ λμ ３ ＋ １

４
μ ２

３ ＋ １
１６

σ ２
３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （８）

由方程（８）可知，当 μ １ ＝ μ ２ ＝ μ ３ ＝ ０，σ ２
１ － ｆ ２

１ ＝ ０ 时，对应的环形桁架天线的平均方程（６）
有一对零特征根和两对纯虚特征根：

　 　 λ １，２ ＝ ０， λ ３，４ ＝ ± １
４

σ ２ ｉ， λ ５，６ ＝ ± １
４

σ ３ ｉ ． （９）

令 ｆ１ ＝ － １，σ １ ＝ ｆ１ ＋ σ－ １， 将 μ １，μ ２，μ ３，σ
－

１，Ｆ２，Ｆ３ 作为摄动参数，利用 ＭＡＰＬＥ 程序得到系

统（６）含参数的三阶规范型：

　 　 ｙ１ ＝ － １
２

μ １ｙ１ ＋ （１ － σ－ １）ｙ２， （１０ａ）

　 　 ｙ２ ＝ σ－ １ｙ１ － １
２

μ １ｙ２ ＋ ９
４

α１４ｙ３
１ ＋ １

２
α２１ｙ１ｙ２

３ ＋

　 　 　 　 １
２

α２１ｙ１ｙ２
４ ＋ １

２
α２５ｙ１ｙ２

５ ＋ １
２

α２５ｙ１ｙ２
６， （１０ｂ）

　 　 ｙ３ ＝ － １
２

μ ２ｙ３ － １
４

σ ２ｙ４ ＋ ９
１２８

β １５ｙ３
３ － ６３

１２８
β １５ｙ３

４ － １
８

β ２０ｙ２
１ｙ４ －

　 　 　 　 ６３
１２８

β １５ｙ２
３ｙ４ ＋ ９

１２８
β １５ｙ３ｙ２

４ ＋ １
１６

β ２３ｙ３ｙ２
５ － １

１６
β ２３ｙ４ｙ２

５ ＋

　 　 　 　 １
１６

β ２３ｙ３ｙ２
６ － １

１６
β ２３ｙ４ｙ２

６， （１０ｃ）

　 　 ｙ４ ＝ １
４

σ ２ｙ３ － １
２

μ ２ｙ４ ＋ ６３
１２８

β １５ｙ３
３ ＋ ９

１２８
β １５ｙ３

４ ＋ １
８

β ２０ｙ２
１ｙ３ ＋
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　 　 　 　 ９
１２８

β １５ｙ２
３ｙ４ ＋ ６３

１２８
β １５ｙ３ｙ２

４ ＋ １
１６

β ２３ｙ３ｙ２
５ ＋ １

１６
β ２３ｙ４ｙ２

５ ＋

　 　 　 　 １
１６

β ２３ｙ３ｙ２
６ ＋ １

１６
β ２３ｙ４ｙ２

６ － １
４

Ｆ２， （１０ｄ）

　 　 ｙ５ ＝ － １
２

μ ３ｙ５ － １
６

σ ３ｙ６ － ２１
６４

γ １６ｙ３
６ － １

１２
γ ２４ｙ２

１ｙ６ －

　 　 　 　 １
１２

γ ２２ｙ２
３ｙ６ － １

１２
γ ２２ｙ２

４ｙ６ － ２１
６４

γ １６ｙ２
５ｙ６， （１０ｅ）

　 　 ｙ６ ＝ １
６

σ ３ｙ５ － １
２

μ ３ｙ６ ＋ ２１
６４

γ １６ｙ３
５ ＋ １

１２
γ ２４ｙ２

１ｙ５ ＋

　 　 　 　 １
１２

γ ２２ｙ２
３ｙ５ ＋ １

１２
γ ２２ｙ２

４ｙ５ ＋ ２１
６４

γ １６ｙ５ｙ２
６ － １

６
Ｆ３， （１０ｆ）

其中所用的非线性变换见附录．
为便于分析，将系统（１０）的后四维方程转化成极坐标形式，即引入如下变换：
　 　 ｙ３ ＝ Ｉ１ｃｏｓ θ １， ｙ４ ＝ Ｉ１ｓｉｎ θ １， ｙ５ ＝ Ｉ２ｃｏｓ θ ２， ｙ６ ＝ Ｉ２ｓｉｎ θ ２ ． （１１）

将变换（１１）代入到三阶规范型（１０）中得到如下的系统：

　 　 ｙ１ ＝ － １
２

μ １ｙ１ ＋ （１ － σ－ １）ｙ２， （１２ａ）

　 　 ｙ２ ＝ σ－ １ｙ１ － １
２

μ １ｙ２ ＋ ９
４

α１４ｙ３
１ ＋ １

２
α２１ｙ１Ｉ２１ ＋ １

２
α２５ｙ１Ｉ２２， （１２ｂ）

　 　 Ｉ１ ＝ － １
２

μ ２Ｉ１ － １
４

Ｆ２ｓｉｎ θ １， （１２ｃ）

　 　 Ｉ１θ １ ＝ １
４

σ ２Ｉ１ ＋ ６３
１２８

β １５Ｉ３１ － １
８

β ２０ｙ２
１Ｉ１ ＋ １

１６
β ２３Ｉ１Ｉ２２ － １

４
Ｆ２ｃｏｓ θ １， （１２ｄ）

　 　 Ｉ２ ＝ － １
２

μ ３Ｉ２ － １
６

Ｆ３ｓｉｎ θ ２， （１２ｅ）

　 　 Ｉ２θ ２ ＝ １
６

σ ３Ｉ２ ＋ ２１
６４

γ １６Ｉ３２ ＋ １
１２

γ ２４ｙ２
１Ｉ２ ＋ １

１２
γ ２２Ｉ２１Ｉ２ － １

６
Ｆ３ｃｏｓ θ ２ ． （１２ｆ）

为将系统（１２）化为更简单的形式，引入如下变换：

　 　
ｙ１

ｙ２

Ｉ１

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
＝

α２５

γ ２５
１ － σ－ １ ０ ０

α２５

２γ ２５

μ １

１ － σ－ １

１

１ － σ－ １

０

０ ０ １

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

ｕ１

ｕ２

Ｉ１

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
， （１３）

其中　 　 β ２３γ ２２ ＝ － ２β ２０γ ２４ ．
将变换（１３）代入系统（１２）中得到三自由度环形桁架天线系统的简单规范型：
　 　 ｕ１ ＝ ｃ１ｕ２， （１４ａ）
　 　 ｕ２ ＝ － ｃ２ｕ１ － μ １ｕ２ ＋ ｃ３ｕ３

１ ＋ ｃ４ｕ１Ｉ２１ ＋ ｃ５ｕ１Ｉ２２， （１４ｂ）

　 　 Ｉ１ ＝ ｃ６Ｉ１ － １
４

Ｆ２ｓｉｎ θ １， （１４ｃ）

　 　 Ｉ１θ １ ＝ ｃ７Ｉ１ ＋ ｃ８Ｉ３１ ＋ ｃ９ｕ２
１Ｉ１ ＋ ｃ１０Ｉ１Ｉ２２ － １

４
Ｆ２ｃｏｓ θ １， （１４ｄ）

８８２ 六维系统环形桁架天线的非线性动力学分析



　 　 Ｉ２ ＝ ｃ１１Ｉ２ － １
６

Ｆ３ｓｉｎ θ ２， （１４ｅ）

　 　 Ｉ２θ ２ ＝ ｃ１２Ｉ２ ＋ ｃ１３Ｉ３２ ＋ ｃ５ｕ２
１Ｉ２ ＋ ｃ１０Ｉ２１Ｉ２ － １

６
Ｆ３ｃｏｓ θ ２， （１４ｆ）

其中

　 　 ｃ１ ＝
γ ２５

α２５
， ｃ２ ＝

α２５［１ － ４σ－ １（１ － σ－ １）］
４γ ２５

， ｃ３ ＝
９α１４α３

２５（１ － σ－ １） ２

４γ ３
２５

，

　 　 ｃ４ ＝
α２１α２５

２γ ２５
（１ － σ－ １）， ｃ５ ＝

α２
２５

２γ ２５
（１ － σ－ １）， ｃ６ ＝ － １

２
μ ２， ｃ７ ＝ １

４
σ ２， ｃ８ ＝ ６３

１２８
β １５，

　 　 ｃ９ ＝ １
８

β ２０

α２
２５

γ ２５
（１ － σ－ １）， ｃ１０ ＝ １

１６
β ２３， ｃ１１ ＝ － １

２
μ ３， ｃ１２ ＝ １

６
σ ３， ｃ１３ ＝ ２１

６４
γ １６ ．

为研究阻尼参数对系统非线性动力学的影响，下面对阻尼参数引入扰动项 ε：
　 　 μ １ → εμ １， μ ２ → εμ ２， μ ３ → εμ ３， Ｆ２ → εＦ２， Ｆ３ → εＦ３ ． （１５）

因此，系统（１４）可以写成带有扰动项的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统：

　 　 ｕ１ ＝ ∂Ｈ
∂ｕ２

＋ εｇｕ１ ＝ ｃ１ｕ２， （１６ａ）

　 　 ｕ２ ＝ － ∂Ｈ
∂ｕ１

＋ εｇｕ２ ＝ － ｃ２ｕ１ ＋ ｃ３ｕ３
１ ＋ ｃ４ｕ１Ｉ２１ ＋ ｃ５ｕ１Ｉ２２ － εμ １ｕ２， （１６ｂ）

　 　 Ｉ１ ＝ ∂Ｈ
∂θ １

＋ εｇＩ１ ＝ εｃ６Ｉ１ － １
４

εＦ２ｓｉｎ θ １， （１６ｃ）

　 　 Ｉ１θ １ ＝ － ∂Ｈ
∂Ｉ１

＋ εｇθ１ ＝ ｃ７Ｉ１ ＋ ｃ８Ｉ３１ ＋ ｃ９ｕ２
１Ｉ１ ＋ ｃ１０Ｉ１Ｉ２２ － １

４
εＦ２ｃｏｓ θ １， （１６ｄ）

　 　 Ｉ２ ＝ ∂Ｈ
∂θ ２

＋ εｇＩ２ ＝ εｃ１１Ｉ２ － １
６

εＦ３ｓｉｎ θ ２， （１６ｅ）

　 　 Ｉ２θ ２ ＝ － ∂Ｈ
∂Ｉ２

＋ εｇθ２ ＝ ｃ１２Ｉ２ ＋ ｃ１３Ｉ３２ ＋ ｃ５ｕ２
１Ｉ２ ＋ ｃ１０Ｉ２１Ｉ２ － １

６
εＦ３ｃｏｓ θ ２ ． （１６ｆ）

当 ε ＝ ０ 时， 未扰系统 （１６）是完全可积的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统， 其对应的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数为如下

形式：

　 　 Ｈ ＝ １
２

ｃ１ ＋ １
２

ｃ２ｕ２
１ － １

４
ｃ３ｕ４

１ － １
２
（ｃ４Ｉ２１ ＋ ｃ５Ｉ２２）ｕ２

１ － １
２

ｃ７Ｉ２１ －

　 　 　 　 １
４

ｃ８Ｉ４１ － １
２

ｃ１０Ｉ２１Ｉ２２ － １
２

ｃ１２Ｉ２２ － １
４

ｃ１３Ｉ４２ ． （１７）

当 ε ≠ ０ 时，系统（１６）是耗散扰动系统，其耗散扰动项为如下形式：

　 　 ｇｕ１ ＝ ０， ｇｕ２ ＝ － μ １ｕ２， ｇＩ１ ＝ ｃ６Ｉ１ － １
４

Ｆ２ｓｉｎ θ １， ｇθ１ ＝ － １
４

Ｆ２ｃｏｓ θ １，

　 　 ｇＩ２ ＝ ｃ１１Ｉ２ － １
６

Ｆ３ｓｉｎ θ ２， ｇθ２ ＝ － １
６

Ｆ３ｃｏｓ θ ２ ． （１８）

２　 未扰系统动力学分析

首先考虑系统未受扰动的情形，即当 ε ＝ ０ 时，系统（１６）是一个解耦的两自由度未扰动非

线性系统．当 ε ＝ ０ 时，变量 Ｉ１ ＝ ０，Ｉ２ ＝ ０．因此，变量 Ｉ１ 和 Ｉ２ 为常数，在系统（１６）的子空间 （ｕ１，
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ｕ２） 中可以看作为参数．系统（１６）的前两个方程与后面四个方程是解耦的．下面先研究系统

（１６）在未扰情形下的前两个方程：
　 　 ｕ１ ＝ ｃ１ｕ２， （１９ａ）
　 　 ｕ２ ＝ － ｃ２ｕ１ ＋ ｃ３ｕ３

１ ＋ ｃ４ｕ１Ｉ２１ ＋ ｃ５ｕ１Ｉ２２ ． （１９ｂ）
当 ｃ３ｃ４ ＜ ０ 时，系统（１６）会出现同宿分叉．在此令 ｃ３ ＞ ０，ｃ４ ＜ ０．当 ｃ２ － ｃ４Ｉ２１ － ｃ５Ｉ２２ ＜ ０ 时，

系统（１６）只有一个初始平衡点 （ｕ１，ｕ２） ＝ （０，０） ．通过计算系统（１９）在初始平衡点 （ｕ１，ｕ２） ＝
（０，０） 处 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵可知初始平衡点为中心点．接下来定义临界曲线．令 ｃ２ － ｃ４Ｉ２１ － ｃ５Ｉ２２ ＝ ０ 得

到初始平衡点 （ｕ１，ｕ２） ＝ （０，０） 在原点处发生 ｐｉｔｃｈｆｏｒｋ 分叉产生三个解，鞍点 Ｐ１ ＝ （０，０） 和中

心点 Ｐ２，３ ＝ （ ± Ｂ，０）， 其中

　 　 Ｂ ＝ １
ｃ３

（ｃ２ － ｃ４Ｉ２１ － ｃ５Ｉ２２）
é

ë
êê

ù

û
úú

１ ／ ２

． （２０）

在系统中，变量 Ｉ１，Ｉ２ 和 θ １，θ ２ 分别代表系统振动的幅值和相位．所以，变量 Ｉ１ 和 Ｉ２ 应该满足 Ｉｉ
≥ ０，ｉ ＝ １，２．在 Ｉ∈ （ Ｉ１，Ｉ２） ∉ ［ Ｉ１１，Ｉ１２］ × ［ Ｉ２１，Ｉ２２］ ⊂ Ｒ２ 中，未扰系统 （１９）有两个中心点 Ｐ２，３

＝ （ ± Ｂ，０）、 一个鞍点 Ｐ１ ＝ （０，０） 以及一对同宿轨道 ｕｈ
±ｉ（Ｔ１，Ｉｉ），ｉ ＝ １，２， 且同宿轨道满足

ｌｉｍＴ１→ ±∞ ｕ ±ｉ（Ｔ１，Ｉｉ） ＝ Ｐ１，ｉ ＝ １，２， 其中 Ｔ１ 是定义在二维扰动慢变流形动的相空间上．
未扰系统（１９）在相空间 （ｕ１，ｕ２） 上不同区域内平衡点的相图如图 ２ 所示．当 ｃ２ － ｃ４Ｉ２１ －

ｃ５Ｉ２２ ＜ ０ 时，系统只有一个平衡点且为中心点；当 ｃ２ － ｃ４Ｉ２１ － ｃ５Ｉ２２ ＞ ０ 时，系统有三个平衡点，其
中一个鞍点两个中心点且连接鞍点的是一对同宿轨道，而此同宿轨道亦为中心点的外边界．

图 ２　 未扰系统平衡点的相图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｐｏｒｔｒａｉｔ ｏｆ ｔｈｅ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｐｏｉｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｕｎｐｅｒｔｕｒｂｅｄ ｓｙｓｔｅｍ

在六维相空间中四维正规双曲不变流形定义为如下形式：
　 　 Ｍ ＝ { （ｕ，Ｉ，θ） ∈ Ｒ２ × Ｒ２ × Ｓ２ ｕ ＝ Ｐ１，Ｉ１ ＜ Ｉ ＜ Ｉ２，０ ≤ θ ｉ ＜ ２π } ，

　 　 ｉ ＝ １，２． （２１）
不变流形 Ｍ 有五维稳定流形和不稳定流形分别为 Ｗｓ（Ｍ） 和 Ｗｕ（Ｍ） ．在系统（２１）中由同宿轨
道连接的奇点沿五维稳定流形和不稳定流行形成如下五维的同宿流形 Γ ．其中由连接奇点 Ｐ１

＝ （０，０） 的同宿轨道可知 Ｗｓ（Ｍ） 和 Ｗｕ（Ｍ） 沿五维同宿流形 Γ 非横截相交，同宿流形 Γ 定义
为如下形式：

　 　 Γ ＝ （ｕ，Ｉ，θ） ｕ ＝ ｕｈ
±ｉ（Ｔ１，Ｉｉ）， Ｉ ∈ （ Ｉ１，Ｉ２）， γ ＝ ∫Ｔ１

０

∂Ｈ（ｕｈ
± （Ｔ１，Ｉ），Ｉ）
∂Ｉｉ

ｄｓ ＋ θ ｉ０{ } ，

　 　 ｉ ＝ １，２． （２２）

０９２ 六维系统环形桁架天线的非线性动力学分析



对于系统振动的每个幅值 Ｉ ∈ （ Ｉ１，Ｉ２） 时，二维正规双曲不变圆环 θ（ Ｉ） 具有三维稳定流形

Ｗｓ（θ（ Ｉ）） 和不稳定流形 Ｗｕ（θ（ Ｉ）） 重合形成的三维同宿流形，其中六维相空间中流形的结构

图如图 ３ 所示， γ 表示振动相位．
未扰系统（１９）的前两维系统定义在二维扰动慢变流形动的相空间上．下面分析限制在流

形 Ｍ 上的未扰系统（１９）为
　 　 Ｉ１ ＝ ０， （２３ａ）
　 　 Ｉ１θ １ ＝ ｃ７Ｉ１ ＋ ｃ８Ｉ３１ ＋ ｃ９ｕ２

１Ｉ１ ＋ ｃ１０Ｉ１Ｉ２２， （２３ｂ）
　 　 Ｉ２ ＝ ０， （２３ｃ）
　 　 Ｉ２θ ２ ＝ ｃ１２Ｉ２ ＋ ｃ１３Ｉ３２ ＋ ｃ５ｕ２

１Ｉ２ ＋ ｃ１０Ｉ２１Ｉ２ ． （２３ｄ）

当 Ｉ ∈ （ Ｉ１，Ｉ２） ＝ Ｃ，
∂Ｈ（ｑ ± （ Ｉ），Ｉ）

∂Ｉｉ
≠ ０，ｉ ＝ １，２ 时，系统的解为含有两个参数的二维圆环；

当 Ｉ∈（ Ｉ１，Ｉ２） ＝ Ｃ，
∂Ｈ（ｑ ± （ Ｉ），Ｉ）

∂Ｉｉ
＝ ０，ｉ ＝ １，２ 时，系统的解为不动点圆环，其中

∂Ｈ（ｑ ± （ Ｉ），Ｉ）
∂Ｉｉ

，

ｉ ＝ １，２ 的表达式如下：

　 　
∂Ｈ（ｑ ± （ Ｉ），Ｉ）

∂Ｉ１
＝ ｃ７Ｉ１ｒ ＋ ｃ８Ｉ３１ｒ ＋ ｃ９ｑ２

± Ｉ１ｒ ＋ ｃ１０Ｉ１ｒＩ２２ｒ， （２４ａ）

　 　
∂Ｈ（ｑ ± （ Ｉ），Ｉ）

∂Ｉ２
＝ ｃ１２Ｉ２ｒ ＋ ｃ１３Ｉ３２ｒ ＋ ｃ５ｑ２

± Ｉ２ｒ ＋ ｃ１０Ｉ２１ｒＩ２ｒ ． （２４ｂ）

此时使得等式
∂Ｈ（ｑ ± （ Ｉ），Ｉ）

∂Ｉｉ
＝ ０，ｉ ＝ １，２ 成立的 Ｉ 值为系统的共振值，记为 Ｉｒ ＝ （ Ｉ１ｒ，Ｉ２ｒ） ．则可

得到如下的共振值：

　 　 Ｉ２１ｒ ＝
ｃ１０ｃ１２ － ｃ７ｃ１３
ｃ８ｃ１３ － ｃ２１０

， （２５ａ）

　 　 Ｉ２２ｒ ＝
ｃ７ｃ１０ － ｃ８ｃ１２
ｃ８ｃ１３ － ｃ２１０

． （２５ｂ）

为计算系统（１９）连接双曲鞍点 Ｐ１ ＝ （０，０） 的同宿轨道以及相位差 Δθ， 给出未扰系统

（１９）未扰动部分的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数：

　 　 Ｈ ＝ １
２

ｃ１ｕ２
２ － １

４
ｃ３ｕ４

１ － １
２
（ｃ４Ｉ２１ ＋ ｃ５Ｉ２２ － ｃ２）ｕ２

１ ． （２６）

令 ε １ ＝ ｃ４Ｉ２１ ＋ ｃ５Ｉ２２ － ｃ２， 联立鞍点 Ｐ１ ＝ （０，０） 和 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数并化简得到系统（１９）的同

宿轨道：

　 　 ｕ１（Ｔ１） ＝ ±
２ε １

－ ｃ３
ｓｅｃｈ（ ｃ１ε １ Ｔ１）， （２７ａ）

　 　 ｕ２（Ｔ１） ＝∓ ε １
２

－ ｃ３
ｔａｎｈ（ ｃ１ε １ Ｔ１）ｓｅｃｈ（ ｃ１ε １ Ｔ１） ． （２７ｂ）

将轨道（２７）代入式（２０）中并对式（２３ｂ）和（２３ｄ）进行积分，得到系统的振动相位 θ １ 和 θ ２

为如下形式：

　 　 θ １ ＝ ｅ１Ｔ１ ＋
２ｃ９ ｅ

ｃ３ ｃ１
ｔａｎｈ（ ｃ１ｅ Ｔ１） ＋ θ ０１， （２８ａ）
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　 　 θ ２ ＝ ｅ２Ｔ１ ＋
２ｃ５ ｅ

ｃ３ ｃ１
ｔａｎｈ（ ｃ１ｅ Ｔ１） ＋ θ ０２， （２８ｂ）

其中 ｅ ＝ ｃ２ － ｃ４Ｉ２１ － ｃ５Ｉ２２，ｅ１ ＝ ｃ７ ＋ ｃ８Ｉ２１ ＋ ｃ１０Ｉ２２，ｅ２ ＝ ｃ１２ ＋ ｃ１０Ｉ２１ ＋ ｃ１３Ｉ２２，θ ０１ 和 θ ０２ 为初始相位角．

图 ３　 六维空间中不变流形 Ｍ 与同宿流形 Γ 的结构图

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｐｏｒｔｒａｉｔ ｏｆ ｉｎｖａｒｉａｎｔ ｍａｎｉｆｏｌｄ Ｍ ａｎｄ ｈｏｍｏｃｌｉｎｉｃ ｍａｎｉｆｏｌｄ Γ ｉｎ ｔｈｅ ６Ｄ ｓｐａｃｅ

在此定义相位差为如下形式：
　 　 Δθ ｉ ＝ θ（ ＋ ∞，Ｉｉ） － θ（ － ∞，Ｉｉ），　 　 ｉ ＝ １，２． （２９）

当 Ｉｉ ＝ Ｉｉｒ（ ｉ ＝ １，２） 时，即共振情况下， ｄｉ ≡ ０，ｉ ＝ １，２， 则相位差为

　 　 Δθ １ ＝
４ｃ９ ε １

ｃ３ ｃ１
， Δθ ２ ＝

４ｃ５ ε １

ｃ３ ｃ１
． （３０）

３　 扰动系统动力学分析

综上分析，得到了未扰系统（１９）的同宿轨道、相位差等，并分析了在六维相空间中流形 Ｍ
的几何结构．接下来将研究系统（１９）在小扰动影响下的动力学特性．根据文献［１６⁃１７］可知，在
小扰动下不变流形 Ｍ 沿稳定流形与不稳定流形是不变的， Ｐ１ 仍为鞍点且此时的流形 Ｍε 充分

接近 Ｍ， 即定义

　 　 Ｍ ＝ Ｍε ＝ （ｕ１，ｕ２，Ｉ，θ） （ｕ１，ｕ２） ＝ Ｐ１，Ｉｉ１ ＜ Ｉ ＜ Ｉｉ２，０ ≤ θ ｉ ＜ ２π{ } ，
　 　 ｉ ＝ １，２． （３１）

因此将系统（１６）限制在流形 Ｍε 上，在共振情形下研究系统（１６）的动力学特性．首先定义

一个四维空间 Ｍ４ ＝ （ｕ１，ｕ２，Ｉ１，θ １） 为如下形式：
　 　 Ｍ４ ＝ ［（ｕ１，ｕ２，Ｉ１，θ １） ∈ Ｒ × Ｒ × Ｒ × Ｓ （ｕ１，ｕ２）＝ Ｐ１，
　 　 　 　 Ｉ１ ∈ （ Ｉ１１，Ｉ１２），０ ＜ θ １ ≤ ２π］ ． （３２）
将系统中的变量 Ｉ２ 限制在 ［ Ｉ２ｒ － ε， Ｉ２ｒ ＋ ε］ ⊂ ［ Ｉ２１，Ｉ２２］ 上，且变量 θ ２ 满足 θ ２∈（０，２π］ ．

只需研究在共振情形下系统 Ｍ４ ＝ （ｕ１，ｕ２，Ｉ１，θ １） 的动力学特性，之后让变量 Ｉ２ 取遍 ［ Ｉ２ｒ － ε，Ｉ２ｒ
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＋ ε］ ⊂ ［ Ｉ２１，Ｉ２２］ 上的每个点，从而就可以到到整个六维系统（１６）的动力学特性．
为得到系统未扰动部分 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数，引入如下变换：
　 　 Ｉ１ → Ｉ１ｒ ＋ ε ｈ， Ｔ１ → ε Ｔ１ ． （３３）

则将变换（３３）代入式（１６ｃ）和（１６ｄ）并化简得到

　 　 ｈ ＝ ｃ６Ｉ１ｒ －
１
４

Ｆ２ｓｉｎ θ １ ＋ ｃ６ ε ｈ， （３４ａ）

　 　 θ １ ＝ ２Ｉ１ｒｃ８ｈ ＋ ε ｃ８ｈ２ －
ε Ｆ２

４Ｉ１ｒ
ｃｏｓ θ １ ． （３４ｂ）

未扰系统（３４）是 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统，其对应的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数为如下形式：

　 　 ΔＨＤ（ｈ，θ １） ＝ ｃ６Ｉ１ｒθ １ － ｃ８Ｉ１ｒｈ２ ＋ １
４

Ｆ２ｃｏｓ θ １ ． （３５）

当 ε ＝ ０， 在 θ １ ∈ （０，２π） 区间内得到系统（３４）的不动点为

　 　 Ｑ１ ＝ （０，θ １ｓ） ＝ ０，π － ａｒｃｓｉｎ
４ｃ６Ｉ１ｒ
Ｆ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｑ２ ＝ （０，θ １ｃ） ＝ ０，ａｒｃｓｉｎ

４ｃ６Ｉ１ｒ
Ｆ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （３６）

下面计算在奇点 Ｑ１ 和 Ｑ２ 处的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵，分析奇点的稳定性，则系统（３４）未扰动部分的

Ｊａｃｏｂｉ 矩阵为

　 　 Ｊ ＝
０ － １

４
Ｆ２ｃｏｓ θ １

２ｃ８Ｉ１ｒ ０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

． （３７）

根据方程 （３７），当 （２δ ｆ
－

２Ｉｒｃｏｓ θ ｃ） ／ β １ ＞ ０ 时，系统有一对纯虚特征根，即奇点 Ｑ２ 为中心

点；当 （２δ ｆ
－

２Ｉｒｃｏｓ θ ｃ） ／ β １ ＜ ０ 时，系统（３４）有两个异号的实特征根，即奇点 Ｑ１ 为鞍点且由一对

同宿轨道连接．
在小扰动 ε 下，奇点 Ｑ１ 仍为双曲奇点，扰动后的奇点 Ｑε１ 仍为鞍点．而奇点 Ｑ２ 在受扰动后

将会产生变化，首先考虑系统（３４）线性部分的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵：

　 　 ＪＱ２ε
＝

ｃ６ ε － １
４

Ｆ２ｃｏｓ θ １

２ｃ８Ｉ１ｒ
ε Ｆ２

４Ｉ１ｒ
ｓｉｎ θ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

． （３８）

根据矩阵（３８），我们发现系统（３７）线性部分的低阶项在同宿环内小于零．因此，在扰动下

奇点 Ｑ２ 变为双曲焦点 Ｑε２ ．

４　 能量相位法

在本节利用 Ｈａｌｌｅｒ 和 Ｗｉｇｇｉｎｓ［１６⁃１７］提出的能量相位法以及改进后的能量相位法，研究环形

桁架天线具有 Ｓｈｉｌｎｉｋｏｖ 同宿轨道的多脉冲混沌运动．计算相空间中快变流行上每个脉冲跳跃

所消耗的能量，即能量差分函数的具体表达式以及能量差分函数的横截零点，从而验证系统存

在着多脉冲轨道．
首先给出系统（１６）的含有耗散项的能量差分函数：
　 　 ΔＮＨＤ（ｕ１，ｕ２，Ｉ１，Ｉ２，θ １，θ ２） ＝ ＨＤ（ｈ，θ １ ＋ ＮΔθ １） － ＨＤ（ｈ，θ １） －

　 　 　 　 ｎ∫
Ａ

ｄ
ｄｕ１

ｇｕ１（ｕ１，ｕ２，Ｉ，θ）
ｄ

ｄｕ２
ｇｕ２（ｕ１，ｕ２，Ｉ，θ）

é

ë
êê

ù

û
úú ｄｕ１ｄｕ２ － ｎ∫

∂Ａｌ
ｇＩｄθ， （３９）
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其中 Δθ 是相位差， Ａ 为在子空间 （ｕ１，ｕ２） 中由一对同宿轨道围成的区域， ∂Ａｌ 是区域 Ａ 的边

界．由式（３９）可知能量差分函数分为四个部分：
ＨＤ（ｈ，θ １ ＋ ＮΔθ １） 为 ｎ 个脉冲的总能量； ΔＨＤ（ｈ，θ １） 为在 （ｈ，θ） 平面中未跳起脉冲的能

量，即

　 　 ＨＤ（ｈ，θ １ ＋ ＮΔθ １） － ＨＤ（ｈ，θ １） ＝ ｃ６Ｉ１ｒΔθ １ ＋ １
４

Ｆ２（ｃｏｓ（θ １ ＋ ｎΔθ １） － ｃｏｓ θ １）； （４０）

ｎ∫
Ａ

ｄ
ｄｕ１

ｇｕ１（ｕ１，ｕ２，Ｉｒ，θ ｒ） ＋ ｄ
ｄｕ２

ｇｕ２（ｕ１，ｕ２，Ｉｒ，θ ｒ）
é

ë
êê

ù

û
úú ｄｕ１ｄｕ２ 为同宿轨道所围成区域的面积，即

　 　 ｎ∫
Ａ

ｄ
ｄｕ１

ｇｕ１（ｕ１，ｕ２，Ｉｒ，θ ｒ） ＋ ｄ
ｄｕ２

ｇｕ２（ｕ１，ｕ２，Ｉｒ，θ ｒ）
é

ë
êê

ù

û
úú ｄｕ１ｄｕ２ ＝

　 　 　 　 －
４ｎμ １ε １Δθ １

３ｃ５ ｃ１
－ ｎｃ１１Ｉ２ｒΔθ ２； （４１）

ｎ∫
∂Ａｌ
ｇＩｄθ 为脉冲沿着同宿轨道的积分，即

　 　 ｎ∫
∂Ａｌ
ｇＩｄθ ＝ － ｎｃ６Ｉ１ｒΔθ １ － ｎｃ１１Ｉ２ｒΔθ ２ ． （４２）

经计算得到系统（１６）的能量差分函数的具体表达式：
　 　 ΔＮＨＤ（ｕ１，ｕ２，Ｉ１，Ｉ２，θ １，θ ２） ＝

　 　 　 　 － １
２

Ｆ２ｓｉｎ
ｎ
２

Δθ １ ＋ θ １
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ ｎ

２
Δθ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

４ｎμ １ε １Δθ １

３ｃ５ ｃ１
＋ ｎｃ１１Ｉ２ｒΔθ ２ ． （４３）

接下来计算能量差分函数的横截零点．首先，定义一个包含能量差分函数所有横截零点的

集合：

　 　 ＺＮ
－ ＝ { （ｈ，θ） ΔＮＨＤ（ｕ１，ｕ２，Ｉ１，Ｉ２，θ １，θ ２） ＝ ０，

　 　 　 　
∂ΔＮＨＤ（ｕ１，ｕ２，Ｉ１，Ｉ２，θ １，θ ２）

∂θ
≠ ０ } ． （４４）

含耗散项的能量差分函数 ΔＮＨＤ（ｕ１，ｕ２，Ｉ１，Ｉ２，θ １，θ ２） 的横截零点满足如下条件：

　 　 θ １ ＋
ｎΔθ １

２
＝ ２ｍπ ＋ （ － １）ｍα， （４５）

其中 ｍ ∈ Ζ， 并且得到

　 　 α ＝ ａｒｃｓｉｎ
８ｎμ １ε １Δθ １ ＋ ６ｎｃ５ ｃ１ ｃ１１Ｉ２ｒΔθ ２

３Ｆ２ｃ５ ｃ１ ｓｉｎ（（ｎ ／ ２）·Δθ １）

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
． （４６）

在区间 θ １ ∈ － π
２
，３π
２

é

ë
êê

ù

û
úú 上，当含有耗散项的能量差分函数 ΔＮＨＤ（ｕ１，ｕ２，Ｉ１，Ｉ２，θ １，θ ２） 满

足 ｎΔθ １ ≠ ４ｌπ（ ｌ ＝ ０，１，２，…） 时，能量差分函数有如下两个横截零点：

　 　 θ ｎ
０，１ ＝ ３π

２
－

ｎΔθ １

２
＋ α

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｍｏｄ（２π）， （４７ａ）

　 　 θ ｎ
０，２ ＝ ３π

２
－ π ＋

ｎΔθ １

２
－ α

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｍｏｄ（２π） ． （４７ｂ）

由集合（４３）可以得出如下关系式：
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　 　 ｓｉｎ ｎ
２

Δθ １ ＋ θ １
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

８ｎμ １ε １Δθ １ ＋ ６ｎｃ５ ｃ１ ｃ１１Ｉ２ｒΔθ ２

３Ｆ２ｃ５ ｃ１ ｓｉｎ
ｎ
２

Δθ １
æ

è
ç

ö

ø
÷

． （４８）

为研究系统阻尼与激励之间的关系，定义变量 ｄ ＝ μ ／ Ｆ２ 为耗散因子，令 μ ＝ μ １ ＝ μ ２ ＝ μ ３，
则由方程（４８）得到耗散因子的上确界：

　 　 ｄ ＜ ｄｍａｘ ＝
３ｃ５ ｃ１ ｓｉｎ（（ｎ ／ ２）·Δθ １）

８ｎε １Δθ １ － ３ｎｃ５ ｃ１ Ｉ２ｒΔθ ２

． （４９）

同理，可得到脉冲数的上确界

　 　 ｎ ＜ ｎｍａｘ ＝
３ｃ５ ｃ１

８ｄε １Δθ １ － ３ｄｃ５ ｃ１ Ｉ２ｒΔθ ２

． （５０）

为分析环形桁架天线系统是否存在 Ｓｈｉｌｎｉｋｏｖ 型多脉冲轨道，需要验证如下 ３ 个条件是否

成立：① 系统的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数 ΔＨＤ（ｈ，θ １） 存在非退化零点； ② 在整个六维相空间 （ｕ１，ｕ２，Ｉ１，
Ｉ２，θ １，θ ２） 中，非退化零点是耗散能量差分函数的横截零点且满足非退化条件； ③ 从慢流形上

跳起的脉冲轨道最后又落回焦点的吸引域内．
首先由方程（３５）得到了 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数 ΔＨＤ（ｈ，θ １） 的非退化零点为 Ｑ２ ．
接下来将中心点 Ｑ２ 代入能量差分函数中并计算其零点，即
　 　 ΔＮＨＤ（ｕ１，ｕ２，Ｉ１，Ｉ２，θ １，θ ２） Ｑ２

＝ ０． （５１）
化简后得到耗散因子的表达式：

　 　 ｄ ＝
３ｃ５ ｃ１ ［ Ｆ２

２ － １６ｃ２６Ｉ２１ｒ （１ － ｃｏｓ（ｎΔθ １））］ ＋ ４ｃ６Ｉ１ｒｓｉｎ（ｎΔθ １）

１６ｎε １Δθ １Ｆ２ － ６ｃ５ ｃ１ Ｉ２ｒΔθ ２Ｆ２

． （５２）

当耗散因子不为零时，即如下条件成立时，中心点 Ｑ２ 为能量差分函数零点：
　 　 ｎΔθ １ ≠ ２ｋπ，　 　 ｋ ∈ Ｚ ＋， （５３）

　 　
∂ΔＨＤ（ｈ，θ １）

∂ｄ
＝ １

４
Ｆ２（ｃｏｓ（θ １ ＋ ｎΔθ １） － ｃｏｓ θ １） ＋

４ｎμ １ε １Δθ １

３ｃ５ ｃ１
＋ ｎｃ１１Ｉ２ｒΔθ ２ ． （５４）

经验证，在条件（５３）情形下，式（５１）与（５４）不能同时成立，即中心点 Ｑ２ 是能量差分函数

的横截零点．
最后，只需验证从慢流形上跳起的脉冲最终又落回到慢流形上中心点 Ｑ２ 的吸引域内．
在慢流形上，我们知道脉冲的起跳点为中心点 Ｑ２， 其对应的能量函数为 ＨＤ（０，θ １ｃ）， 鞍点

对应的能量为 ＨＤ（０，θ １ｓ） ．在区间 （０，２π） 上，假设脉冲的落回点为 Ｑ， 其对应的能量函数为

ＨＤ（０，θ １∗）， 由于相图的对称性，当落回点与鞍点或中心点距离超过鞍点对应的能量为 ２ｋπ
时，重新定义落回点为如下形式：

　 　 θＮ
１∗ ＝ θ １ｓ ＋ （θ １ｃ ＋ ｎΔθ １ － θ １ｓ）ｍｏｄ（２ｋπ）， （５５）

其中

　 　 θ １ｓ ＝ π ＋ ａｒｃｓｉｎ（２ｄＩ１ｒ）， θ １ｃ ＝ － ａｒｃｓｉｎ（２ｄＩ１ｒ） ． （５６）
起跳点处的能量最大，当落回点不断远离起跳点时，能量不断减小，能量最小的落回点为

鞍点，当落回点的能量满足如下条件时，落回点就落到了焦点的吸引域内：
　 　 ＨＤ（０，θ∗） ＞ ＨＤ（０，θ ｓ） ． （５７）

下面以未扰系统的鞍点为吸引域的边界，在区间 （０，４π） 内定义两个区域：
　 　 Ｄ１ ＝ （π ＋ ａｒｃｓｉｎ（２ｄＩ１ｒ），３π ＋ ａｒｃｓｉｎ（２ｄＩ１ｒ））， （５８ａ）
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　 　 Ｄ２ ＝ （３π ＋ ａｒｃｓｉｎ（２ｄＩ１ｒ），５π ＋ ａｒｃｓｉｎ（２ｄＩ１ｒ）） ． （５８ｂ）
则落回点会落到两个区域中的一个或两个区域平移 ２ｋπ 后的区域内．如果落回点落入区域 Ｄ１

内，则存在连接鞍点自身的 Ｓｈｉｌｎｉｋｏｖ 型同宿轨道；如果落回点落入区域 Ｄ２ 内，则存在连接两个

鞍点的异宿轨道．

５　 数 值 模 拟

为了验证上述理论分析，对系统的平均方程（６）进行数值模拟．当系统（６）中的参数 ｃ３ｃ４

＝ －
９α１４α２

２５

４γ ２
２５

＜ ０， 即 α１４ ＞ ０ 时，系统会出现 Ｓｈｉｌｎｉｋｏｖ 型多脉冲混沌运动．在上述定性分析的基

础上发现激励参数在环形桁架天线多脉冲混沌运动中起着重要作用．

图 ４　 系统随激励 Ｆ２ 变化的分叉图

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｕｎｄｅｒ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ Ｆ２

选择激励参数 Ｆ２ 作为系统的控制参数，研究等效圆柱壳的非线性动力学行为．选取系统

的初值为 ｘ１０ ＝ ０．０４，ｘ２０ ＝ ０．１５，ｘ３０ ＝ ０．３５，ｘ４０ ＝ ０．１９，ｘ５０ ＝ ０．０１，ｘ６０ ＝ ０．０２ 以及系统的参数值为

μ １ ＝ ０．０５，μ ２ ＝ ０．０５，μ ３ ＝ ０．０５，σ １ ＝ ０．１２，σ ２ ＝ ０．１９，σ ３ ＝ ３．１２，α１４ ＝ ０．１１，α２１ ＝ ０．９，α２５ ＝ ３．９，
β １５ ＝ ２．１１，β ２０ ＝ ７，β ２３ ＝ ２４，β ２４ ＝ ２，γ １６ ＝ ２，γ ２０ ＝ ５，γ ２２ ＝ ２．５，γ ２４ ＝ ２．３，ｆ１ ＝ ５，Ｆ３ ＝ １７．５， 激励

Ｆ２ 在 Ｆ２ ∈ （５０，９０） 区间内环形桁架天线的分叉图如图 ４ 所示．从图 ４ 中可以看出，当激励 Ｆ２

＜ ８０ 时，系统一直处于周期运动状态；当激励 Ｆ２ ＞ ８０ 时，系统进入混沌运动状态．选取激励

Ｆ２ ＝ ９２．１， 得到系统的混沌运动相图，如图 ５ 所示．其中图 ５（ａ）表示系统在 （ｘ１，ｘ２） 平面上的

相图，图 ５（ｂ）表示系统在 （ ｔ，ｘ１） 平面上的相图，图 ５（ｃ）表示系统在 （ｘ３，ｘ４） 平面上的波形

图，图 ５（ｄ）表示系统在 （ｘ６，ｘ５） 平面上的波形图，图 ５（ｅ）表示系统在 （ｘ１，ｘ２，ｘ３） 平面上的相

图，图 ５（ｆ）表示系统在 （ｘ４，ｘ５，ｘ６） 平面上的相图．从图 ５ 中发现系统的混沌运动轨迹有明显

的跳跃现象．
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图 ５　 Ｆ２ ＝ ９２．１ 时系统的混沌运动图

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｃｈａｏｓ ｍｏｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｆｏｒ Ｆ２ ＝ ９２．１

６　 结　 　 论

本文首次研究了六维系统环形桁架天线 Ｓｈｉｌｎｉｋｏｖ 型多脉冲混沌运动．选取横向振动为主

要振动进行三阶离散，得到环形桁架天线呼吸振动的三自由度非线性方程．利用多尺度法得到

１ ∶ ４ ∶ ６ 内共振关系下环形桁架天线的平均方程．利用规范型理论化简平均方程，根据推广后的

能量相位法分析了其拓扑等价方程的非线性动力学行为．通过分析环形桁架天线多脉冲同宿

７９２孙　 　 莹　 　 　 张　 　 伟　 　 　 吴　 瑞　 琴



轨道，发现未扰系统中的鞍点存在一条连接自身的同宿轨道，当受到扰动后同宿轨破裂，其中

一个分支落入焦点的吸引域内，另一个分支形成了焦点附近吸引域的边界，且焦点产生跳跃的

脉冲轨道，最终又回到吸引域内．分析还表明，同宿轨道的存在依赖于能量相位判据．在数值模
拟中发现激励参数对天线非线性运动影响较大．当选择一定的参数值和初始条件时，环形桁架

天线会出现大幅度的振动．在一定区间内，系统保持稳定的周期运动．随着激励参数的增大，系
统进入不稳定的混沌运动状态．本文从多个方面解释和描述了环形桁架天线可以产生 Ｓｈｉｌｎｉｋ⁃
ｏｖ 型多脉冲混沌运动．综上理论分析与数值模拟，可以为抑制环形桁架天线产生混沌运动或避

免大的振动提供参考．

附　 　 录

　 　 ｘ１ ＝ － ３
１６

α１４ｙ３
１ － ９

８
α１４ｙ１ｙ２

２ － １
４

α２１ｙ１ｙ２
３ －

　 　 　 　 １
４

α２１ｙ１ｙ２
４ － １

４
α２５ｙ１ｙ２

５ － １
４

α２５ｙ１ｙ２
６， （Ａ１）

　 　 ｘ２ ＝ ９
１６

α１４ｙ２
１ｙ２， （Ａ２）

　 　 ｘ３ ＝ －
９β１５

３２σ２
ｙ３
３ ＋

９β１５

３２σ２
ｙ３
４ －

３β２４

４（３σ２ － ２σ３）
ｙ２
１ｙ５ ＋

３β２４ｙ２
２ｙ５

４
［（８１σ４

２ －

　 　 　 　 ７２σ２
２σ２

３ ＋ １６σ４
３ － １２９σ３

２ ＋ ８６４σ２
２σ３ － ５７６σ２σ２

３ ＋ ３８４σ３
３ ＋

　 　 　 　 １０ ３６８σ２
２ ＋ １３ ８２４σ２σ３ ＋ ４ ６０８σ２

３） ／ （２３４σ５
２ － １６２σ４

２σ３ － ２１６σ３
２σ２

３ ＋
　 　 　 　 １４４σ２

２σ３
３ － １６２σ４

２σ３ － ２１６σ３
２σ２

３ ＋ １４４σ２
２σ３

３ ＋ ４８σ２σ４
３ － ３２σ５

３）］ ＋

　 　 　 　
８β２４ｙ２ｙ２

３

９σ２
２

＋
９β１５ｙ２

３ｙ４

１６σ２
－

８β２４ｙ２ｙ２
４

９σ２
２

－
９β１５ｙ３ｙ２

４

１６σ２
＋
β２３ｙ３ｙ２

５

４σ２
－
β２３ｙ４ｙ２

５

４σ２
＋

　 　 　 　
β２３ｙ３ｙ２

６

４σ２
－
β２３ｙ４ｙ２

６

４σ２
－
β２０ｙ１ｙ２ｙ４

１６
＋
β２４ｙ１ｙ３ｙ４

６σ２
＋

　 　 　 　
３（３σ２σ３ － ２σ２

３ － ３６σ２ － ２４σ３）β２４ｙ１ｙ２ｙ６

２７σ３
２ － １８σ２

２σ３ － １２σ２σ２
３ ＋ ８σ３

３

， （Ａ３）

　 　 ｘ４ ＝ －
２７β１５

３２σ２
ｙ３
３ －

２７β１５

３２σ２
ｙ３
４ －

３β２４

４（３σ２ － ２σ３）
ｙ２
１ｙ６ ＋

３β２４ｙ２
２ｙ６

４
［（８１σ４

２ － ７２σ２
２σ２

３ ＋ １６σ４
３ －

　 　 　 　 １ ７２８σ２
２σ３ ＋ １ １５２σ２σ２

３ ＋ １０ ３６８σ２
２ ＋ １３ ８２４σ２σ３ ＋ ４ ６０８σ２

３） ／ （２４３σ５
２ －

　 　 　 　 １６２σ４
２σ３ － ２１６σ３

２σ２
３ ＋ １４４σ２

２σ３
３ ＋ ４８σ２σ４

３ － ３２σ５
３）］ －

β２４ｙ１ｙ２
３

６σ２
＋
β２４ｙ１ｙ２

４

６σ２
＋

　 　 　 　
β２０ｙ１ｙ２ｙ３

１６
－

９（３σ２
２ － ２σ２σ３ － ２４σ２ － １６σ３）β２４ｙ１ｙ２ｙ５

２（２７σ３
２ － １８σ２

２σ３ － １２σ２σ２
３ ＋ ８σ３

３）
＋

２０β２４ｙ２ｙ３ｙ４

９σ２
２

， （Ａ４）

　 　 ｘ５ ＝ －
９γ １６

３２σ３
ｙ３
５ ＋

γ ２０

２（３σ２ － ２σ３）
ｙ２
１ｙ３ ＋

γ ２０

９６
ｙ２
１ｙ６ －

γ ２０ｙ２
２ｙ３

２
［（８１σ４

２ － ７２σ２
２σ２

３ ＋

　 　 　 　 １６σ４
３ － ８６４σ２

２σ３ ＋ ５７６σ２σ２
３ － ３８４σ３

３ ＋ １０ ３６８σ２
２ ＋ １３ ８２４σ２σ３ ＋ １ ２９６σ３

２ ＋
　 　 　 　 ＋ ４ ６０８σ２

３） ／ （２４３σ５
２ － １６２σ４

２σ３ － ２１６σ３
２σ２

３ ＋ １４４σ２
２σ３

３ ＋ ４８σ２σ４
３ －

　 　 　 　 ３２σ５
３）］ －

１ ２９６γ １６σ２σ３ｙ２
２ｙ４

８１σ４
２ － ７２σ２

２σ２
３ ＋ １６σ４

３

－
３γ ２０ｙ２

２ｙ６

２σ２
３

＋
９γ １６ｙ１ｙ２ｙ３

９σ２
２ － ４σ２

３

－
９γ １６ｙ５ｙ２

６

１６σ３
＋

　 　 　 　
γ ２０ｙ１ｙ２ｙ５

８σ３
－
γ ２４ｙ１ｙ２ｙ６

２４
－

３（３σ２
２ － ２σ２σ３ ＋ ２４σ２ ＋ １６σ３）γ ２０ｙ１ｙ２ｙ４

２７σ３
２ － １８σ２

２σ３ － １２σ２σ２
３ ＋ ８σ３

３

， （Ａ５）

　 　 ｘ６ ＝ －
２７γ １６

３２σ３
ｙ３
６ ＋

γ ２０

２（３σ２ － ２σ３）
ｙ２
１ｙ４ －

γ ２０

９６
ｙ２
１ｙ５ ＋

１０８（３σ２
２ ＋ ４σ２

３）γ １６ｙ２
２ｙ３

８１σ４
２ － ７２σ２

２σ２
３ ＋ １６σ４

３

－

８９２ 六维系统环形桁架天线的非线性动力学分析



　 　 　 　
γ ２０ｙ２

２ｙ４

２
［（８１σ４

２ － ７２σ２
２σ２

３ ＋ １６σ４
３ ＋ １ ７２８σ２

２σ３ － １ １５２σ２σ２
３ ＋ １０ ３６８σ２

２ ＋

　 　 　 　 １３ ８２４σ２σ３ ＋ ４ ６０８σ２
３） ／ （２４３σ５

２ － １６２σ４
２σ３ － ２１６σ３

２σ２
３ ＋ １４４σ２

２σ３
３ ＋

　 　 　 　 ４８σ２σ４
３ － ３２σ５

３）］ －
γ ２０ｙ１ｙ２ｙ６

８σ３
＋

２７σ２γ １６ｙ１ｙ２ｙ４

２（９σ２
２ － ４σ２

３）
＋
γ ２４ｙ１ｙ２ｙ５

２４
－

　 　 　 　
２（３σ２σ３ － ２σ２

３ ＋ ３６σ２ ＋ ２４σ３）γ ２０ｙ１ｙ２ｙ３

２７σ３
２ － １８σ２

２σ３ － １２σ２σ２
３ ＋ ８σ３

３

． （Ａ６）

参考文献（Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ）：

［１］　 ＡＫＩＲＡ Ｍ， ＡＫＩＯ Ｔ， ＮＡＯＫＡＺＵ Ｈ． Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ ｓｔａｔｕｓ ｏｆ ｔｈｅ １３ ｍ ａｐｅｒｔｕｒｅ ｄｅｐｌｏｙｍｅｎｔ ａｎｔｅｎｎａ
ｒｅｆｌｅｃｔｏｒｓ ｆｏｒ ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ｔｅｓｔ ｓａｔｅｌｌｉｔｅ ＶＩＩＩ［Ｊ］ ． Ａｃｔａ Ａｓｔｒｏｎａｕｔｉｃａ， ２０００， ４７（２ ／ ９）： １４７⁃１５２．

［２］　 ＴＩＢＥＲＴ Ｇ． Ｄｅｐｌｏｙａｂｌｅ ｔｅｎｓｅｇｒｉｔｙ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ｆｏｒ ｓｐａｃｅ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ［Ｄ］ ． ＰｈＤ Ｔｈｅｓｉｓ． Ｓｔｏｃｋ⁃
ｈｏｌｍ： Ｒｏｙａｌ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ， ２００２．

［３］　 闵桂荣， 郭舜． 航天器热控制［Ｍ］ ． 北京： 科学出版社， １９９８．（ＭＩＮ Ｇｕｉｒｏｎｇ， ＧＵＯ Ｓｈｕｎ． Ｓｐａｃｅ⁃
ｃｒａｆｔ Ｔｈｅｒｍａｌ Ｃｏｎｔｒｏｌ［Ｍ］ ． Ｂｅｉｊｉｎｇ： Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｐｒｅｓｓ， １９９８．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［４］　 ＴＨＯＭＳＯＮ Ｍ Ｗ． ＡｓｔｒｏＭｅｓｈＴＭ ｄｅｐｌｏｙａｂｌｅ ｒｅｆｌｅｃｔｏｒｓ ｆｏｒ Ｋｕ⁃ ａｎｄ Ｋａ⁃ｂａｎｄ ｃｏｍｍｅｒｃｉａｌ ｓａｔｅｌｌｉｔｅｓ
［Ｃ］ ／ ／ ２０ｔｈ ＡＩＡＡ Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎ Ｓａｔｅｌｌｉｔｅ Ｓｙｓｔｅｍｓ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ ａｎｄ Ｅｘｈｉｂｉｔ．
Ｍｏｎｔｒｅａｌ， Ｑｕｅｂｅｃ， Ｃａｎａｄａ， ２００２．

［５］　 ＧＨＯＳＨ Ａ Ｋ， ＫＵＭＡＲ Ｍ Ｒ． Ｄｙｎａｍｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｓｕｐｐｏｒｔｉｎｇ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ ｍｏｂｉｌｅ ａｎｔｅｎｎａ［ Ｊ］ ．
Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ ＆ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， １９９７， ６３（３）： ６３３⁃６３７．

［６］　 ＭＡＫＡＲＯＶ Ａ Ｌ， ＫＨＯＲＯＳＨＩＬＯＶ Ｖ Ｓ， ＺＡＫＲＺＨＥＶＳＫＩＩ Ａ Ｅ． Ｓｐａｃｅｃｒａｆｔ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｄｕｅ ｔｏ ｅｌａｓｔｉｃ
ｒｉｎｇ ａｎｔｅｎｎａ ｄｅｐｌｏｙｍｅｎｔ［Ｊ］ ． Ａｃｔａ Ａｓｔｒｏｎａｕｔｉｃａ， ２０１１， ６９（７ ／ ８）： ６９１⁃７０２．

［７］　 赵孟良， 关富玲． 考虑摩擦的周边桁架式可展天线展开动力学分析［Ｊ］ ． 空间科学报， ２００６， ２６
（３）： ２２０⁃２２６．（ＺＨＡＯ Ｍｅｎｇｌｉａｎｇ， ＧＵＡＮ Ｆｕｌｉｎｇ． Ｄｅｐｌｏｙｍｅｎｔ ｄｙｎａｍｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｔｒｕｓｓ
ｄｅｐｌｏｙａｂｌｅ ａｎｔｅｎｎａ ｗｉｔｈ ｆｒｉｃｔｉｏｎ［ Ｊ］ ． Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｐａｃｅ Ｓｃｉｅｎｃｅ， ２００６， ２６（３）： ２２０⁃
２２６．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［８］　 ＹＡＮ Ｘ， ＧＵＡＮ Ｆ Ｌ， ＣＨＥＮ Ｊ Ｊ， ｅｔ ａｌ． Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｄｅｓｉｇｎ ａｎｄ ｓｔａｔｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ａ ｄｏｕｂｌｅ⁃ｒｉｎｇ ｄｅ⁃
ｐｌｏｙａｂｌｅ ｔｒｕｓｓ ｆｏｒ ｍｅｓｈ ａｎｔｅｎｎａｓ［Ｊ］ ． Ａｃｔａ Ａｓｔｒｏｎａｕｔｉｃａ， ２０１２， ８１（２）： ５４５⁃５５４．

［９］　 ＹＡＮ Ｘ， ＧＵＡＮ Ｆ Ｌ， ＸＵ Ｘ， ｅｔ ａｌ． Ｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔ ｏｆ ａ ｎｏｖｅｌ ｄｏｕｂｌｅ⁃ｒｉｎｇ ｄｅｐｌｏｙａｂｌｅ ｍｅｓｈ ａｎｔｅｎ⁃
ｎａ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｎｔｅｎｎａｓ ａｎｄ Ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ， ２０１２． ＤＯＩ：１０．１１５５ ／ ２０１２ ／ ３７５４６３．

［１０］　 胡海岩， 田强， 张伟， 等． 大型网架式可展开空间结构的非线性动力学与控制［ Ｊ］ ． 力学进展，
２０１３， ４３（４）： ３９０⁃４１４．（ＨＵ Ｈａｉｙａｎ， ＴＩＡＮ Ｑｉａｎｇ， ＺＨＡＮＧ Ｗｅｉ， ｅｔ ａｌ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｄｙｎａｍｉｃｓ ａｎｄ
ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ｌａｒｇｅ ｄｅｐｌｏｙａｂｌｅ ｓｐａｃｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ ｃｏｍｐｏｓｅｄ ｏｆ ｔｒｕｓｓｅｓ ａｎｄ ｍｅｓｈｅｓ［Ｊ］ ． Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ
Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１３， ４３（４）： ３９０⁃４１４．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［１１］　 ＧＡＯ Ｘ Ｍ， ＪＩＮ Ｄ Ｐ， ＨＵ Ｈ Ｙ． Ｉｎｔｅｒｎａｌ ｒｅｓｏｎａｎｃｅｓ ａｎｄ ｔｈｅｉｒ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｓ ｏｆ ａ ｒｉｇｉｄ⁃ｆｌｅｘｉｂｌｅ
ｓｐａｃｅ ａｎｔｅｎｎａ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎｏｎ⁃Ｌｉｎｅａｒ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１７， ９４： １６０⁃１７３．

［１２］　 ＺＨＡＮＧ Ｙ Ｑ， ＬＩ Ｎ， ＹＡＮＧ Ｇ Ｇ， ｅｔ ａｌ． Ｄｙｎａｍｉｃ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｅ ｄｅｐｌｏｙｍｅｎｔ ｆｏｒ ｍｅｓｈ ｒｅｆｌｅｃｔｏｒ
ｄｅｐｌｏｙａｂｌｅ ａｎｔｅｎｎａｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃａｂｌｅ⁃ｎｅｔ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ［Ｊ］ ． Ａｃｔａ Ａｓｔｒｏｎａｕｔｉｃａ， ２０１７， １３１： １８２⁃１８９．

［１３］　 ＧＡＯ Ｘ Ｍ， ＪＩＮ Ｄ Ｐ， ＨＵ Ｈ Ｙ． Ｉｎｔｅｒｎａｌ ｒｅｓｏｎａｎｃｅｓ ａｎｄ ｔｈｅｉｒ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｓ ｏｆ ａ ｒｉｇｉｄ⁃ｆｌｅｘｉｂｌｅ
ｓｐａｃｅ ａｎｔｅｎｎａ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎｏｎ⁃Ｌｉｎｅａｒ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１７， ９４： １６０⁃１７３．

［１４］　 ＰＥＬＬＩＣＡＮＯ Ｆ． Ｄｙｎａｍｉｃ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ａｎｄ ｓｅｎｓｉｔｉｖｉｔｙ ｔｏ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｉｍｐｅｒｆｅｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｓｔｒｏｎｇｌｙ ｃｏｍ⁃
ｐｒｅｓｓｅｄ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌｓ ｕｎｄｅｒ ｄｙｎａｍｉｃ ａｘｉａｌ ｌｏａｄｓ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｎｏｎｌｉｎ⁃
ｅａｒ Ｓｃｉｅｎｃｅ ＆ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ， ２００９， １４（８）： ３４４９⁃３４６２．

９９２孙　 　 莹　 　 　 张　 　 伟　 　 　 吴　 瑞　 琴



［１５］　 ＺＨＡＮＧ Ｗ， ＣＨＥＮ Ｊ， ＳＵＮ Ｙ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｂｒｅａｔｈｉｎｇ ｖｉｂｒａｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｃｈａｏｓ ｏｆ ａ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｔｒｕｓｓ ａｎ⁃
ｔｅｎｎａ ｗｉｔｈ １∶ ２ ｉｎｔｅｒｎａｌ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ａｎｄ Ｃｈａｏｓ， ２０１７，
２６（５）： １６５００７７． ＤＯＩ： １０．１１４２ ／ Ｓ０２１８１２７４１６５００７７２．

［１６］　 ＨＡＬＬＥＲ Ｇ， ＷＩＧＧＩＮＳ Ｓ． Ｏｒｂｉｔｓ ｈｏｍｏｃｌｉｎｉｃ ｔｏ ｒｅｓｏｎａｎｃｅｓ： ｔｈｅ Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ ｃａｓｅ［Ｊ］ ． Ｐｈｙｓｉｃａ
Ｄ： Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｐｈｅｎｏｍｅｎａ， １９９３， ６６（３ ／ ４）： ２９８⁃３４６．

［１７］　 ＨＡＬＬＥＲ Ｇ， ＷＩＧＧＩＮＳ Ｓ． Ｍｕｌｔｉ⁃ｐｕｌｓｅ ｊｕｍｐｉｎｇ ｏｒｂｉｔｓ ａｎｄ ｈｏｍｏｃｌｉｎｉｃ ｔｒｅｅｓ ｉｎ ａ ｍｏｄａｌ ｔｒｕｎｃａ⁃
ｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｄａｍｐｅｄ⁃ｆｏｒｃｅｄ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｓｃｈｒｏｄｉｎｇｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎ［ Ｊ］ ． Ｐｈｙｓｉｃａ Ｄ： Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｐｈｅ⁃
ｎｏｍｅｎａ， １９９５， ８５（３）： ３１１⁃３４７．

［１８］　 ＫＡＰＥＲ Ｔ Ｊ， ＫＯＶＡＣＩＣ Ｇ． Ｍｕｌｔｉ⁃ｂｕｍｐ ｏｒｂｉｔｓ ｈｏｍｏｃｌｉｎｉｃ ｔｏ ｒｅｓｏｎａｎｃｅ ｂａｎｄｓ［Ｊ］ ． Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ
ｏｆ ｔｈｅ Ａｍｅｒｉｃａｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｓｏｃｉｅｔｙ， １９９６， ３４８（１０）： ３８３５⁃３８８７．

［１９］　 ＣＡＭＡＳＳＡ Ｒ， ＫＯＶＡＣＩＣ Ｇ， ＴＩＮ Ｓ Ｋ． Ａ Ｍｅｌｎｉｋｏｖ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｈｏｍｏｃｌｉｎｉｃ ｏｒｂｉｔｓ ｗｉｔｈ ｍａｎｙ ｐｕｌ⁃
ｓｅｓ［Ｊ］ ． Ａｒｃｈｉｖｅ ｆｏｒ Ｒａｔｉｏｎａｌ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ａｎａｌｙｓｉｓ， １９９８， １４３（２）： １０５⁃１９３．

［２０］　 ＹＡＯ Ｍ Ｈ， ＺＨＡＮＧ Ｗ． Ｍｕｌｔｉ⁃ｐｕｌｓｅ Ｓｈｉｌｎｉｋｏｖ ｏｒｂｉｔｓ ａｎｄ ｃｈａｏｔｉｃ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｉｎ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｎｏｎｐｌａ⁃
ｎａｒ ｍｏｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ａｎｄ Ｃｈａｏｓ， ２００５，
１５： ３９２３⁃３９５２．

［２１］　 ＹＡＯ Ｍ Ｈ， ＺＨＡＮＧ Ｗ． Ｍｕｌｔｉ⁃ｐｕｌｓｅ ｈｏｍｏｃｌｉｎｉｃ ｏｒｂｉｔｓ ａｎｄ ｃｈａｏｔｉｃ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｉｎ ｍｏｔｉｏｎ ｏｆ ｐａｒａ⁃
ｍｅｔｒｉｃａｌｌｙ ｅｘｃｉｔｅｄ ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｖｉｎｇ ｂｅｌｔ［Ｊ］ ． Ｃｈａｏｓ， Ｓｏｌｉｔｏｎｓ ＆ Ｆｒａｃｔａｌｓ， ２００６， ２８（１）： ４２⁃
６６．

［２２］　 ＺＨＡＮＧ Ｗ， ＧＡＯ Ｍ Ｊ， ＹＡＯ Ｍ Ｈ， ｅｔ ａｌ． Ｈｉｇｈｅｒ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｃｈａｏｔｉｃ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ ａ ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ
ｌａｍｉｎａｔｅｄ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅ［Ｊ］ ． Ｓｃｉｅｎｃｅ ｉｎ Ｃｈｉｎａ Ｓｅｒｉｅｓ Ｇ： Ｐｈｙｓｉｃｓ， Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ
＆ Ａｓｔｒｏｎｏｍｙ， ２００９， ５２（１２）： １９８９⁃２０００．

［２３］　 赵岩， 李明武， 林家浩， 等． 陀螺系统随机振动分析的辛本征展开方法［ Ｊ］ ． 应用数学和力学，
２０１５， ３６（５）： ４４９⁃４５９．（ＺＨＡＯ Ｙａｎ， ＬＩ Ｍｉｎｇｗｕ， ＬＩＮ Ｊｉａｈａｏ， ｅｔ ａｌ． Ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ ｅｉｇｅｎｓｐａｃｅ ｅｘ⁃
ｐａｎｓｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ ｒａｎｄｏｍ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｇｙｒｏｓｃｏｐｉｃ ｓｙｓｔｅｍｓ［ Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ
ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１５， ３６（５）： ４４９⁃４５９．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２４］　 黎崛珉， 陆泽琦， 陈立群． 非线性阻尼非线性刚度隔振系统随机动力学特性研究［Ｊ］ ． 应用数学

和力学， ２０１７， ３８（６）： ６１３⁃６２１．（ＬＩ Ｊｕｅｍｉｎ， ＬＵ Ｚｅｑｉ， ＣＨＥＮ Ｌｉｑｕｎ． Ａｎ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｉｏｎ ｏｎ ｎｏｎｌｉｎ⁃
ｅａｒ⁃ｄａｍｐｉｎｇ ａｎｄ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ⁃ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｉｓｏｌａｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍｓ ｕｎｄｅｒ ｒａｎｄｏｍ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ．
Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１７， ３８（６）： ６１３⁃６２１．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２５］　 吴子英， 牛峰琦， 刘蕊， 等． 有色噪声激励下双稳态电磁式振动能量捕获器动力学特性研究［Ｊ］ ．
应用数学和力学， ２０１７， ３８（５）： ５７０⁃５８０．（ＷＵ Ｚｉｙｉｎｇ， ＮＩＵ Ｆｅｎｇｑｉ， ＬＩＵ Ｒｕｉ， ｅｔ ａｌ． Ｄｙｎａｍｉｃ
ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｂｉｓｔａｂｌｅ ｅｌｅｃｔｒｏｍａｇｎｅｔｉｃ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｅｎｅｒｇｙ ｈａｒｖｅｓｔｅｒｓ ｕｎｄｅｒ ｃｏｌｏｒｅｄ ｎｏｉｓｅ ｅｘ⁃
ｃｉｔａｔｉｏｎ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１７， ３８（５）： ５７０⁃５８０．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

００３ 六维系统环形桁架天线的非线性动力学分析



Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｎ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ Ｃｉｒｃｕｌａｒ
Ｔｒｕｓｓ Ａｎｔｅｎｎａｅ ｉｎ ６Ｄ Ｓｙｓｔｅｍｓ

ＳＵＮ Ｙｉｎｇ，　 ＺＨＡＮＧ Ｗｅｉ，　 ＷＵ Ｒｕｉｑｉｎ
（Ｃｏｌｌｅｇｅ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｅｌｅｃｔｒｏｎｉｃｓ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，

Ｂｅｉｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ， Ｂｅｉｊｉｎｇ １００１２４， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｔｈｅ ｍａｉｎ ｔｅｎｄｅｎｃｙ ｏｆ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｔｒｕｓｓ ａｎｔｅｎｎａｅ ｗｉｌｌ ｂｅ ｌａｒｇｅ ｓｃａｌｅ， ｌｉｇｈｔ ｗｅｉｇｈｔ ａｎｄ
ｈｉｇｈ ｆｌｅｘｉｂｉｌｉｔｙ ｉｎ ｆｕｔｕｒｅ． Ｔｈｅ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｔｒｕｓｓ ａｎｔｅｎｎａ ｋｅｅｐｓ ｉｎ ａ ｆｏｌｄｅｄ ｓｔａｔｅ ｄｕｒｉｎｇ ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｏｆ
ｌａｕｎｃｈｉｎｇ． Ａｆｔｅｒ ｂｌａｓｔｏｆｆ， ｔｈｅ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｔｒｕｓｓ ａｎｔｅｎｎａ ｕｎｆｏｌｄｓ ｉｎ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｉｎ⁃
ｓｔｒｕｃｔｉｏｎ， ｓａｖｉｎｇ ｍｕｃｈ ｓｐａｃｅ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓａｔｅｌｌｉｔｅ． Ｉｎ ａｄｄｉｔｉｏｎ， ｔｈｅ ｃａｌｉｂｅｒ ｏｆ ｔｈｅ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｔｒｕｓｓ ａｎ⁃
ｔｅｎｎａ ｃａｎ ｂｅ ｄｅｓｉｇｎｅｄ ａｓ ａｎ ｉｄｅａｌ ｖａｌｕｅ ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｒｅｑｕｉｒｅｍｅｎｔ． Ｄｕｅ ｔｏ ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｃｈａｒａｃ⁃
ｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｘ ｓｐａｔｉａｌ ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔ， ｔｈｅ ａｎｔｅｎｎａ ｍａｙ ｓｕｆｆｅｒ ｌａｒｇｅ⁃ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｖｉｂｒａ⁃
ｔｉｏｎｓ， ｗｈｉｃｈ ｓｅｖｅｒｅｌｙ ａｆｆｅｃｔ ｔｈｅ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｓａｔｅｌｌｉｔｅ． Ｔｈｅ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｔｒｕｓｓ ａｎｔｅｎｎａ ｗａｓ ｓｉｍｐｌｉ⁃
ｆｉｅｄ ａｓ ａｎ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ ｍｏｄｅｌ ａｎｄ ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｅｒｅ ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ． Ｔｈｅ
ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｗｅｒｅ ｕｓｅｄ ｔｏ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｄｙｎａｍｉｃ ｂｅ⁃
ｈａｖｉｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｔｒｕｓｓ ａｎｔｅｎｎａ ｉｎ ｔｈｅ ６Ｄ ｓｙｓｔｅｍ． Ｔｈｅ ｎｏｒｍａｌ ｆｏｒｍ ｔｈｅｏｒｙ ｗａｓ ａｄｏｐｔｅｄ ｔｏ
ｓｉｍｐｌｉｆｙ ｔｈｅ ａｖｅｒａｇｅｄ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ． Ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ ｔｈｅ ｕｎｐｅｒｔｕｒｂｅｄ ｓｙｓｔｅｍ ａｎｄ ｔｈｅ ｐｅｒｔｕｒｂｅｄ ｓｙｓ⁃
ｔｅｍ ｗａｓ ｓｔｕｄｉｅｄ． Ｔｈｅ Ｓｈｉｌｎｉｋｏｖ⁃ｔｙｐｅ ｍｕｌｔｉ⁃ｐｕｌｓｅ ｃｈａｏｔｉｃ ｍｏｔｉｏｎ ｗａｓ ｐｒｏｖｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｅｎｅｒｇｙ⁃
ｐｈａｓｅ ｍｅｔｈｏｄ， ａｎｄ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｈｅｒｍａｌ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ｏｎ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｖｉｂｒａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｉｒｃｕ⁃
ｌａｒ ｔｒｕｓｓ ａｎｔｅｎｎａ ｓｙｓｔｅｍ ｗａｓ ｖｅｒｉｆｉｅｄ ｔｈｒｏｕｇｈ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｃｉｒｃｕｌａｒ ｔｒｕｓｓ ａｎｔｅｎｎａ； ｎｏｒｍａｌ ｆｏｒｍ； ｅｎｅｒｇｙ ｐｈａｓｅ ｍｅｔｈｏｄ； ｃｈａｏｔｉｃ ｍｏｔｉｏｎ
Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ： Ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ（１１２９０１５２；１１４２７８０１）

１０３孙　 　 莹　 　 　 张　 　 伟　 　 　 吴　 瑞　 琴

引用本文 ／ Ｃｉｔｅ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ：
　 　 孙莹， 张伟， 吴瑞琴． 六维系统环形桁架天线的非线性动力学分析［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０１９， ４０（３）：

２８２⁃３０１．
ＳＵＮ Ｙｉｎｇ， ＺＨＡＮＧ Ｗｅｉ， ＷＵ Ｒｕｉｑｉｎ． Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｎ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｔｒｕｓｓ ａｎｔｅｎｎａｅ ｉｎ ６Ｄ
ｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１９， ４０（３）： ２８２⁃３０１．


