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摘要：　 给出了包含宏观应变和微形变的全部二次项以及宏观应变三次项的一种新的自由能函数．
利用新自由能函数并根据 Ｍｉｎｄｌｉｎ 微结构理论，建立了描述微结构固体中纵波传播的一种新模型．
利用近来发展的奇行波系统的动力系统理论，分析了系统的所有相图分支，并给出了周期波解、孤
立波解、准孤立尖波解、孤立尖波解以及紧孤立波解．孤立尖波解和紧孤立波解的得到，有效地证明

了在一定条件下，微结构固体中可以形成和存在孤立尖波和紧孤立波等非光滑孤立波．此结果进一

步推广了微结构固体中只存在光滑孤立波的已有结论．
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引　 　 言

随着科学技术的快速发展，如今检测技术中使用高频波的波长越来越接近微结构材料的

内特征长度，这迫使人们必须考虑微结构效应对波场的影响．由于经典连续介质理论不能对微

结构材料的力学行为给予准确描述，人们开始探索高等连续介质理论．首先 Ｃｏｓｓｅｒａｔ 兄弟提出

了一种有向介质连续模型［１］；随后 Ｔｏｕｐｉｎ 提出了具有偶应力的弹性理论［２］；Ｍｉｎｄｌｉｎ 建立了考

虑微结构的弹性理论［３］；Ｇｒｅｅｎ 和 Ｒｉｖｌｉｎ 提出了多极连续统力学理论［４］；Ｅｒｉｎｇｅｎ 和 Ｓｕｈｕｂｉ 建
立了微结构弹性固体的非线性理论［５⁃６］；戴天民对带有微结构的弹性固体理论进行了再研

究［７］ ．近年来，Ｊａｎｎｏ 等［８］根据 Ｍｉｎｄｌｉｎ 微结构理论，建立了一种非线性波模型并证明了微结构

固体中可存在一种光滑非对称孤立波；文献［９］中详细研究了微结构效应对孤立波的传播及

相互作用的影响；文献［１０］中研究了微结构固体中光滑孤立波传播的反问题．笔者在文献

［１１］中建立了复杂固体的并式微结构模型并研究了复杂固体中光滑孤立波的存在性．微结构

固体中孤立波的形成与传播问题的研究， 对固体材料的无损检测与评价具有重要意义．因为

孤立波在固体材料中传播时， 其形状、 幅度以及传播速度中携带着材料内部结构特性的重要

信息．
显然，文献［８⁃１０］在建立微结构固体中的波模型时有两点不足：一是建立模型时所采用的

自由能函数都比较特殊，即仅考虑了宏观应变和微形变特殊的几个二次项，就来考虑三次项或
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四次项等高次项；二是建立模型时都利用从属原理做了近似简化处理．本文先从弹性固体自由

能函数的基本要求出发，将给出一种新自由能函数．然后根据 Ｍｉｎｄｌｉｎ 微结构弹性固体理论，将
建立一种新模型．最后利用平面动力系统的定性分析理论和分岔理论，分析微结构固体中孤立

波的演变可能性．

１　 新模型的建立

针对上述文献在建立模型时所采用的自由能函数比较特殊的情况，本文在自由能函数中

考虑了宏观应变和微形变的全部二次项，在此基础上考虑了宏观应变的三次项，忽略了相对甚

小的微形变的三次项以及其他高次项，即新自由能函数的具体形式为

　 　 Ｗ ＝ １
２

ａｕ２
ｘ ＋ １

２
Ｂψ２ ＋ １

２
Ｃψ２

ｘ ＋ Ｄ１ψｕｘ ＋ Ｄ２ψｘｕｘ ＋ Ｄ３ψψｘ ＋ １
６

Ｎｕ３
ｘ， （１）

式中 ｕ 是宏观位移， ｕｘ 是宏观应变， ψ 是微形变， ψｘ 是微形变梯度， ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ１，Ｄ２，Ｄ３ 和 Ｎ 都

是材料常数．
微结构固体一维运动方程为［８，１０］

　 　 ρ ∂２ｕ
∂ｔ２

＝ ∂σ
∂ｘ

， Ｉ ∂
２ψ
∂ｔ２

＝ ∂μ
∂ｘ

－ τ， （２）

式中

　 　 σ ＝ ∂Ｗ
∂ｕｘ

， τ ＝ ∂Ｗ
∂ψ

， μ ＝ ∂Ｗ
∂ψｘ

，

ρ 表示宏观密度， Ｉ 表示微惯性．把式（１）代入式（２），计算得

　 　 ρｕｔｔ ＝ ａｕｘｘ ＋ Ｄ１ψｘ ＋ Ｄ２ψｘｘ ＋ Ｎｕｘｕｘｘ， （３）
　 　 Ｉψｔｔ ＝ Ｃψｘｘ ＋ Ｄ２ｕｘｘ － Ｂψ － Ｄ１ｕｘ ． （４）

从式（４）求出 ψｔｔ 并对两边分别求 ｘ 的一次和二次导数，可得

　 　 ψｔｔｘ ＝
１
Ｉ
（Ｃψｘｘｘ ＋ Ｄ２ｕｘｘｘ － Ｂψｘ － Ｄ１ｕｘｘ）， （５）

　 　 ψｔｔｘｘ ＝
１
Ｉ
（Ｃψｘｘｘｘ ＋ Ｄ２ｕｘｘｘｘ － Ｂψｘｘ － Ｄ１ｕｘｘｘ） ． （６）

对式（３）两边求 ｔ 的二次导得

　 　 ρｕｔｔｔｔ ＝ ａｕｘｘｔｔ ＋ Ｄ１ψｔｔｘ ＋ Ｄ２ψｔｔｘｘ ＋ Ｎ （ｕｘｕｘｘ） ｔｔ ． （７）
把式（５）和（６）代入式（７）可得

　 　 ρｕｔｔｔｔ ＝ ａｕｘｘｔｔ ＋
Ｄ１

Ｉ
（Ｄ２ｕｘｘｘ － Ｄ１ｕｘｘ） ＋

Ｄ２

Ｉ
（Ｄ２ｕｘｘｘｘ － Ｄ１ｕｘｘｘ） ＋

　 　 　 　 Ｃ
Ｉ
（Ｄ１ψｘ ＋ Ｄ２ψｘｘ） － Ｂ

Ｉ
（Ｄ１ψｘ ＋ Ｄ２ψｘｘ） ＋ Ｎ（ｕｘｕｘｘ） ｔｔ ． （８）

又由式（３），可得

　 　 Ｄ１ψｘ ＋ Ｄ２ψｘｘ ＝ ρｕｔｔ － ａｕｘｘ － Ｎｕｘｕｘｘ ． （９）
把式（９）代入式（８）并整理，可得

　 　 ｕｔｔ ＋
Ｄ２

１

Ｂρ
－ ａ

ρ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕｘｘ － １

２
Ｎ
ρ
（ｕ２

ｘ） ｘ ＋ Ｉ
Ｂ

ｕｔｔｔｔ －
ａＩ
Ｂρ

＋ Ｃ
Ｂ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕｔｔｘｘ ＋

　 　 　 　
（ａＣ － Ｄ２

２）
Ｂρ

ｕｘｘｘｘ － １
２

ＮＩ
Ｂρ

（ｕ２
ｘ） ｘｔｔ ＋

１
２

ＣＮ
Ｂρ

（ｕ２
ｘ） ｘｘｘ ＝ ０． （１０）
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引入几个无量纲变量和无量纲参数：
Ｕ ＝ ｕ ／ ｕ０， Ｘ ＝ ｘ ／ Ｌ， Ｔ ＝ ｃ０ ｔ ／ Ｌ， λ ＝ ｕ０ ／ Ｌ，

Ｃ ＝ Ｃ∗ ｌ２， Ｉ ＝ ρｌ２Ｉ∗， Ｄ２ ＝ Ｄ∗
２ ｌ， ℓ ＝ ｌ２ ／ Ｌ２，{ （１１）

这里 ｕ０ 和 Ｌ 是初始激励的波幅和波长， ｌ 表示材料特征长度，而常数 ｃ２０ ＝ ａ ／ ρ ．利用式（１１），把
方程（１０）无量纲化为（下式中已把 Ｕ，Ｘ，Ｔ 改写为 ｕ，ｘ，ｔ）

　 　 ｕｔｔ ＋ ｂｕｘｘ － η
２
（ｕ２

ｘ） ｘ ＋ θｕｔｔｔｔ － βｕｔｔｘｘ ＋ γｕｘｘｘｘ － ηθ
２
（ｕ２

ｘ） ｘｔｔ ＋
χ
２
（ｕ２

ｘ） ｘｘｘ ＝ ０， （１２）

其中

　 　 ｂ ＝
Ｄ２

１

ａＢ
－ １， η ＝ Ｎ

ａ
λ， θ ＝ ａＩ∗

Ｂ
ℓ， β ＝ ａＩ∗

Ｂ
＋ Ｃ∗

Ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ℓ，

　 　 γ ＝
（ａＣ∗ － Ｄ∗２

２ ）
ａＢ

ℓ， χ ＝ Ｃ∗Ｎ
ａＢ

λℓ

都是与材料常数有关的参数．方程（１２）是本文建立的描述微结构固体中一维纵波传播的新模

型．该模型适合于描述微结构非线性效应较弱的弹性固体，其建立过程中未使用从属原理进行

近似简化处理．借助宏观应变 ｖ ＝ ｕｘ， 并利用变换 ｖ ＝ （２ｂ ／ η）ｕ′，ｘ′ ＝ η ／ ２ｂ２ ｘ，ｔ′ ＝ η ／ ２ｂ ｔ， 可

把方程（１２）改写为（这里已把 ｕ′，ｘ′，ｔ′ 改写成为 ｕ，ｘ，ｔ）
　 　 ｕｔｔ ＋ ｕｘｘ － （ｕ２） ｘｘ ＋ α１ｕｔｔｔｔ － α２ｕｘｘｔｔ ＋ α３ｕｘｘｘｘ － α１（ｕ２） ｘｘｔｔ ＋ α４（ｕ２） ｘｘｘｘ ＝ ０， （１３）

式中

　 　 α１ ＝ ηθ
２ｂ

， α２ ＝ ηβ
２ｂ２， α３ ＝ ηγ

２ｂ３， α４ ＝
χ

２ｂ２ ．

２　 相 图 分 支

实践证明，动力系统理论是研究许多复杂非线性波动方程行波解的一种有效方法，现已得

到了广泛应用［１２⁃１６］ ．为研究方程（１３）的行波解，令 ｕ ＝ φ（ξ），ξ ＝ ｘ － Ｖｔ （这里 Ｖ 是波速），可得

　 　 Ｖ２φξξ ＋ φξξ － （φ２） ξξ ＋ Ｖ４α１φξξξξ － Ｖ２α２φξξξξ ＋ α３φξξξξ －
　 　 　 　 Ｖ２α１（φ２） ξξξξ ＋ α４（φ２） ξξξξ ＝ ０． （１４）
对方程（１４）积分两次并令积分常数为 ０，可得

　 　 ｃφ － φ２ ＋ εφξξ － δ（φ２） ξξ ＝ ０， （１５）
其中 ｃ ＝ Ｖ２ ＋ １ ＞ ０，ε ＝ Ｖ４α１ － Ｖ２α２ ＋ α３，δ ＝ Ｖ２α１ － α４ ．令 φ ＝ ｘ，ｘξ ＝ ｙ， 进一步可把方程（１５）
化为如下等效平面动力系统：

　 　
ｘξ ＝ ｙ，

ｙξ ＝
－ ｙ２ ＋ βｘ ＋ αｘ２

ｘ － ｃ１
，

ì

î

í

ïï

ïï

（１６）

其中

　 　 α ＝ － １
２δ

≠ ０， β ＝ ｃ
２δ

， ｃ１ ＝ ε
２δ

．

系统（１６）称为第一类奇行波系统［１４⁃１６］，它有首次积分：

　 　 Ｈ（ｘ，ｙ） ＝ ｙ２（ｘ － ｃ１） ２ ＋ ｃ１βｘ２ ＋ ２
３
（ｃ１α － β）ｘ３ － １

２
αｘ４ ＝ ｈ ． （１７）
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考虑系统（１６）的伴随正则系统：

　 　
ｘτ ＝ ｙ（ｘ － ｃ１），

ｙτ ＝ － ｙ２ ＋ βｘ ＋ αｘ２，{ （１８）

其中 ｄξ ＝ （ｘ － ｃ１）ｄτ ．当 ｘ ≠ ｃ１ 时，该系统和系统（１６）有相同的首次积分和相图分支［１４⁃１６］ ．显
然，系统（１８）有两个平衡点 Ｅ０（０，０） 和 Ｅ１（ － β ／ α，０） ．当 βｘ ＋ αｘ２ ＞ ０ 时，在奇直线 ｘ ＝ ｃ１ 上有

两个平衡点 Ｓ１（ｃ１，Ｙｓ） 和 Ｓ２（ｃ１， － Ｙｓ）， 这里 Ｙｓ ＝ βｘ ＋ αｘ２ ．

（ａ） － ∞ ＜ β ＜ － ｃ１α （ｂ） β ＝ － ｃ１α （ｃ） － ｃ１α ＜ β ＜ － １
２

ｃ１α

（ｄ） β ＝ － １
２

ｃ１α （ｅ） － １
２

ｃ１α ＜ β ＜ ０ （ｆ） β ＝ ０

（ｇ） ０ ＜ β ＜ ｃ１α （ｈ） β ＝ ｃ１α （ｉ） ｃ１α ＜ β ＜ ∞

图 １　 系统（１８）的相图分支 （α ＞ ０）
Ｆｉｇ． １　 Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｐｈａｓｅ ｐｏｒｔｒａｉｔｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （１８） （α ＞ ０）

记 Ｍ（ｘｉ，ｙｉ） 为系统（１８）在平衡点 Ｅ ｉ 处线性化系统的系数矩阵，并 Ｊ（ｘｉ，ｙｉ） ＝ ｄｅｔ Ｍ（ｘｉ，
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ｙｉ） ．易知

　 　 Ｊ（０，０） ＝ ｃ１β， Ｊ － β
α
，０æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － β

α
（β ＋ ｃ１α）， Ｊ（ｃ１， ± Ｙｓ） ＝ － ２Ｙ２

ｓ ．

对于式（１７）定义的 Ｈ（ｘ，ｙ） ＝ ｈ， 可有

　 　 ｈ０ ＝ Ｈ（０，０） ＝ ０， ｈ１ ＝ Ｈ － β
α
，０æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ β ３

６α３（２ｃ１α ＋ β），

　 　 ｈｓ ＝ Ｈ（ｃ１， ± Ｙｓ） ＝
ｃ３１
６
（ｃ１α ＋ ２β） ．

由分支理论可知，对于固定的 ｃ１ ＞ ０， 系统（１６）是依赖于参数 （α，β） 的两参数系统．在 （α，β）
参数平面内，当 α ＞ ０ 时，存在 ４ 条分支半直线： β ＝ － ｃ１α， － ｃ１α ／ ２，０，ｃ１α；当 α ＜ ０ 时，存在

２ 条分支半直线： β ＝ － ｃ１α，０．根据以上信息分析可得如图 １ 和图 ２ 表示的相图分支．

（ａ） － ｃ１α ＜ β ＜ ∞ （ｂ） β ＝ － ｃ１α

（ｃ） ０ ＜ β ＜ － ｃ１α （ｄ） β ＝ ０ （ｅ） － ∞ ＜ β ＜ ０

图 ２　 系统（１８）的相图分支 （α ＜ ０）
Ｆｉｇ． ２　 Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｐｈａｓｅ ｐｏｒｔｒａｉｔｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （１８） （α ＜ ０）

３　 孤立波的演变及非光滑孤立波

由系统（１６）中的第一式和首次积分式（１７），可得

　 　 ξ ＝ ∫ｘ
ｘ０

ｘ － ｃ１ ｄｘ

ｈ － ｃ１βｘ２ － ２
３
（ｃ１α － β）ｘ３ ＋ １

２
αｘ４

． （１９）

利用式（１９），在各相图分支内沿由式（１７）定义的不同轨道进行积分，可得到系统（１６）的
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各种精确解， 这里作为例子，只给出几种典型的精确解，详细了解可参阅文献［１４⁃１６］．
３．１　 周期波解与孤立波解

对于 α ＞ ０， － ｃ１α ／ ２ ＜ β ＜ ０ 的区域，系统（１６）的轨道如图 １（ｅ）所示．对应于由 Ｈ（ｘ，ｙ）
＝ ｈ，ｈ ∈ （ｈ１，０） 的闭分支所定义的周期轨道族， 式（１９）可化为

　 　 α
２
ξ ＝ ∫ｘ

ｒ３

（ｃ１ － ｘ）ｄｘ

（ ｒ１ － ｘ）（ ｒ２ － ｘ）（ｘ － ｒ３）（ｘ － ｒ４）
．

因此，可得到如下周期波解的参数表示：

　 　 ｘ（ζ） ＝ ｒ４ ＋
（ ｒ３ － ｒ４）

１ － α２
１ｓｎ２（ζ，ｋ）

，

　 　 ξ（ζ） ＝ ８
α（ ｒ１ － ｒ３）（ ｒ２ － ｒ４）

［（ｃ１ － ｒ４）ζ －

　 　 　 　 （ ｒ３ － ｒ４）Π（ａｒｃｓｉｎ（ｓｎ（ζ，ｋ）），α１，ｋ）］， （２０）
其中

　 　 α１ ＝
ｒ２ － ｒ３
ｒ２ － ｒ４

， ｋ２ ＝
（ ｒ２ － ｒ３）（ ｒ１ － ｒ４）
（ ｒ１ － ｒ３）（ ｒ２ － ｒ４）

，

ｓｎ（·，ｋ） 是 Ｊａｃｏｂｉ 椭圆函数， Π（·，·，ｋ） 是第三类椭圆积分．
对应于由 Ｈ（ｘ，ｙ） ＝ ０ 的闭分支所定义的同宿轨道，式（１９）可化为

　 　 α
２
ξ ＝ ∫ｒＭ

ｘ

（ｃ１ － ｘ）ｄｘ

ｘ Ａ１ ＋ Ｂ１ｘ ＋ ｘ２
．

因此，可得如下孤立波解的参数表示：

　 　 ｘ（ζ） ＝
２Ａ１

Δ１ ｃｏｓｈ（ Ａ１ ζ） － Ｂ１

，　 　 ζ ∈ （ － ∞，０）　 ａｎｄ　 ζ ∈ （０，∞ ），

　 　 ξ（ζ） ＝ ２
α

ｃ１ζ ∓ ｌｎ ２ Ａ１ ＋ Ｂ１ｘ（ζ） ＋ ｘ２（ζ） ＋ ２ｘ（ζ） ＋ Ｂ１

２ｒＭ ＋ Ｂ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， （２１）

其中

　 　 Ａ１ ＝
２ｃ１ β

α
， Ｂ１ ＝ － ４

３α
（ｃ１α － β）， Δ１ ＝ Ｂ１ － ４Ａ１， ｒＭ ＝ － １

２
（Ｂ１ ＋ Δ１ ） ．

解（２１）表示的是一种光滑孤立波，其波形如图 ３（ａ）所示．当 － ｃ１α ／ ２ ＜ β ＜ ０ 并 β →－ ｃ１α ／ ２
时，此光滑孤立波逐渐演变形成准孤立尖波［１４⁃１６］，其波形如图 ３（ｂ）所示．
３．２　 精确孤立尖波解

对于 α ＞ ０，β ＝ － ｃ１α ／ ２， 系统（１６）的轨道如图 １（ｄ）所示．当 ｈ→０ 时，由 Ｈ（ｘ，ｙ） ＝ ｈ，ｈ∈
（ｈ１，０） 的闭分支所定义的周期轨道族的极限曲线，成为由 Ｈ（ｘ，ｙ） ＝ ０ 定义的三角形闭轨．对
应于此三角形轨道，式（１９）可化为

　 　 α
２
ξ ＝ ± ∫ｃ１

ｘ

ｄｘ
ｘ
．

因此，可得到下面的精确孤立尖波解：

　 　 ｘ（ξ） ＝ ｃ１ｅｘｐ － α
２

ξ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （２２）
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这是在参数满足一定条件时，由准孤立尖波演变形成的孤立尖波（如图 ４ 所示）．由此可知，孤
立尖波解是准孤立尖波解的极限解．这一结果表明，一定条件下在微结构固体中可以形成孤立

尖波等非光滑孤立波．

（ａ） 光滑孤立波 （ｂ）准孤立尖波

（ａ） Ｔｈｅ ｓｍｏｏｔｈ ｓｏｌｉｔａｒｙ ｗａｖｅ （ｂ） Ｔｈｅ ｑｕａｓｉ ｐｅａｋｏｎ
图 ３　 解（２１）表示的光滑孤立波和准孤立尖波

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｓｍｏｏｔｈ ｓｏｌｉｔａｒｙ ｗａｖｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｑｕａｓｉ ｐｅａｋｏｎ ｄｅｆｉｎｅｄ ｂｙ ｓｏｌｕｔｉｏｎ （２１）

图 ４　 解（２２）表示的孤立尖波

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｐｅａｋｏｎ ｄｅｆｉｎｅｄ ｂｙ ｓｏｌｕｔｉｏｎ （２２）

３．３　 卵形轨道确定的周期波解与破缺波解

对于 α ＜ ０， β ＝ － ｃ１α，系统（１６）的轨道如图 ２（ｂ）所示．对应于由 Ｈ（ｘ，ｙ）＝ ｈｓ 所定义的包

围原点并切于奇直线的卵形曲线轨道，式（１９）可化为

　 　 － α
２
ξ ＝ ∫ｘ

ｒＭ

ｄｘ
（ｃ１ － ｘ）（ｘ ＋ ｃ１ ／ ３）

，

这里 ｒＭ ＝ － ｃ１ ／ ３．计算此积分可得如下的一种精确解：

　 　 ｘ（ξ） ＝
ｃ１
３

１ － ２ｃｏｓ － α
２
ξ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （２３）

因此，对于 α ＜ ０， β ＝ － ｃ１α 的卵形曲线轨道确定的是一种精确周期波解，其波形如图 ５ 所示．

９３４微结构固体中孤立波的演变及非光滑孤立波



从图 ２（ｂ）也可看出，在奇直线左侧包围卵形曲线有许多开曲线，这些开曲线当 ｙ → ∞ 时趋

近于奇直线 ｘ ＝ ｃ１ ．根据文献［１５］中给出的定理 ２．５ 可知，这些开曲线轨道确定了不可数无穷

多有界破缺波解族，即紧孤立波解族．在图 ６ 中显示的是沿着这些开曲线进行积分运算后得到

的对应于不同初值的紧孤立波解族．这表明在一定条件下微结构固体中也可以形成紧孤立波

等非光滑孤立波．

（ｃ１ ＝ ２， α ＝ － ３， β ＝ ６）

图 ５　 解（２３）表示的光滑周期波

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｓｍｏｏｔｈ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｗａｖｅ ｄｅｆｉｎｅｄ ｂｙ ｓｏｌｕｔｉｏｎ （２３）

ｃ１ ＝ ２， α ＝ － ３， β ＝ ６， ｙ（０） ＝ ０， φ（０） ＝ － ８
３

， － ５
３

， － ７
６( )

图 ６　 不同初值的紧孤立波

Ｆｉｇ． ６　 Ｃｏｍｐａｃｔｏｎｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｉｎｉｔｉａｌ ｖａｌｕｅｓ

４　 结　 　 论

本文研究了微结构固体中光滑孤立波演变以及非光滑孤立波的形成问题．先从由自由能

函数的基本要求出发，给出了包含宏观应变与微形变的全部二次项，以及宏观应变三次项的适

合于描述微结构非线性效应较弱的弹性固体的一种新自由能函数．利用新自由能函数，并根据

Ｍｉｎｄｌｉｎ 微结构弹性固体理论，建立了描述微结构固体中一维纵波传播的一种新模型．利用近
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年来发展的奇行波系统的动力系统理论，分析所有相图分支并给出了系统的周期波解、孤立波

解、准孤立尖波解、孤立尖波解以及紧孤立波解．所得到的孤立尖波解和紧孤立波解有效地证

明了在一定条件下微结构固体中的光滑孤立波可演变成非光滑孤立波，即微结构固体中可以

存在孤立尖波和紧孤立波等非光滑孤立波．本文的结果进一步推广了微结构固体中只存在光

滑孤立波的已有结论，这对固体材料的无损检测与评价提供了更丰富的理论依据．
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