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摘要：　 研究了封隔器胶筒在自由变形阶段受初封载荷作用下内、外表面发生位移变形的特性．依
据连续介质力学理论，建立自由变形阶段的有限变形数学模型，给出了胶筒在初封轴向载荷下内、
外表面径向变形的过程，得到胶筒非线性变形解析解．通过数值计算，在求解出胶筒外表面自由变

形解析式的基础上，进一步分析了容易被忽略的胶筒内表面非线性变形规律和相关参数变化对其

密封性能的影响．该变形特性分析可适用于不同型号的封隔器胶筒，为胶筒的密封和可靠性设计提

供重要理论依据．
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引　 　 言

胶筒是封隔器在油气井下唯一起密封和承载作用的零部件［１⁃２］，通过径向膨胀在胶筒与套

管壁间产生接触压力，从而达到密封油井内环空位置和隔离钻采产层的目的［３］ ．因此，当胶筒

受初封载荷作用时，其有限变形的力学性能也决定着封隔器的密封能力，胶筒的密封性和可靠

性对提高封隔的工作性能和保证分层开采工艺的有效实施具有重要作用．
胶筒一般由复合材料的橡胶材料制成，复合材料通常具有不均匀性、不连续性［４］、各向异

性等特点．这些特点使其力学问题变得十分复杂．由于橡胶类复合材料的弹性模量较小，一般

认为在小变形条件下（应变小于 １０％）可把橡胶材料视为均匀连续的各向同性材料［５⁃６］，并得

到了氟胶、丁晴橡胶和氢化丁晴橡胶（ＨＮＢＲ） ［７］ 等材料油侵前、后的耐温、耐压特性．同时，国
内外诸多学者采用理论分析、数值模拟等方法对橡胶材料、结构设计以及压裂过程受力变形分

析做了广泛和深入的研究［８⁃１０］ ．Ｑａｍａｒ 等［１１］对弹性体压缩膨胀行为进行试验数值研究，确定了

弹性体不可压缩性的假设是合理的．张晓林等［１２］利用有限元软件对胶筒与套管之间的接触压

力分布进行了模拟分析．为了使研究结果更加准确，研究者研制了封隔器胶筒的试验装置，模
拟了实验工况下胶筒受液压力作用下的密封性能［１３⁃１４］ ．高温高压复杂工况下，有限元模拟仿真

的收敛性较差，推动了封隔器胶筒密封理论的进一步发展．理论研究时，按胶筒变形的先后顺
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序，一般将封隔器胶筒在坐封过程中的变形分为自由变形、约束变形和稳定变形三个阶段［１５］，
对胶筒进行变形力学分析．Ｓｔｕｐｋｉｅｗｉｃｚ［１６］利用 Ｒｅｙｎｏｌｄｓ（雷诺）方程对封闭的 Ｏ 形密封圈的变

形进行边界限定，研究了弹性体往复密封的密封性和稳定性．姜向敏［１７］ 在理论基础上给出了

封隔器胶筒约束阶段和稳定阶段详细的推导过程．高爱玲等［１８］研究了矩形橡胶受轴向载荷作

用下外表面位移变形的解析过程，分析了参数变化对胶筒在约束变形阶段的密封影响．而李

楠［１９］和仝少凯［２０］建立了胶筒的有限元模型，重点研究了约束和稳定变形阶段不同载荷下胶

筒与套管之间的接触应力大小和分布规律、胶筒压缩距的大小对胶筒密封性能的影响．
目前科研学者对影响封隔器胶筒密封性能不能忽视的自由变形阶有限变形特性的研究还

较少，对胶筒内表面受载荷作用下的变形特性更是不曾涉及．本文结合连续介质力学理论，引
入物质空间、Ｅｕｌｅｒ（欧拉）空间以及对应的坐标系和物质点表示胶筒内、外表面变形前后的运

动形式，结合微分平衡方程和超弹性 Ｍｏｏｎｅｙ⁃Ｒｉｖｌｉｎ 材料本构模型，建立胶筒自由变形阶段的

有限变形数学模型，简称为自由变形数学模型，在研究得出胶筒外表面受力变形特性的基础上

进一步得出胶筒内表面受轴向载荷作用下的非线性变形解析解，讨论了胶筒内、外表面的受力

变形规律和相关参数变化对其密封性能的影响．

１　 胶筒工作原理

某型号的压裂用压缩式封隔器，如图 １ 所示．

图 １　 封隔器胶筒结构示意图

Ｆｉｇ．１　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｐａｃｋｅｒ ｒｕｂｂｅｒ ｃｙｌｉｎｄｅｒ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

（ａ） 初始状态 （ｂ） 初封状态 （ｃ） 坐封状态 （ｄ） 稳定状态
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图 ２　 胶筒变形过程（密封原理）

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｐｒｏｃｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｒｕｂｂｅｒ ｃｙｌｉｎｄｅｒ（ｓｅａｌｉｎｇ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ）

图 ２ 给出了胶筒变形过程，图中①表示防突结构，②表示胶筒，③表示套管，④表示中心

管．它的密封元件胶筒与中心管无间隙相连，与套管之间存在环空间隙，如图 ２（ａ）所示，此时

胶筒处于无压缩状态；初封时，胶筒承受由液压力产生的轴向载荷 Ｆ０ 发生径向位移，随着液压

力的增大，胶筒内、外表面同时发生不同程度的位移变形，假设胶筒材料的 Ｐｏｉｓｓｏｎ（泊松）比无

限接近 ０．５，即压力作用下胶筒的体积不变，这样胶筒就会因轴向力作用产生径向膨胀，膨胀后

０２４ 张　 付　 英　 　 　 李　 天　 天　 　 　 张　 玉　 飞



其外表面刚好与套管的内壁接触且认为它们之间无压力，胶筒内表面和外表面同时发生不同

程度的位移变形，这个过程即为自由变形过程，如图 ２（ｂ）所示；在坐封力 Ｆｎ（Ｆｎ ＞ Ｆ０） 作用

下，胶筒轴向进一步受到压缩，胶筒的内径与中心管接触，外径完全和套管壁接触，径向变形受

到约束，胶筒与套管之间的密封面上的接触应力大于压力差，实现坐封，如图 ２（ｃ）所示；在工

作压差作用下，胶筒的径向变形约束进一步加大了胶筒与套管间的接触应力，轴向压缩量达到

最大值，达到完全密封状态，也就是稳定变形阶段，如图 ２（ｄ）所示．本文主要研究胶筒从初始

安装到初封状态的自由变形过程（图 ２（ａ） ～ （ｂ）的变形过程）．

２　 自由变形数学模型

２．１　 胶筒结构及其坐标系建立

本文以 ＨＮＢＲ 组成的胶筒为研究对象， 采用 Ｍｏｏｎｅｙ⁃Ｒｉｖｌｉｎ 本构模型来描述胶筒材料的

应力⁃应变关系，并建立胶筒的结构参数及基本柱坐标系（如图 ３ 所示），用来刻画受初封载荷

作用的自由变形阶段胶筒的有限变形情况．已知胶筒的内半径和中心管半径相同，记为 Ｒ０，胶
筒的外半径为 Ｒ１，筒高 Ｈ ＝ ２ｈ，套管的内径为 Ｒ０σ，初封载荷为 Ｆ０，胶筒中心轴线同 Ｚ 轴重合，
原点在胶筒筒高的中点．

图 ３　 胶筒的结构参数及坐标模型

Ｆｉｇ． ３　 Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｔｈｅ ｐａｃｋｅｒ ｒｕｂｂｅｒ

２．２　 数学模型

由加载方式和结构的对称性可知，胶筒的变形关于中心管对称，胶筒在轴向载荷作用力

下，连续改变其位形，利用非线性连续介质力学理论推导了胶筒有限变形问题的 Ｅｕｌｅｒ 控制方

程组和边界条件，从而建立了胶筒在自由变形阶段下有限变形的数学模型．表 １ 给出了 Ｅｕｌｅｒ
空间下建立胶筒数学模型的相关参数，胶筒自由变形特性数学模型求解过程如图 ４ 所示．

表 １　 Ｅｕｌｅｒ 空间下胶筒自由变形参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐａｃｋｅｒ ｒｕｂｂｅｒ ｉｎ ｔｈｅ Ｅｕｌｅｒ ｓｐａｃｅ

ｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎ ｕｎｄｅｆｏｒｍｅｄ ａｆｔｅｒ ｆｒｅｅ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ

ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｐｏｉｎｔ ｖｅｃｔｏｒ Ｐ（Ｒ，Θ，Ｚ） Ｑ（ ｒ，θ，ｚ）

ｍａｔｔｅｒ ｐｏｉｎｔ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ Ｅｕｌｅｒｉａｎ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ

ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ Ｄ０ ｄｅｆｏｒｍｅｄ ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ Ｄ

ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ ｒａｎｇｅ
Ｄ０ ＝ { （Ｒ，Θ，Ｚ），Ｒ０ ＜ Ｒ ≤ Ｒ０σ ，

０ ＜ Θ ≤ π， － ｈ ＜ Ｚ ≤ ｈ}

Ｄ ＝ { （ ｒ，θ，ｚ），ｒ ＝ ｒ（Ｒ，Ｚ），

θ ＝ Θ，ｚ ＝ ｚ（Ｒ，Ｚ） }

ｓｔａｎｄａｒｄ ｏｒｔｈｏｎｏｒｍａｌ ｂａｓｉｓ ＥＲ，ＥΘ，ＥＺ ｅｒ，ｅθ ，ｅｚ
ｐａｃｋｅｒ ｒｕｂｂｅｒ ｒａｄｉｕｓ Ｒ０，Ｒ１ ｒ０，ｒ１

１２４初封载荷下封隔器胶筒表面自由变形特性分析



图 ４　 数学模型求解流程图

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｆｌｏｗ ｃｈａｒｔ ｏｆ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ

　 　 轴对称有限变形下，胶筒结构的变形模式为

　 　 ｒ ＝ ｒ（Ｒ，Ｚ）， θ ＝ Θ， ｚ ＝ ｚ（Ｒ，Ｚ）， （１）
其中 ｒ（Ｒ，Ｚ） 表示变形后胶筒的半径，ｚ 是待求的变形函数．由文献［２１］及弹性力学的非线性

理论［２２］和方程（１）可得

　 　 Ｆ ＝ Ｑｉ 􀱋 Ｐ ｉ ＝ ｒＲｅｒ 􀱋 ＥＲ ＋ ｒＺｅｒ 􀱋 ＥＺ ＋ ｒ
Ｒ

ｅθ 􀱋 ＥΘ ＋ ｚＲｅｚ 􀱋 ＥＲ ＋ ｚＺｅｚ 􀱋 ＥＺ， （２）

　 　 Ｂ ＝ （ ｒ２Ｒ ＋ ｒ２ｚ ）ｅｒ 􀱋 ｅｒ ＋ （ ｒＲｚＲ ＋ ｒＺｚＺ）（ｅｒ 􀱋 ｅｚ ＋ ｅｚ 􀱋 ｅｒ） ＋

　 　 　 　 ｒ
Ｒ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

ｅθ 􀱋 ｅθ ＋ （ ｚ２Ｒ ＋ ｚ２Ｚ）ｅｚ 􀱋 ｅｚ， （３）

式中 Ｆ 为封隔器胶筒发生有限变形时的变形梯度张量，Ｂ 为左 Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｇｒｅｅｎ 变形张量， ｒ，θ，ｚ
的下标表示对其求偏导，如 ｒＲ ＝ ∂ｒ ／ ∂Ｒ ．

由于封隔器密封胶筒材料为超弹性不可压缩 Ｍｏｏｎｅｙ⁃Ｒｉｖｌｉｎ 材料，从连续介质力学的唯象

理论观点出发，考虑其有限变形问题，其应变密度函数为

　 　 Ｗ ＝
μ １

２
（ Ｉ１ － ３） ＋

μ ２

２
（ Ｉ２ － ３）， （４）

式中 μ １，μ ２ 表示材料常数，Ｉ１，Ｉ２ 为左 Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｇｒｅｅｎ 变形张量 Ｂ 的第一和第二主不变量．
不可压缩 Ｍｏｏｎｅｙ⁃Ｒｉｖｌｉｎ 材料的 Ｃａｕｃｈｙ 应力张量 σ 和 Ｐｉｏｌａ⁃Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 应力张量 Ｓ 分别为

２２４ 张　 付　 英　 　 　 李　 天　 天　 　 　 张　 玉　 飞



　 　 σ ＝ － ｐＩ ＋ β １Ｂ ＋ β －１Ｂ
－１， Ｓ ＝ ＪσＦ －Ｔ， （５）

式中 ｐ ＝ ｐ（Ｒ，Ｚ） 为静压力，Ｉ 为单位张量，Ｊ ＝ １，β ｊ ＝ β ｊ（ Ｉ１，Ｉ２，Ｉ３）， ｊ ＝ ０，１， － １．
由于胶筒在变形过程中始终轴对称，忽略体积力的作用时，密封胶筒自由变形阶段静力学

平衡微分方程可化简为

　 　
∂ＳｒＲ

∂Ｒ
＋

∂ＳｒＺ

∂Ｚ
＋

∂ＳｒＲ － ∂ＳθΘ

Ｒ
＝ ０， （６）

　 　
∂ＳｚＲ

∂Ｒ
＋

∂ＳｚＺ

∂Ｚ
＋

∂ＳｚＲ

Ｒ
＝ ０， （７）

式中 ＳｒＲ，ＳｒＺ 等为 Ｐｉｏｌａ⁃Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 应力张量 Ｓ 的分量．
２．３　 边界条件

１） 变形前封隔器密封胶筒的内、外表面无约束，即
　 　 ＳｒＲ（Ｒ０） ＝ ０， ＳｒＲ（Ｒ０σ） ＝ ０， ＳｚＲ（Ｒ０） ＝ ０， ＳｚＲ（Ｒ０σ） ＝ ０． （８）
２） 变形过程中胶筒端部不发生侧向位移，即
　 　 ｒ（Ｒ， － ｈ） ＝ ｒ（Ｒ，ｈ） ＝ Ｒ ． （９）
３） 初封载荷 Ｆ０ 作用在胶筒的两端，因此端部满足应力边界条件：

　 　 ∫２π
０
∫Ｒ１

Ｒ０

［σＺＺ］ Ｚ ＝ ±ｈＲｄＲｄΘ ＝ Ｆ０π（Ｒ２
１ － Ｒ２

０） ． （１０）

综上所述，以上方程及边界条件构成了自由变形阶段胶筒受轴向载荷作用下表面发生位

移变形的数学模型．

３　 胶筒表面位移方程的求解

假定胶筒两端与支撑环固定，在均匀轴向压缩载荷作用下发生有限变形，且变形过程中胶
筒每个横截面始终是平面且垂直于 Ｚ 轴［２１］，即

　 　 ｚ（Ｒ，Ｚ） ＝ ｚ（Ｚ） ． （１１）
分析胶筒轴向压缩自由变形问题时，结合封隔器胶筒端部受力不发生侧向位移的边界条

件，胶筒的自由变形阶段有限变形过程可分为两步：第一步，胶筒内半径大小保持不变，胶筒外

表面膨胀；第二步，胶筒外径刚好与套管接触，外径不变，而内表面发生位移变化［２３］ ．
３．１　 胶筒外表面位移变形解析式

当内半径保持不变时，则有

　 　 ｒ（Ｒ０，Ｚ） ＝ Ｒ０，　 　 － ｈ ≤ Ｚ ≤ ｈ ． （１２）
由各向同性不可压缩超弹性材料条件 Ｉ３ ＝ １， 得

　 　 ｒ（Ｒ，Ｚ） ＝ λ －１ ／ ２（Ｒ２ ＋ Ｃ） １ ／ ２， （１３）
其中 λ ＝ ｚＺ（Ｚ），Ｃ ＝ （λ － １）Ｒ２

０，这里的下标 Ｚ 表示求导，以下同理．
结合 Ｃａｕｃｈｙ 应力张量 σ 并将 Ｐｉｏｌａ⁃Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ 应力张量 Ｓ 各个分量代入式（６），然后关于 Ｒ

积分，结合边界条件（１０） 可得 ｐ ＝ ｐ（Ｒ，Ｚ） 的具体表达式．
将式（７）两端乘 Ｒ，然后关于 Ｒ 从 Ｒ０ 到 Ｒ１ 求定积分，利用边界条件（８）求得

　 　 ∫Ｒ１

Ｒ０

ＳｚＺＲｄＲ( )
Ｚ
＝ ０． （１４）

为研究方便引入无量纲记号：

　 　 α ＝
Ｒ０

ｈ
， δ ＝

Ｒ１

Ｒ０
， Ｇ ＝ Ｚ

ｋｈ
， ｇ ＝ ｚ

ｋｈ
， μ∗ ＝

μ ２

μ １
， Ｑ ＝

Ｆ０（δ ２ － １）
２μ １

， Ａ∗
２ ＝

Ａ２

μ １Ｒ２
０

， （１５）
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其中 α 为胶筒内半径与轴向高度之比，δ 为胶筒外半径与内半径之比，Ｇ为无量纲变形前的点，
ｇ 为无量纲后的待求变形函数，Ｑ 为无量纲载荷，μ∗ 为 Ｍｏｏｎｅｙ⁃Ｒｉｖｌｉｎ 材料常数之比， Ａ∗

２ 为无

量纲积分常数，此时轴向压缩率 λ ＝ ｄｇ ／ ｄＧ ．
对式（１４）关于 Ｚ积分，并利用边界条件（８） 可得一表达式，然后左右同乘 λ Ｚ，关于 Ｚ 积分

后引入无量纲表达式（１５）化简可得

　 　 λ ２（δ ２ － １）
４

－
α２λ ２

Ｇ（δ ２ － １） ２

３２λ ３ｋ２
＋ １
４λ

ｌｎ δ ２ － １ ＋ λ
λδ ２

－

　 　 　 　
α２λ ２

Ｇ

１６λｋ２ ｌｎ δ ２ － １ ＋ λ
λ

＋
α２λ ２

Ｇ（δ ２ － １）
１６λ ２ｋ２

＋ δ ２ － １
２λ

－ １
４

ｌｎ δ ２ － １ ＋ λ
λ

＋

　 　 　 　 μ∗ － λ
２

ｌｎ δ ＋ λ ２

２
ｌｎ δ ２ －

α２λ ２
Ｇ

８λ ４ｋ２ ｌｎ δ － λ（δ ２ － １）
２

＋
α２λ ２

Ｇ（δ ２ － １）
１６λ ４ｋ２

－é

ë

ê
ê

　 　 　 　
α２λ ２

Ｇ（δ ２ － １） ２

３２ｋ２
＋ δ ２ － １

４λ ２
－ λ ２

４
ｌｎ δ ２ － １ ＋ λ

λ
＋ λ

４
ｌｎ δ ２ － １ ＋ λ

λ
ù

û

ú
ú
＝

　 　 　 　 Ｑλ ＋ Ａ∗
２ ． （１６）

进而整理可得

　 　 ± αλ Ｇ

Ｎ０（λ（Ｇ），δ，μ∗，Ｑ）
Ｍ０（λ（Ｇ），δ，μ∗，Ｑ）

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

＝ １， （１７）

其中

　 　

Ｎ０ ＝ λ（δ ２ － １） ２ － ２λ ２（δ ２ － １） ＋ ２λ ３ ｌｎ δ ２ － １ ＋ λ
λ

＋

　 　 μ∗［４ｌｎ δ ＋ （δ ２ － １） ２ － ２（δ ２ － １）］，

Ｍ０ ＝ ｋ２ ８λ ３ ｌｎ δ ２ － １ ＋ λ
λδ ２

－ ８λ ４ ｌｎ δ ２ － １ ＋ λ
λ

＋é

ë
ê
ê

　 　 （８λ ６ ＋ １６λ ３）（δ ２ － １） － ３２Ｑλ ５ － ３２Ａ∗
２ λ ４ ù

û
úú ＋

　 　 μ∗ １６λ ６ ｌｎ δ － １６λ ５ ｌｎ δ ＋ １６λ ５（δ ２ － １） － ８λ ６ ｌｎ δ ２ － １ ＋ λ
λ

＋é

ë
êê

　 　 ８λ ５ ｌｎ δ ２ － １ ＋ λ
λ

＋ ８λ ２（δ ２ － １） ù

û
úú ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（１８）

本小节中考虑胶筒的变形问题不仅关于 Ｚ 轴对称，而且始终关于胶筒中截面 Ｚ ＝ ０ 对称．
因此，变形函数 ＺＺ（Ｚ） 关于横截面 Ｚ ＝ ０（Ｇ ＝ ０） 对称，λ（Ｇ） 也关于 Ｚ ＝ ０（Ｇ ＝ ０） 对称，则
λ（Ｇ） 在 Ｇ ＝ ０ 取得极值，那么 λ 对 Ｇ 求偏导，满足 λ Ｇ ＝ ０（Ｇ ＝ ０）， 因此求得式（１６）中的积分

常数：

　 　 Ａ∗
２ ＝ λ（０） ２（δ ２ － １）

４
＋ １
４λ（０）

ｌｎ δ ２ － １ ＋ λ（０）
λ（０）δ ２

＋ δ ２ － １
２λ（０）

－ １
４

ｌｎ δ ２ － １ ＋ λ（０）
λ（０）

＋

　 　 　 　 μ∗ － λ（０）
２

ｌｎ δ ＋ λ（０） ２

２
ｌｎ δ － λ（０）

２
（δ ２ － １） ＋ δ ２ － １

４λ（０） ２
－é

ë
ê
ê

　 　 　 　 λ（０） ２

４
ｌｎ δ ２ － １ ＋ λ（０）

λ（０）
＋ λ（０）

４
ｌｎ δ ２ － １ ＋ λ（０）

λ（０）
ù

û
úú － Ｑλ（０） ． （１９）

进而求得各向同性不可压缩 Ｍｏｏｎｅｙ⁃Ｒｉｖｌｉｎ 材料模型下胶筒变形的隐式解析解为
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　 　 α ∫１
λ（Ｇ）

（Ｎ０ ／ Ｍ０） １ ／ ２ｄλ（ｗ） ＝ １ － Ｇ，　 　 ０ ≤ Ｇ ≤ １， （２０）

　 　 － α ∫１
λ（Ｇ）

（Ｎ０ ／ Ｍ０） １ ／ ２ｄλ（ｗ） ＝ － １ － Ｇ，　 　 － １ ≤ Ｇ ≤ ０， （２１）

其中 Ｎ０，Ｍ０ 都是关于 λ（Ｇ），δ，μ∗，Ｑ 的函数．
３．２　 胶筒内表面位移变形解析式

当胶筒外半径保持不变时，则有

　 　 ｒ（Ｒ１，Ｚ） ＝ Ｒ１，　 　 － ｈ ≤ Ｚ ≤ ｈ ． （２２）
结合式（９）、（１３）得出

　 　 Ｃ ＝ （λ － １）Ｒ２
１， （２３）

　 　 ＣＺ ＝ λ ＺＲ２
１， ＣＺＺ ＝ λ ＺＺＲ２

１ ． （２４）
结合式（１５），引入无量纲记号

　 　 β ＝ Ｒ１ ／ ｈ， （２５）
其中 β 为胶筒外半径与轴向高度之比．

计算过程同胶筒外表面位移变形解析式的求解过程，引入无量纲量 β 化简后可得

　 　 λ ２（δ ２ － １）
４

－
β ２λ ２

Ｇ（δ ２ － １） ２

３２λ ３ｋ２δ ２
＋
β ２λ ２

Ｇ（δ ２ － １）
８λ ２ｋ２

＋

　 　 　 　
β ２λ ２

Ｇ（λδ ２ － δ ２ － １）
１６λ ２ｋ２ ｌｎ λδ ２ － δ ２ ＋ １

λδ ２
－ １
２λ

ｌｎ δ － １
４λ

ｌｎ λδ ２ － δ ２ ＋ １
λδ ２

＋

　 　 　 　 δ ２ － １
４λ

＋ δ ２ － １
８λ ２

＋ μ∗ λ
２

ｌｎ δ ＋
（λ ２ － ２λ）

２
ｌｎ δ －é

ë
ê
ê

　 　 　 　
β ２λ ２

Ｇ

８λ ４ｋ２ ｌｎ δ ＋ λ
４

ｌｎ λδ ２ － δ ２ ＋ １
λδ ２

－
β ２λ ２

Ｇ（δ ２ － １） ２

３２λ ４ｋ２δ ２
＋ （δ ２ － １）

４λ ２
＋

　 　 　 　 λ（δ ２ － １）
４

＋ δ ２ － １
４

ｌｎ λ ＋
β ２λ ２

Ｇ（δ ２ － １）
１６λ ４ｋ２

ù

û

ú
ú
＝ Ｑλ ＋ Ａ∗

３ ． （２６）

进而整理可得

　 　 ± βλ Ｇ

Ｎ１（λ（Ｇ），δ，μ∗，Ｑ）
Ｍ１（λ（Ｇ），δ，μ∗，Ｑ）

æ

è
ç

ö

ø
÷

１ ／ ２

＝ １， （２７）

其中

　 　

Ｎ１ ＝ λ（δ ２ － １） ２ ＋ ２λ ２（λδ ２ － δ ２ ＋ １）ｌｎ λδ ２ － δ ２ ＋ １
λδ ２

－

　 　 ４λ ２（δ ２ － １） ＋ μ∗［４δ ２ ｌｎ δ － （δ ４ － １）］，

Ｍ１ ＝ ８λ ６δ ２（δ ２ － １） ＋ ８λ ３δ ２（δ ２ － １） － １６λ ３δ ２ ｌｎ δ ２ －é
ë
êê

　 　 ８λ ３δ ２ ｌｎ λδ ２ － δ ２ ＋ １
λδ ２

＋ ４λ ２δ ２（δ ２ － １） － ３２ｋ２λ ５δ ２Ｑ － ３２λ ４δ ２Ａ∗
３

ù

û
ú
ú ｋ

２ ＋

　 　 μ∗ｋ２ １６λ ５δ ２ ｌｎ δ ＋ １６λ ５ ｌｎ δ ＋ ８λ ５δ ２（δ ２ － １） ＋ ８λ ２δ ２（δ ２ － １） ＋é
ë
êê

　 　 １６（λ ６ － ２λ ５）δ ４ ｌｎ δ ＋ ８λ ２δ ２（δ ２ － １） ＋ ８λ ４δ ２（δ ２ － １） ＋

　 　 ８λ ５δ ２ ｌｎ λδ ２ － δ ２ ＋ １
λδ ２

ù

û
ú
ú ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（２８）
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　 　 Ａ∗
３ ＝ λ（０） ２（δ ２ － １）

４
－ １
２λ（０）

ｌｎ δ ＋ δ ２ － １
４λ（０）

＋ δ ２ － １
８λ（０） ２

－

　 　 　 　 １
４λ（０）

ｌｎ λ（０）δ ２ － δ ２ ＋ １
λ（０）δ ２

＋

　 　 　 　 μ∗ λ（０）
２

ｌｎ δ ＋ δ ２ － １
４λ（０）

＋ λ（０）
４

ｌｎ λ（０）δ ２ － δ ２ ＋ １
λ（０）δ ２

＋é

ë
ê
ê

　 　 　 　 λ（０） ２ － ２λ（０）
２

δ ２ ｌｎ δ ＋ λ（０）
４

（δ ２ － １） ＋ δ ２ － １
４

ｌｎλ（０） ù

û
úú － Ｑλ（０） ． （２９）

进而求得各向同性不可压缩 Ｍｏｏｎｅｙ⁃Ｒｉｖｌｉｎ 材料模型下胶筒变形的隐式解析解为

　 　 β ∫１
λ（Ｇ）

（Ｎ１ ／ Ｍ１） １ ／ ２ｄλ（ｗ） ＝ １ － Ｇ，　 　 ０ ≤ Ｇ ≤ １， （３０）

　 　 － β ∫１
λ（Ｇ）

（Ｎ１ ／ Ｍ１） １ ／ ２ｄλ（ｗ） ＝ － １ － Ｇ，　 　 － １ ≤ Ｇ ≤ ０， （３１）

其中 Ｎ１，Ｍ１ 都是关于 λ（Ｇ），δ，μ∗，Ｑ 的函数．
３．３　 某型号胶筒算例

研究封隔器胶筒自由变形阶段位移变形的过程中，主要在于位移变形公式的推导以及影

响胶筒参数的选取．本文采用的某压裂用封隔器胶筒材料是 ＨＮＢＲ，结合其具体参数（如表 ２
所示），对自由变形阶段封隔器胶筒的内、外表面有限变形进行数值求解．

表 ２　 封隔器胶筒的相关参数

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｒｅｌａｔｅｄ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐａｃｋｅｒ ｒｕｂｂｅｒ

ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｖａｌｕｅ
Ｒ０ ／ ｍｍ ｉｎｎｅｒ ｄｉａｍｅｔｅｒ ｏｆ ｔｈｅ ｒｕｂｂｅｒ ｃａｒｔｒｉｄｇｅ ４２
Ｒ１ ／ ｍｍ ｏｕｔｅｒ ｄｉａｍｅｔｅｒ ｏｆ ｔｈｅ ｒｕｂｂｅｒ ｃａｒｔｒｉｄｇｅ ５５．５

Ｔ ／ ｍｍ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｒｕｂｂｅｒ ｃａｒｔｒｉｄｇｅ １３．５
Ｒ０σ ／ ｍｍ ｒａｄｉｕｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｓｉｎｇ ｔｕｂｅ １１８．６

Ｈ ／ ｍｍ ｈｅｉｇｈｔ ｏｆ ｔｈｅ ｒｕｂｂｅｒ ｃａｒｔｒｉｄｇｅ １００
μ１ ｓｈｅａｒ ｍｏｄｕｌｕｓ ｏｆ ＨＮＢＲ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｈａｒｄｎｅｓｓｅｓ ０．７６９ １４～２．４１８ ９
μ２ ｓｈｅａｒ ｍｏｄｕｌｕｓ ｏｆ ＨＮＢＲ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｈａｒｄｎｅｓｓｅｓ ０．０１９ ９～１．２０９ ４

Ｆ０ ／ ＭＰａ ｉｎｉｔｉａｌ ａｘｉａｌ ｌｏａｄ ０．３～８

３．３．１　 胶筒外表面变形求解及讨论分析

结合胶筒在变形中的连续性以及式（１７），通过 ＭＡＴＬＡＢ 编程可求出 Ａ∗
２ 的值，然后绘制出

胶筒的轴向压缩率和胶筒外表面轴向位移变化曲线．图 ５～８ 分别给出了内径与轴向高度比 α、
胶筒的径向厚度 δ、材料剪切模量比 μ∗ 和无量纲载荷 Ｑ分别取不同值时对胶筒外表面位移变

形的影响曲线图．图中虚线表示变形前胶筒的某一竖截面，ｇ１ 表示外表面变形函数，ｒ（Ｒ１） ／ Ｒ１

为胶筒径向无量纲长度．
由图 ５ 可知，当 δ，μ∗，Ｑ 不变时，α 越小，胶筒两端沿轴向收缩越大，其外表面径向膨胀变

形也越大．由无量纲化可知α ＝ Ｒ０ ／ ｈ，内半径Ｒ０ 不变时，α可用来刻画胶筒的高度．因此，胶筒轴

向高度越高，其外表面位移变形越大．由图 ６ 可知，当 α，Ｑ，μ∗ 一定时，δ 的值越小，胶筒两端沿

轴向收缩越大，其外表面沿径向膨胀变形越大．由于 δ ＝ Ｒ１ ／ Ｒ０，内半径 Ｒ０ 不变，故胶筒的径向

厚度相对越小，其变形就越大．图 ７ 为 ＨＮＢＲ 不同硬度下的剪切模量比 μ∗ 对胶筒外表面变形

的影响情况．μ∗ 的值越小，表明胶筒 ＨＮＢＲ 材料的硬度越小，胶筒的外表面沿径向膨胀变形越
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大．由图 ８ 可知，给定 α，δ，μ∗，随着 Ｑ 值的不断增大，即随着初封载荷 Ｆ０ 不断增大，胶筒两端

沿轴向压缩越来越大，其外表面沿径向膨胀变形也越大．油气井复杂工况下，胶筒的材料特性

及结构与其他橡胶零件存在较大差异，致使胶筒内径与轴向高度比 α、胶筒径向厚度 δ、材料剪

切模量比 μ∗ 以及无量纲载荷 Ｑ 等参数的数值分析结果无法与现有变形理论或试验结果进行

定量比较．因此，数值分析结果的有效性有待后续封隔器胶筒试验进行进一步验证．

图 ５　 α 取不同值时，胶筒外表面变形曲线 图 ６　 δ 取不同值时，胶筒外表面变形曲线

Ｆｉｇ． ５　 Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｏｕｔｅｒ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｆ ｔｈｅ Ｆｉｇ． ６　 Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｏｕｔｅｒ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｆ ｔｈｅ
ｐａｃｋｅｒ ｒｕｂｂｅｒ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ α ｐａｃｋｅｒ ｒｕｂｂｅｒ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ δ

图 ７　 μ∗ 取不同值时，胶筒外表面变形曲线 图 ８　 Ｑ 取不同值时，胶筒外表面变形曲线

Ｆｉｇ． ７　 Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｏｕｔｅｒ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｆ ｔｈｅ Ｆｉｇ． ８　 Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｏｕｔｅｒ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｆ ｔｈｅ

ｐａｃｋｅｒ ｒｕｂｂｅｒ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ μ∗ ｐａｃｋｅｒ ｒｕｂｂｅｒ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ Ｑ

由图 ９ 可知，胶筒外表面在自由变形阶段受初封载荷作用时，不同参数下胶筒的轴向压

缩率在中截面处最小 （λ 的范围为 ０．７９２ ４～０．８９５ ９），而在端面最大（载荷力直接接触端面致

使 λ 接近 １），因此轴向压缩率受参数 α，δ，μ∗ 和 Ｑ 的影响．
３．３．２　 胶筒内表面变形求解及讨论分析

结合胶筒表面变形连续性以及式（２７），借助 ＭＡＴＬＡＢ 编程可求出 Ａ∗
３ 的值，结合表 ２ 给出

的相关参数，可以作出胶筒内表面轴向压缩率和轴向位移变化曲线．图 １０ ～ １３ 分别给出了外

径与轴向高度比 β、胶筒径向厚度 δ、材料剪切模量比 μ∗ 和无量纲载荷Ｑ分别取不同值时对胶
筒内表面位移变形的影响曲线图．图中虚线表示变形前胶筒某一竖截面，ｇ２ 为内表面变形函

数，ｒ（Ｒ１） ／ Ｒ１ 为胶筒径向无量纲长度．
由图 １０ 可知，给定 δ，μ∗ 和 Ｑ时，β 越小，胶筒两端沿轴向收缩越大，自由变形阶段其内表

面径向膨胀变形也越大．因 β ＝ Ｒ１ ／ ｈ，外半径 Ｒ１ 不变时，β 可用来刻画胶筒的高度．因此，胶筒轴

７２４初封载荷下封隔器胶筒表面自由变形特性分析



向高度越高，其内表面位移变形相对越大．图１１中，给定 β，Ｑ，μ∗ 时，δ值越小，胶筒两端沿轴向

收缩越大，其内表面沿径向膨胀变形越大．因 δ ＝ Ｒ１ ／ Ｒ０，内半径 Ｒ０ 不变，则可得出胶筒径向厚

度相对越小，其内径变形越大的结论．

图 ９　 胶筒外表面轴向压缩率变化图

Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ａｘｉａｌ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ ｒａｔｉｏｓ ｏｎ ｔｈｅ ｏｕｔｅｒ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｐａｃｋｅｒ ｒｕｂｂｅｒ

图 １０　 β 取不同值时，胶筒内表面位移变形曲线 图 １１　 δ 取不同值时，胶筒内表面位移变形曲线

Ｆｉｇ． １０　 Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｎｅｒ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｆ ｔｈｅ Ｆｉｇ． １１　 Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｎｅｒ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｆ ｔｈｅ
ｐａｃｋｅｒ ｒｕｂｂｅｒ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ β ｐａｃｋｅｒ ｒｕｂｂｅｒ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ δ

图 １２　 μ∗ 取不同值时，胶筒内表面位移变形曲线 图 １３　 Ｑ取不同值时，胶筒内表面位移变形曲线

Ｆｉｇ． １２　 Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｎｅｒ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｆ ｔｈｅ Ｆｉｇ． １３　 Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｎｅｒ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｆ ｔｈｅ

ｐａｃｋｅｒ ｒｕｂｂｅｒ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ μ∗ ｐａｃｋｅｒ ｒｕｂｂｅｒ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ Ｑ

８２４ 张　 付　 英　 　 　 李　 天　 天　 　 　 张　 玉　 飞



同理，由图 １２ 可知，胶筒采用的 ＨＮＢＲ 材料的硬度越小， μ∗ 的值越小，相应地，其内表面

沿径向膨胀变形越大．当 Ｑ 取不同值时，由图 １３ 可知，当 β，δ，μ∗ 一定时，随着 Ｑ 值的不断增

大，轴向载荷 Ｆ０ 在一定范围内也不断增大，胶筒两端沿轴向压缩越来越大，其内表面沿径向膨

胀变形也随之增大．
由图 １４ 可知，不同参数模型胶筒轴向压缩率在中截面最小 （λ 在 ０．１２２ ５～０．２４４ ３ 之间），

而在两端面最大，轴向压缩率同样受 β，δ，μ∗ 和 Ｑ 影响．

图 １４　 胶筒内表面轴向压缩率变化图

Ｆｉｇ． １４　 Ｔｈｅ ａｘｉａｌ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ ｒａｔｉｏｓ ｏｆ ｔｈｅ
ｉｎｎｅｒ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｆ ｐａｃｋｅｒ ｒｕｂｂｅｒ

３．３．３　 胶筒的内、外表面综合数值分析

一般密封胶筒有限变形研究中只涉及

胶筒外表面变形的数值求解，而忽略了在

初始坐封时胶筒内表面也会受轴向载荷作

用发生位移变形．而本文研究的自由变形阶

段胶筒外表面受初封载荷作用发生变形的

趋势与以往密封胶筒数值分析结果一

致［２４］ ．与此同时，还考虑了胶筒受力变形过

程中因变形量较小容易被忽略的内表面的

位移变形情况．
封隔器胶筒在自由变形阶段受轴向初

封载荷作用，内、外表面同时发生位移变

形，由内、外表面的位移变形解析式可以确定影响无量纲参数 α（β），δ，μ∗ 和Ｑ的影响因素，同
时计算可得相关参数变化时胶筒的位移变形量 ｆ 和压缩率 λ 情况分别如表 ３ 和表 ４ 所示．

表 ３　 封隔器胶筒位移变形数值情况

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ａｎｄ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｐａｃｋｅｒ ｒｕｂｂｅｒ

ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｆａｃｔｏｒ
ｉｎｎｅｒ ｓｕｒｆａｃｅ

ｆｍｉｎ ｆｍａｘ

ｏｕｔｅｒ ｓｕｒｆａｃｅ
ｆｍｉｎ ｆｍａｘ

α ａｘｉａｌ ｈｅｉｇｈｔ － － ０．０１２ ３ ０．０１５ １

β ａｘｉａｌ ｈｅｉｇｈｔ ０．０１０ ４ ０．０１１ ５ － －

δ ｒａｄｉａｌ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ０．００９ ６ ０．０１１ ５ ０．００９ ４ ０．０１５ ２

μ∗ ｈａｒｄｎｅｓｓ ｏｆ ＨＮＢＲ ０．０１１ １ ０．０１２ ８ ０．０１７ ２ ０．０１８ ９

Ｑ ａｘｉａｌ ｌｏａｄ ０．００６ １ ０．０１１ ８ ０．００９ ８ ０．０２２ ２

表 ４　 封隔器胶筒中截面轴向压缩率数值情况

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ａｘｉａｌ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｍｉｄｄｌｅ ｓｅｃｔｉｏｎ ｉｎ ｔｈｅ ｐａｃｋｅｒ ｒｕｂｂｅｒ

ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｆａｃｔｏｒ
ａｘｉａｌ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ ｒａｔｉｏ λ ｏｆ ｔｈｅ ｍｉｄｄｌｅ ｓｅｃｔｉｏｎ

ｉｎｎｅｒ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｕｔｅｒ ｓｕｒｆａｃｅ

α ａｘｉａｌ ｈｅｉｇｈｔ － ０．８５３ １

β ａｘｉａｌ ｈｅｉｇｈｔ ０．１９８ ０ －

δ ｒａｄｉａｌ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ０．２４４ ８ ０．８１９ ３

μ∗ ｈａｒｄｎｅｓｓ ｏｆ ＨＮＢＲ ０．１２２ ５ ０．７９２ ４

Ｑ ａｘｉａｌ ｌｏａｄ ０．１６３ ２ ０．８９０ ７

　 　 结合上小节求出的外表面和内表面的位移变形算例可知，胶筒的内、外表面受相同因素影

响：胶筒轴向高度越高、径向厚度越小、轴向载荷越大、ＨＮＢＲ 材料硬度越小，胶筒位移变形越

大．胶筒内表面位移与外表面位移变形趋势相似，但从表 ３ 的数据可以看出，内表面的最小和

９２４初封载荷下封隔器胶筒表面自由变形特性分析



最大变形量均小于外表面．结合图 ９～图 １４ 与表 ４ 数据可以明显看出，胶筒内表面轴向压缩率

明显小于外表面，同时也证明了胶筒内表面位移变形相对较小，但是不容忽略．

４　 结　 　 论

本文研究了具有各向同性不可压缩 Ｍｏｏｎｅｙ⁃Ｒｉｖｌｉｎ 材料组成的胶筒受轴向初封载荷作用

下自由变形阶段的力学变形特性．采用参数化建模的思想，根据实际工况下胶筒轴向高度、径
向厚度、轴向载荷、剪切模量对胶筒变形的影响，讨论了不同参数变化对胶筒变形以及轴向压

缩率的影响规律，得出如下结论：
１） 在胶筒的自由变形阶段，分析了轴向高度、径向厚度、轴向载荷、剪切模量 ４ 个参数对

轴向压缩率的影响，内、外表面轴向压缩率在胶筒的中截面处最小而在两端最大．
２） 胶筒轴向高度越高、径向厚度越小、轴向载荷越大、ＨＮＢＲ 材料硬度越小，胶筒位移变

形越大．与胶筒的外表面变形相比，二者位移变形受影响的参数相同，变形趋势相似，但内表面

受 ４ 个参数的影响相对较小．
３） 结合结论 １）和 ２）可知，封隔器胶筒内、外表面自由特性中，内表面变形特性虽不如外

表面变形特性明显，但也不容忽略．
４） 建立的封隔器胶筒变形数学模型及自由变形阶段受初封载荷作用下胶筒内、外表面力

学特性不仅能够求解封隔器胶筒有限变形问题，还能够分析影响胶筒密封作用的各个参数的

选取设计情况，该变形特性可为胶筒的优化设计提供有效的理论依据．
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