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捕食者食饵均染病的入侵反应扩散
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摘要：　 研究了捕食者食饵均染病的入侵反应扩散捕食系统．利用特征值方法和构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函

数，获得了入侵扩散对正常数平衡解的影响， 当入侵扩散系数充分大时， 导致平衡态失稳．进一

步， 利用拓扑度方法， 证明了在一定条件下入侵扩散系数很大， 自扩散充分小时， 有非常数正平

衡解存在．
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引　 　 言

由捕食系统和传染病模型结合而成的生态流行病系统，是近些年来生物学一个新的分支．
Ａｎｄｅｒｓｏｎ 和 Ｍａｙ［１］首次将生态系统和传染病系统结合起来并提出了食饵染病的食饵捕食系

统．在种群捕食过程中，疾病也得以传播．因此，在传染病系统中研究物种的相互作用效果有实

际意义．许多学者研究食饵带疾病的捕食模型［２⁃４］，或捕食者染病的捕食食饵模型［５⁃７］ ．另外，也
有捕食者系统均染病的捕食食饵模型［８⁃１０］ ．由于疾病可以在捕食者、食饵群内或群间传播，并
且捕食者可选择捕食染病和未染病食饵，从而使这类模型有着丰富的研究内容．

然而，前期的传染病食饵模型，并没有考虑空间分布的不均匀性．即由内竞争与群间躲避

和防御等引起的自扩散和交错扩散，这显然不符合实际情形．当捕食者进入食饵密度高的地方

捕食时，食饵逃跑或群体防御进攻，从而产生了复杂扩散，相关文章可参考文献［１１⁃１４］．文献

［１３］中研究了一类食饵染病的入侵扩散系统：

　 　 ∂Ｘ
∂ｔ

＝ ｄ１ΔＸ ＋ ａＸ － ｂＸ２ － ＳＸ
１ ＋ θＸ

，　 　 （ ｔ，ｘ） ∈ （０，Ｔ） × Ω， （１ａ）
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　 　 ∂Ｘ
∂ｖ

＝ ∂Ｓ
∂ｖ

＝ ∂Ｉ
∂ｖ

＝ ０，　 　 （ ｔ，ｘ） ∈ （０，Ｔ） × ∂Ω， （１ｄ）

　 　 （Ｘ（０，ｘ），Ｓ（０，ｘ），Ｉ（０，ｘ）） ＝ （Ｘ０（ｘ），Ｓ０（ｘ），Ｉ０（ｘ）），　 　 ｘ ∈ Ω， （１ｅ）
其中 Ω是 ＲＮ（Ｎ ＞ １，为正整数）中的有界区域， ∂Ω为光滑边界；Ｘ是食饵密度，Ｓ和 Ｉ分别代表
易感捕食和感染捕食， ａＸ － ｂＸ２ 为 ｌｏｇｉｓｔｉｃ 项；正常数 θ，α，β，ｃ，γ 分别代表捕食操作时间，易感
捕食者的死亡率，转换率，染病捕食者的死亡率和疾病的传播系数；在扩散项中， ｄ１，ｄ２ 和 ｄ３ 为

自扩散系数， ｍ 代表捕食者朝向食饵的一种趋向，且 ｍ 被称为侵入反应扩散系数．
在此基础上，本文进一步考虑捕食者均染病的入侵扩散捕食系统：
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其中 Ｙ 为染病食饵， ｄ 为染病食饵的死亡率．食饵疾病只在食饵之间传播，初值非负不恒为 ０．
传播率为 ｋ， 与系统（２）所对应的椭圆系统为

　 　

Δｄ１Ｘ ＋ ａＸ － ｂＸ２ － ＳＸ
１ ＋ θＸ
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１　 入侵扩散对稳定性的影响

系统（２）有以下非平凡常数平衡点，分布如下．
当满足条件（Ｈ１）： ａｋ ＞ ｂｄ 时，存在平衡点

　 　 Ｅ１ ＝ ｄ
ｋ
，ａｋ

－ ｂｄ
ｋ

，０，０æ

è
ç

ö

ø
÷ ；

当满足条件（Ｈ２）： β ＞ θα，ａ（β － θα） ＞ ｂβ 时，存在平衡点

　 　 Ｅ２ ＝ α
β － θα

，０， α
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ａ － ｂ α
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当满足条件（Ｈ３）： ａ ＞ ｃ
ｒ
， βｃ
ｒ ＋ θｃ

＞ αｒ 时，存在平衡点
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当满足条件（Ｈ４）： βＸ∗

１ ＋ θＸ∗ ＞ α，ａ － ｂＸ∗ － Ｓ∗

１ ＋ θ Ｘ∗ ＞ ０ 时，存在平衡点
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本文主要分析正常数平衡点 Ｅ４ 的稳定性，记
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在点 Ｅ４ 处，系统（２）的线性化系统为

　 　 Ｗｔ ＝ ΦＷ（Ｅ４）ΔＷ ＋ ＧＷ（Ｅ４）Ｗ ．
对应的特征方程记为

　 　 ｆ（λ） ＝ λ ４ ＋ Ａ１λ ３ ＋ Ａ２λ ２ ＋ Ａ３λ ＋ Ａ４，

　 　 Ａ１ ＝ ｂＸ∗ － θＳ∗Ｘ∗

（１ ＋ θＸ∗） ２
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其中 ０ ＝ μ ０ ≤ μ １ ≤ μ ２ ≤ … ≤ μ ｋ ≤ …， 为算子 Δ 满足齐次 Ｎｅｕｍａｎｎ 边值条件的特征值．
先证明 ｍ ＝ ０ 时的情形，记

　 　 ｒ ＝ ｂ（１ ＋ θＸ∗） ２

θＳ∗ ， Ｒ ＝ ｂ（１ ＋ θＸ∗）
θＳ∗ ．

定理 １　 若 ｍ ＝ ０ 且 ｒ ＞ １， 那么正平衡点 Ｅ４ 是局部渐近稳定的．
证　 当 ｍ ＝ ０ 时，为了方便仍然记 （Ｘ∗，Ｙ∗，Ｓ∗，Ｉ∗） ＝ （Ｘ，Ｙ，Ｓ，Ｉ）， 此时特征方程为

　 　 ｆ０（λ） ＝ λ ４ ＋ Ａ１０λ ３ ＋ Ａ２０λ ２ ＋ Ａ３０λ ＋ Ａ４０，
其中

　 　 Ａ１０ ＝ ｂＸ － θＳＸ
（１ ＋ θＸ） ２

＋ μ ｋｄ１ ＋ μ ｋｄ２ ＋ μ ｋｄ３ ＋ μ ｋｄ４，

　 　 Ａ２０ ＝ μ ｋｄ２ ｂＸ － θＳＸ
（１ ＋ θＸ） ２

＋ μ ｋｄ１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｋ２ＸＹ ＋ μ ２

ｋｄ３ｄ４ ＋ ｒ２ＳＩ ＋ βＳＸ
（１ ＋ θＸ） ３，

　 　 Ａ３０ ＝ ｂＸ － θＳＸ
（１ ＋ θＸ） ２

＋ μ ｋｄ１ ＋ μ ｋｄ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ （μ ２

ｋｄ３ｄ４ ＋ ｒ２ＳＩ） ＋

　 　 　 　 μ ｋｄ２ ｂＸ － θＳＸ
（１ ＋ θＸ） ２

＋ μ ｋｄ１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｋ２ＸＹé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú （ｄ３μ ｋ ＋ ｄ４μ ｋ） ＋

　 　 　 　 βＳＸ
（１ ＋ θＸ） ３（ｄ２μ ｋ ＋ ｄ４μ ｋ），

　 　 Ａ４０ ＝ μ ｋｄ２ ｂＸ － θＳＸ
（１ ＋ θＸ） ２

＋ μ ｋｄ１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｋ２ＸＹé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú （μ ２

ｋｄ３ｄ４ ＋ ｒ２ＳＩ） ＋

　 　 　 　 βＳＸ
（１ ＋ θＸ） ３ ｄ２ｄ４μ ２

ｋ ．

容易得到，当 ｒ ＞ １ 时， ｆ０（０） ＝ Ａ４０ ＞ ０，并且 ｆ ′０（λ） ＝ ４λ ３ ＋ ３Ａ１０λ ２ ＋ ２Ａ２０λ ＋ Ａ３０ ＞ ０．这说明

ｆ０（λ） ＝ ０ 无正实根，下面说明 ｆ０（λ） ＝ ０ 无纯虚根．假设 λ ＝ ｉω（ω ＞ ０） 是特征方程的特征根，
代入方程，则有

　 　 （ω ４０ － Ａ２０ω ２ ＋ Ａ４０） ＋ ｉ（Ａ３０ω － Ａ１０ω ３） ＝ ０．
由上式可得

　 　 ω ４ － Ａ２０ω ２ ＋ Ａ４０ ＝ ０， Ａ３０ω － Ａ１０ω ３ ＝ ０，
所以有

　 　 Ａ１０Ａ２０Ａ３０ － Ａ２
３０ － Ａ２

１０Ａ４０ ＝ ０．
通过计算可以得出矛盾．事实上，只要取常数项进行比较．Ａ１０Ａ２０Ａ３０ － Ａ３０

２ 按 μ ｋ 降幂排列，
常数项为
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　 　 ｋ２ＸＹ ＋ βＳＸ
（１ ＋ θＸ） ３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｒ２ＳＩ ｂＸ － θＳＸ

（１ ＋ θＸ） ２
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

，

而 Ａ１０
２Ａ４０ 按 μ ｋ 降幂排列，常数项为

　 　 ｋ２ＸＹｒ２ＳＩ ｂＸ － θＳＸ
（１ ＋ θＸ） ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

．

从而特征方程不存在虚根．由文献［１５］中定理 ３．３．１ 知，特征方程的根均有负实部．即当 ｒ ＞ １
时， Ｅ４ 具有局部渐近稳定性．

定理 ２　 若 ｍ ＝ ０ 且 Ｒ ＞ １，那么正平衡点 Ｅ４ 是全局渐近稳定的．
证　 定义 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数：

　 　 Ｖ（ ｔ） ＝ ∫
Ω

Ｘ － Ｘ∗ － Ｘ∗ ｌｎ Ｘ
Ｘ∗

＋ Ｙ － Ｙ∗ － Ｙ∗ ｌｎ Ｙ
Ｙ∗

＋é

ë
ê
ê

　 　 　 　 ｈ Ｓ － Ｓ∗ － Ｓ∗ ｌｎ Ｓ
Ｓ∗

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｈ Ｉ － Ｉ∗ － Ｉ∗ ｌｎ Ｉ

Ｉ∗
æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û
ú
ú ｄｘ，

其中 ｈ ＝ （１ ＋ θＸ） ／ β ．则

　 　 Ｖ′（ ｔ） ＝ － ∫
Ω

ｄ１Ｘ∗

Ｘ２ ｜ ÑＸ ｜ ２ ＋
ｄ２Ｙ∗

Ｙ２ ｜ ÑＹ ｜ ２ ＋
ｄ３Ｓ∗ｈ
Ｓ２ ｜ ÑＳ ｜ ２ ＋

ｄ４Ｉ∗ｈ
Ｉ２

｜ ÑＩ ｜ ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘ ＋

　 　 　 　 ∫
Ω

（Ｘ － Ｘ∗） ａ － ｂＸ － Ｓ
１ ＋ θＸ

－ ｋＹæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ （Ｙ － Ｙ∗）（ｋＸ － ｄ） ＋é

ë
êê

　 　 　 　 ｈ（Ｓ － Ｓ∗） － α ＋ βＸ
１ ＋ θＸ

－ ｒＩæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｈ（ Ｉ － Ｉ∗）（ ｒ Ｓ － ｃ） ù

û
úú ｄｘ ≤

　 　 　 　 － ｂ∫
Ω
（Ｘ － Ｘ∗） ２ｄｘ － ∫

Ω
（Ｘ － Ｘ∗）

Ｓ
１ ＋ θＸ

－ Ｓ∗

１ ＋ θＸ∗
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘ －

　 　 　 　 ｋ∫
Ω
（Ｘ － Ｘ∗）（Ｙ － Ｙ∗）ｄｘ ＋ ｋ∫

Ω
（Ｙ － Ｙ∗）（Ｘ － Ｘ∗）ｄｘ ＋

　 　 　 　 ｈ∫
Ω
（Ｓ － Ｓ∗）

βＸ
１ ＋ θＸ

－ βＸ∗

１ ＋ θＸ∗
æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｒ（ Ｉ － Ｉ∗）é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ｄｘ ＋

　 　 　 　 ｈｒ∫
Ω
（ Ｉ － Ｉ∗）（Ｓ － Ｓ∗）ｄｘ ≤－ ∫

Ω
ｂ － θＳ∗

１ ＋ θＸ∗
æ

è
ç

ö

ø
÷ （Ｘ － Ｘ∗） ２ｄｘ ．

故当 Ｒ ＞ １ 时， Ｖ（ ｔ） ≤ ０， 从而正平衡点是全局渐近稳定的．
定理 ３　 若满足

　 　 ｂＸ∗ － θＳ∗ Ｘ∗

（１ ＋ θＸ∗） ２
＋ Ｓ∗Ｘ∗

（１ ＋ θＸ∗）（１ ＋ Ｘ∗）
＜ ０，

则存在正常数 ｍ０，当 ｍ ＞ ｍ０，那么正平衡点 Ｅ４ 是不稳定的．
证　 为了方便，仍然记 （Ｘ∗，Ｙ∗，Ｓ∗，Ｉ∗） ＝ （Ｘ，Ｙ，Ｓ，Ｉ） ．由于

　 　 ｄｅｔ ＧＷ（Ｅ４） ＝

　 　 　 　 μ ｋｄ２ μ ｋｄ１ ＋ ｂＸ － θＳＸ
（１ ＋ θＸ） ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＋ ｋ２ＸＹ{ } ｄ３ ＋ ｍ

１ ＋ Ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄ４μ ２

ｋ ＋ ｒ２ＳＩé

ë
êê

ù

û
úú ＋

　 　 　 　 Ｘ
１ ＋ θＸ

ｄ２ｄ４μ ２
ｋ

ｍＳμ ｋ

（１ ＋ Ｘ） ２
＋ βＳ

（１ ＋ θＸ） ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

取极限
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　 　 ｌｉｍ
ｍ→∞

ｄｅｔ ＧＷ（Ｅ４） ＝

　 　 　 　
ｄ４

１ ＋ Ｘ
μ ２

ｋ μ ｋｄ２ μ ｋｄ１ ＋ ｂＸ － θＳＸ
（１ ＋ θＸ） ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＋ ｋ２ＸＹ{ } ＋

　 　 　 　 Ｘ
１ ＋ θＸ

ｄ２ｄ４μ ２
ｋ

ｍＳμ ｋ

（１ ＋ Ｘ） ２
＝
ｄ１ｄ２ｄ４

１ ＋ Ｘ
μ ４

ｋ ＋

　 　 　 　 ｂＸ － θＳＸ
１ ＋ θＸ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｄ２ｄ４

１ ＋ Ｘ
＋ ＳＸ

（１ ＋ θＸ）
ｄ２ｄ４

（１ ＋ Ｘ） ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
μ ３

ｋ ＋
ｋ２ＸＹｄ４

１ ＋ Ｘ
μ ２

ｋ ＝

　 　 　 　 μ ２
ｋ（Ｂ１μ ２

ｋ ＋ Ｂ２μ ｋ ＋ Ｂ０），
其中

　 　 Ｂ０ ＝
ｄ４ｋ２ＸＹ
１ ＋ Ｘ

， Ｂ１ ＝
ｄ１ｄ２ｄ４

１ ＋ Ｘ
，

　 　 Ｂ２ ＝ ｂＸ － θＳＸ
（１ ＋ θＸ） ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｄ２ｄ４

１ ＋ Ｘ
＋ ＳＸ

（１ ＋ θＸ） ２

ｄ２ｄ４

（１ ＋ Ｘ） ２ ．

设 μ １（ｍ），μ ２（ｍ），μ ３（ｍ），μ ４（ｍ） 为 ｄｅｔＧＷ（Ｅ４） ＝ ０ 的 ４ 个根，且 μ １（ｍ） ≤ μ ２（ｍ） ≤ μ ３（ｍ） ≤
μ ４（ｍ）， 则

　 　 μ １（ｍ）·μ ２（ｍ）·μ ３（ｍ）·μ ４（ｍ） ＝ ｋ２ＸＹ·ｒ２ＸＹ ＞ ０，
　 　 ｌｉｍ

ｍ→∞
μ １（ｍ） ＝ ｌｉｍ

ｍ→∞
μ ２（ｍ） ＝ ０， ｌｉｍ

ｍ→∞
μ ３（ｍ） ＞ ０， ｌｉｍ

ｍ→∞
μ ４（ｍ） ＞ ０．

由定理条件可知， Ｂ２ ＜ ０．由连续性可知，存在常数 ｍ０，当 ｍ ＞ ｍ０ 时，有
 － ∞ ＜ μ １（ｍ） ＜ μ ２（ｍ） ＜ ０ ＜ μ ３（ｍ） ＜ μ ４（ｍ） ＜ ＋ ∞；
 ０ ＜ μ １（ｍ） ＜ μ ２（ｍ） ＜ μ ３（ｍ） ＜ μ ４（ｍ） ＜ ＋ ∞；

因此，存在 μ ｋ ∈ （μ ３（ｍ），μ ４（ｍ）），使得 ｄｅｔ ＧＷ（Ｅ４） ＜ ０．这说明此时至少有一正的特征根．故
正平衡点 Ｅ４ 不稳定．

２　 非常数正平衡解的存在性

引理 １　 存在正常数 Ａ， 使得系统（３）的解满足

　 　 Ａ －１ ≤ （Ｘ，Ｙ，Ｓ，Ｉ） ≤ Ａ ．
证　 由极值原理易知

　 　 ０ ≤ Ｘ ≤ ａ
ｂ

．

将第一个方程和第二个方程相加，同样由极值原理，有

　 　 ０ ≤ Ｙ ≤ ａ
ｄ

Ｘ ≤ ａ２

ｄｂ
，

记

　 　 ϕ（ｘ） ＝ ｄ１βＸ ＋ ｄ２Ｙ ＋ ｄ３ ＋ ｍ
１ ＋ Ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｓ ＋ ｄ４Ｉ ．

设 ϕ（ｘ０） ＝ ｍａｘ ϕ（ｘ）， 由极值原理

　 　 Ｓ（ｘ０） ≤ ａ２

αｂ
， Ｉ（ｘ０） ≤ ａ２

ｂｃ
，

　 　 ｄ３ ＋ ｍ
１ ＋ Ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｓ ≤ ϕ（ｘ０） ≤

ｄ１βａ
ｂ

＋
ｄ２ａ２

ｄｂ
＋

（ｄ３ ＋ ｍ）ａ２

αｂ
＋
ｄ４ａ２

ｂｃ
，
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从而有

　 　 Ｓ ≤ １
ｄ３

ｄ１βａ
ｂ

＋
ｄ２ａ２

ｄｂ
＋

（ｄ３ ＋ ｍ）ａ２

αｂ
＋
ｄ４ａ２

ｂｃ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ Ｃ１，

　 　 Ｉ（ｘ） ≤ １
ｄ３

ϕ（ｘ） ≤
Ｃ１

ｄ３
，

取

　 　 Ａ ＝ ｍａｘ
ｘ∈Ω－

ａ
ｂ
，ａ

２

ｄｂ
，Ｃ１，

Ｃ１

ｄ３
{ } ．

下面证明 Ｘ，Ｙ，Ｓ，Ｉ 下界，记

　 　 ϕ１（ｘ） ＝ ｄ３ ＋ ｍ
１ ＋ Ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｓ

满足方程

　 　 － Δϕ１（ｘ） ＝ ｃ（ｘ）ϕ１（ｘ），
其中

　 　 ‖ ϕ（ｘ）‖∞ ＝
－ α ＋ βＸ

１ ＋ θＸ
－ ｒＩ

ｄ３ ＋ ｍ
１ ＋ Ｘ ∞

≤ αβ
ｄ３ｂ

．

由 Ｈａｒｎａｃｋ［１６］不等式可得

　 　 ｍａｘ
ｘ∈Ω－

ϕ１（ｘ） ≤ Ａ１ ｍｉｎ
ｘ∈Ω－

ϕ１（ｘ），

从而

　 　 ｍａｘ
ｘ∈Ω－

Ｓ（ｘ） ≤ Ａ２ ｍｉｎ
ｘ∈Ω－

Ｓ（ｘ） ．

同理有

　 　 ｍａｘ
ｘ∈Ω－

Ｘ（ｘ） ≤ Ａ３ ｍｉｎ
ｘ∈Ω－

Ｘ（ｘ）； ｍａｘ
ｘ∈Ω－

Ｙ（ｘ） ≤ Ａ４ ｍｉｎ
ｘ∈Ω－

Ｙ（ｘ）； ｍａｘ
ｘ∈Ω－

Ｉ（ｘ） ≤ Ａ５ ｍｉｎ
ｘ∈Ω－

Ｉ（ｘ） ．

将方程组（３）中第二个和第四个方程积分，由散度定理可得

　 　 ∫
Ω
（ｋＸＹ － ｄＹ）ｄｘ ＝ ０，

因此存在 ｘ１ ∈ Ω ，使 Ｘ（ｘ１） ＝ ｄ ／ ｋ， 结合 Ｈａｒｎａｃｋ 不等式可得

　 　 ｍｉｎ
ｘ∈Ω－

Ｘ（ｘ） ≥ ｄ
Ａ３ｋ

．

用同样的方法可证

　 　 ｍｉｎ
ｘ∈Ω－

Ｓ（ｘ） ≥ ｃ
Ａ２ｒ

．

对于 Ｉ（ｘ） 下界利用反证法，假设存在序列 { ｄｉ，ｋ，ｍｋ } ＋∞
ｋ ＝ １（ ｉ ＝ １，２，３，４），使得 ｋ →＋ ∞ 时，

　 　 ｍｉｎ
ｘ∈Ω－

Ｉｋ（ｘ） → ０， （Ｘｋ，Ｙｋ，Ｓｋ） → （Ｘ∗，Ｙ∗，Ｓ∗） ．

由 Ｈａｒｎａｃｋ 不等式可知， ｍａｘｘ∈Ω－ Ｉｋ（ｘ） → ０．则 Ｉｋ（ｘ） → ０ 在 Ω 一致成立．直接将方程组（３）中第

三个方程序列积分，由散度定理可得

　 　 ∫
Ω

－ αＳｋ ＋
βＳｋＸｋ

１ ＋ θＸｋ

－ ｒＳｋＩｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘ ＝ ０．
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令 ｋ →＋ ∞ 并由积分中值定理，存在 ｘ２ ∈ Ω， 使得

　 　 － α ＋
βＸ（ｘ５）

１ ＋ θＸ（ｘ５）
＝ ０，

这与条件（Ｈ４）矛盾．
利用同样方法可证明 Ｙ 的下界，引理证毕．
记系统（３）为
　 　 － ΔΦ（Ｗ） ＝ Ｇ（Ｗ）， Ｂ ＝ { ｘ ∈ Ω ｜ Ａ －１ ≤ Ｘ，Ｙ，Ｓ，Ｉ ≤ Ａ } ，

将其记为

　 　 Ｆ（Ｗ） ＝
　 　 　 　 Ｗ － （Ｉ － Δ） －１ { ［Φ（Ｗ）（Ｗ）］ －１［Ｇ（Ｗ） ＋ ÑＷ·ΦＷＷ（Ｗ）·ÑＷ］ ＋ Ｗ } ＝ ０，

其中 （Ｉ － Δ） －１ 是 Ｉ － Δ 的逆，易证对所有 Ｗ，ｄｅｔΦＷ ＞ ０．则Φ－１
Ｗ 存在，由于算子 Ｆ（·） 是恒等

算子 Ｉ 的一个紧干扰算子．对 ∀Ｗ∈∂Ｂ 有 Ｆ（Ｗ） ≠ ０， 则有 Ｌｅｒａｙ⁃Ｓｃｈａｕｄｅｒ 拓扑度 ｄｅｇ（Ｆ（·），
０，Ｂ） ．直接计算得

　 　 ＤＷＦ（Ｅ４） ＝ Ｉ － （Ｉ － Δ） －１ { ［ΦＷ（Ｅ４）］
－１ＧＷ（Ｅ４） ＋ Ｉ } ，

记

　 　 Ｈ（μ） ＝ ｄｅｔ { μＩ － （ΦＷ（Ｅ４））
－１ＧＷ（Ｅ４） } ．

由 Ｌｅｒａｙ⁃Ｓｃｈａｕｄｅｒ 定理，有以下引理．
引理 ２　 对所有正整数 ｉ 都有 Ｈ（μ ｉ） ≠ ０， 则

　 　 ｉｎｄｅｘ（Ｆ（·），Ｅ４） ＝ （ － １）ｍ，　 　 ｍ ＝ ∑
ｉ≥０，Ｈ（μ ｉ） ＜ ０

ｄｉｍ Ｅ（μ ｉ） ．

证　 由于 ｄｅｔ { ［Φ（Ｗ）（Ｅ４）］
－１ } ＞ ０，故只需考虑 ｄｅｔ［μΦＷ（Ｅ４） － ＧＷ（Ｅ４）］ 的符号来判

断 Ｈ（μ） 的符号．
定理 ４　 设满足条件（Ｈ４）以及

　 　 ｂＸ∗ － θＳ∗ Ｘ∗

（１ ＋ θＸ∗） ２
＋ Ｓ∗Ｘ∗

（１ ＋ θＸ∗）（１ ＋ Ｘ∗）
＜ ０，

　 　 ４ｄ１ ｒ２Ｓ∗Ｉ∗ｄ１ｄ２ ＋ ｋ２Ｘ∗Ｙ∗ｄ３ｄ４ ＋ βＳ∗Ｘ∗

（１ ＋ θＸ∗） ３ ｄ２ｄ４
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ＞

　 　 　 　
ｄ１ｄ２

２ｒ２Ｓ∗Ｉ∗

ｋ２Ｘ∗Ｙ∗
＋ ｄ２ｄ３ｄ４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｂＸ∗ － θＳ∗Ｘ∗

（１ ＋ θＸ∗） ２
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

，

并且 μ ３（ｍ） ∈ （μ ｉ －１，μ ｉ），μ ４（ｍ） ∈ （μ ｊ －１，μ ｊ）， ｊ － ｉ 为奇数．那么存在正常数 Ｍ，当 ｍ ＞ Ｍ 时，
系统（２）至少有一个非常数正平衡解．

证　 利用反证法．假设结论不成立，对 ｔ ∈ ［０，１］， 定义

　 　 Φ（ ｔ，Ｗ） ＝ ｄ１Ｘ，ｄ２Ｙ，ｄ３Ｓ ＋ ｔｍＳ
１ ＋ Ｘ

，ｄ４Ｉ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

考虑如下方程：

　 　
－ ΔΦ（ ｔ，Ｗ） ＝ Ｇ（Ｗ）， ｘ ∈ Ω，
∂Ｗ
∂ｎ

＝ ０， ｘ ∈ ∂Ω ．

ì

î

í
ïï

ïï
（４）

记

　 　 Ｆ（ ｔ，Ｗ） ＝
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　 　 　 　 Ｗ － （Ｉ － Δ） －１ { ［ΦＷ（ ｔ，Ｗ）］ －１［Ｇ（Ｗ） ＋ ÑＷ·ΦＷＷ（ ｔ，Ｗ）·ÑＷ］ ＋ Ｗ } ＝ ０．
当 ｔ ＝ １ 时，系统（４）即是系统（３），并且系统（４）只有唯一正常数解 Ｅ４ ．由定理条件及引理 ２ 可

知 ｉｎｄｅｘ（Ｆ（１，·），Ｅ４） ＝ （ － １） σｎ ＝ － １．
另外，考虑 ｍ ＝ ０ 时，
　 　 ｆ（λ） ＝ λ ４ ＋ Ａ１０λ ３ ＋ Ａ２０λ ２ ＋ Ａ３０λ ＋ Ａ４０，

　 　 Ａ４０ ＝ μｄ２ ｂＸ∗ － θＳ∗Ｘ∗

（１ ＋ θＸ∗） ２
＋ μｄ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｋ２Ｘ∗Ｙ∗é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú （μ ２

ｋｄ３ｄ４ ＋ ｒ２Ｓ∗Ｉ∗） ＋

　 　 　 　 βＳ∗Ｘ∗

（１ ＋ θＸ∗） ３ ｄ２ｄ４μ ２ ＝

　 　 　 　 Ｂ１０μ ４ ＋ Ｂ２０μ ３ ＋ Ｂ３０μ ２ ＋ Ｂ４０μ ＋ Ｂ５０，
其中

　 　 Ｂ１０ ＝ ｄ１ｄ２ｄ３ｄ４， Ｂ２０ ＝ ｄ２ｄ３ｄ４ ｂＸ∗ － θＳ∗Ｘ∗

（１ ＋ θＸ∗） ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 Ｂ３０ ＝ ｒ２Ｓ∗Ｉ∗ｄ１ｄ２ ＋ ｋ２Ｘ∗Ｙ∗ｄ３ｄ４ ＋ βＳ∗Ｘ∗

（１ ＋ θＸ∗） ３ ｄ２ｄ４，

　 　 Ｂ４０ ＝ ｒ２Ｓ∗Ｉ∗ｄ２ ｂＸ∗ － θＳ∗Ｘ∗

（１ ＋ θＸ∗） ２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， Ｂ５０ ＝ ｋ２Ｘ∗Ｙ∗ｒ２Ｓ∗Ｉ∗ ．

当满足条件（Ｈ５）： ４Ｂ１０Ｂ３０ ＞ Ｂ２
２０， ４ Ｂ３０ －

Ｂ２
２０

４Ｂ１０

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｂ５０ ＞ Ｂ２

４０ 时，对 ∀ｕ ＞ ０，Ａ４０ ＞ ０．通过计算可

得，当满足条件

　 　 ４ｄ１ ｒ２Ｓ∗Ｉ∗ｄ１ｄ２ ＋ ｋ２Ｘ∗Ｙ∗ｄ３ｄ４ ＋ βＳ∗Ｘ∗

（１ ＋ θＸ∗） ３ ｄ２ｄ４
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ｄ１ｄ２
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ｋ２Ｘ∗Ｙ∗
＋ ｄ２ｄ３ｄ４
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ø
÷ ｂＸ∗ － θＳ∗Ｘ∗

（１ ＋ θＸ∗） ２
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

时，恒有 Ｈ（μ） ＞ ０．因此对任意 μ ＞ ０，ｉｎｄｅｘ（Ｆ（０，·），Ｅ４） ＝ （ － １） ０ ＝ １．
因为由假设，在 Ｂ 中系统（４）只有唯一正常数解 Ｅ４ ．因此有
　 　 ｄｅｇ（Ｆ（０，·），０，Ｂ） ＝ ｉｎｄｅｘ（Ｆ（０，·），Ｅ４），
　 　 ｄｅｇ（Ｆ（１，·），０，Ｂ） ＝ ｉｎｄｅｘ（Ｆ（１，·），Ｅ４） ．
这与拓扑度的同伦不变性 ｄｅｇ（Ｆ（０，·），０，Ｂ） ＝ ｄｅｇ（Ｆ（１，·），０，Ｂ） 相矛盾，这说明在 Ｂ

内系统（３）一定有不同于 Ｅ４ 的解．证毕．

３　 结　 　 论

由文中定理 １～３ 的结论，首先讨论没有入侵扩散时，正常数平衡点的稳定性，得到结论如
下：当扩散系数 ｍ ＝ ０ 且满足阈值 ｒ ＞ １ 时，平衡点 Ｅ４ 是局部渐近稳定的；当扩散系数 ｍ ＝ ０ 且
满足阈值 Ｒ ＞ １ 时，平衡点 Ｅ４ 是全局渐近稳定的．而当入侵存在，扩散系数 ｍ 充分大且满足一

定条件时，平衡点 Ｅ４ 是不稳定的．这就说明入侵会导致平衡态失稳．进一步地，由定理 ４ 的结论
可知，当自扩散系数 ｄｉ（ ｉ ＝ １，２，３，４） 固定且满足一定条件，扩散系数 ｍ 足够大时，能进一步产

生其他非常数正平衡解，此时捕食者和食饵能共存．
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１３３捕食者食饵均染病的入侵反应扩散捕食系统中扩散的作用
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