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摘要：　 研究了一类具有时滞的云杉蚜虫种群阶段结构模型的动力学行为．首先，讨论了模型正平

衡点的存在唯一性，并分析了该平衡点的局部稳定性和出现 Ｈｏｐｆ 分岔的充分条件；其次，利用中

心流形定理和正规形理论，讨论了分岔周期解的稳定性及方向；最后，通过数值模拟验证了相关结

论的正确性．该文所得结论具有广泛的实际应用价值．
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引　 　 言

云杉蚜虫又叫云杉食心虫，是一种生活在北美森林的常见昆虫，集中于有黑云杉（白云

杉）或香脂冷杉树的地方［１⁃２］ ．它的幼虫以鲜嫩的芽、嫩枝、叶和植物的其他部分为食物，这对植

物造成了严重的影响［３］ ．尽管人们耗费数亿美元购买杀虫剂遏制其增长，但还是导致了云杉蚜

虫的周期性爆发，例如在美国的西北太平洋地区以及加拿大的南部地区等［４⁃６］ ．云杉蚜虫周期

性爆发的严重影响就是引起各种疾病广泛的传播，例如杆状病毒［７］等．所以研究云杉蚜虫种群

结构模型的动力学行为，对于遏制其疫情的爆发并提供有效的控制措施极为重要．
对于不同种群结构模型的动力学研究成果有许多，如王双明等［８］对寄主种群引入了 ｌｏｇｉｓ⁃

ｔｉｃ 增长模式，研究了一类带时滞的周期非局部反应扩散传染病模型，并利用次代算子方法定

义了模型的基本再生数，进一步给出了疾病持久与消亡的充分条件．在 ２０ 世纪 ７０ 年代左右，
源于人口结构系统，带有捕食函数的经典 ｌｏｇｉｓｔｉｃ 云杉蚜虫种群模型［９⁃１０］ 被提出， 因该模型存

在一个稳定的周期轨道被学者广泛研究，如 Ｒａｓｍｕｓｓｅｎ 等［１１］利用奇异摄动法研究了云杉蚜虫

相互作用中的松弛振动．然而，加拿大的新布伦瑞克绿河工程项目人员在实地观察时发现，蚜
虫对植物的捕食或者搬运能力并不是导致蚜虫种群周期振动的主要原因［４］，同时 Ｈａｓｓｅｌｌ
等［１２⁃１３］也建立了一系列数值模拟方法验证上述观点．此后，Ｖａｉｄｙａ 等［１４］ 把时滞引入模型中，即
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得到具有时滞的云杉蚜虫种群结构模型，利用图解技术研究了该模型平衡点的存在情况以及

周期振动性，并提供了一些控制周期性爆发的有效措施．Ｘｕ 等［１５］在文献［１４］模型的基础上又

引入反应扩散和生理结构，通过分析模型中特征值的分布以及利用中心流形定理和正规形理

论，分别讨论了稳态解的稳定性和 Ｈｏｐｆ 分岔性质等．然而，对于具有时滞的云杉蚜虫种群结构

模型正平衡点的存在唯一性，以及分岔周期解的方向和稳定性，笔者至今未见报道．
对于云杉蚜虫的年龄结构种群模型：

　 　 ∂Ｎ
∂ｔ

（ ｔ，ａ） ＋ ∂Ｎ
∂ａ

（ ｔ，ａ） ＝ － Ｄ（ａ）Ｎ（ ｔ，ａ） － ＰａＮ（ ｔ，ａ），

其中， Ｎ（ ｔ，ａ） 表示蚜虫种群在 ａ 年龄、ｔ 时刻的种群密度，Ｄ（ａ） 和 Ｐａ 分别表示死亡率和捕食

率，均与年龄有关．Ｖａｉｄｙａ 和 Ｗｕ［１４］对该模型进行了详细分析（详细过程见文献［１４］），并将模

型变为

　 　 ｄｍ（ ｔ）
ｄｔ

＝ ［ － ｄ － ｐ（ｍ（ ｔ））］ｍ（ ｔ） ＋ ｅ －ｃ τ～ ｂ（ｍ（ ｔ － τ）），

这里假设 ｍ（ ｔ） ＝ ∫∞
τ～
Ｎ（ ｔ，ａ）ｄａ 表示 ｔ 时刻成熟种群的密度，τ 表示成熟的时间延迟；出生函数

ｂ（ｍ） ＝ ｑ１ｍｅ －αｍ，ｑ１ 与出生率有关且 ｑ１ ＞ ｄ，ｄ 表示成熟种群的平均死亡率，α ＞ ０ 且 １ ／ α 表示

当出生率达到最大值时其成熟种群量的大小；功能反应函数 ｐ（ｍ）ｍ ＝ βｍ２ ／ （γ２ ＋ ｍ２），ｐ ＝
ｐ（ｍ） 表示对成熟种群的捕食率，β 是捕食的最大水平，γ ＞ ０ 描述在捕食率为 β ／ ２ 时蚜虫的种

群量．
下面对上述方程进行无量纲化．对出生函数 ｂ（ｍ） ＝ ｑ１ｍｅ －αｍ 的变量做尺度变换 ｍ（ ｔ） ＝

ｍ（ ｔ） ／ γ， ｔ ＝ βｔ ／ γ，并定义 ｍ（γｔ ／ β） ＝ ｙ（ ｔ） ．为了方便，仍用 ｔ表示 ｔ， 即得到本文主要研究的幼

年、成年云杉蚜虫结构种群模型：

　 　 ｄｙ（ ｔ）
ｄｔ

＝ － Ａｙ（ ｔ） － ｙ２（ ｔ）
１ ＋ ｙ２（ ｔ）

＋ Ｂｙ（ ｔ － τ）ｅ －Ｃｙ（ ｔ －τ）， （１）

其中 Ａ ＝ ｄγ ／ β，Ｂ ＝ ｑ１γｅ
－ｃ τ～ ／ β，Ｃ ＝ αγ 且 τ ＝ βτ ／ γ ≥ ０，Ａ，Ｂ，Ｃ 均为正数．这里参数 Ａ 与云杉蚜

虫成熟种群的死亡率有关，Ｂ 和 Ｃ 分别与鸟类的捕食和云杉蚜虫不成熟种群的存活率有关，ｃ
＞ ０ 表示不成熟种群的平均死亡率．

本文的主要内容安排如下：首先讨论了正平衡点存在且唯一的充分条件，并分析了该平衡

点的局部稳定性及 Ｈｏｐｆ 分岔情况；其次，利用正规形理论和中心流形定理研究了分岔周期解

的方向和稳定性；最后进行数值模拟，验证了所得结论的正确性．

１　 平衡点的存在性及 Ｈｏｐｆ 分岔与稳定性分析

该节分为两部分进行研究，首先讨论模型（１）平衡点的存在性；其次分析正平衡点的 Ｈｏｐｆ
分岔情况及稳定性．
１．１　 平衡点的存在性分析

模型（１）的平衡点由如下的方程给出：

　 　 － Ａｙ － ｙ２

１ ＋ ｙ２
＋ Ｂｙｅ －Ｃｙ ＝ ０，

显然 ｙ ＝ ０ 总是方程（１）的平衡点，并且参数 Ａ，Ｂ，Ｃ 的取值决定了是否存在非零平衡点．若 ｙ ＝
ｙ－ 为方程（１） 的正平衡点，则 ｙ－ 一定满足方程
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　 　 Ｂｅ －Ｃｙ － Ａ ＝ ｙ
１ ＋ ｙ２ ． （２）

易知，当 Ｂ ≤ Ａ 时，对任意 ｙ ∈ （０， ＋ ∞），

　 　 Ａ ＋ ｙ
１ ＋ ｙ２ ＞ Ａ ≥ Ｂ ＞ Ｂｅ －Ｃｙ

恒成立，这与方程（２）矛盾．因此当 Ｂ ≤ Ａ 时，方程（１）无正平衡点．
当 Ｂ ＞ Ａ时，方程（１） 可能有 １个、２个或 ３个正平衡点，其正平衡点的个数取决于参数 Ａ，

Ｂ和 Ｃ的取值，详细内容见文献［１４］ ．如果在 Ｂ ＞ Ａ的条件下假设 Ｃ ＞ ３ ／ ３ 成立，即可得方程

（１）有唯一的正平衡点．由此可得到下面的定理．

定理 １　 若 Ｂ ＞ Ａ 且 Ｃ ＞ ３ ／ ３， 则方程（１）除零平衡点外有唯一的正平衡点．
证明　 对方程（２）的等式两边同时乘以 ｅＣｙ 有

　 　 Ｂ － ＡｅＣｙ ＝ ｙ
１ ＋ ｙ２ ｅＣｙ，

令

　 　 ｈ１（ｙ） ＝ Ｂ － ＡｅＣｙ， ｈ２（ｙ） ＝ ｙ
１ ＋ ｙ２ ｅＣｙ，

可得

　 　 ｈ′１（ｙ） ＝ － ＡＣｅＣｙ， ｈ′２（ｙ） ＝ ｅＣｙ（Ｃｙ３ － ｙ２ ＋ Ｃｙ ＋ １）
（１ ＋ ｙ２） ２ ．

由 ｈ１（０） ＝ Ｂ － Ａ，Ｂ ＞ Ａ，且当 ｙ→＋ ∞ 时，ｈ１（ｙ） →－ ∞ 恒成立，又因对任意的 ｙ∈（０， ＋ ∞），
ｈ′１（ｙ） ＜ ０ 恒成立，则 ｈ１（ｙ） 为单调减函数且 ｈ１（０） ＞ ０．

由 ｈ２（０） ＝ ０，下面只需要证明 ｈ′２（ｙ） 对任意 ｙ ∈ （０， ＋ ∞） 为单调增函数即可．令 ｈ３（ｙ） ＝

Ｃｙ３ － ｙ２ ＋ Ｃｙ ＋ １，则有 ｈ３（０） ＝ １，ｈ′３（ｙ） ＝ ３Ｃｙ２ － ２ｙ ＋ Ｃ ．当 Ｃ ＞ ３ ／ ３ 时，ｈ′３（ｙ） ＞ ０ 恒成立，
即 ｈ３（ｙ） ≥１成立．进一步得到 ｈ′２（ｙ） ＞ ０也是成立的，所以当 ｙ∈（０， ＋ ∞） 时，ｈ２（ｙ） 为单调

增函数．证毕．

注 １　 本文运用了文献［１４］中关于云杉蚜虫种群模型的参数值，见表 １．从表 １ 中易知 Ｃ ≈ １１．８５７ ２ ≫

３ ／ ３，则参数 Ｃ 的假设合理．

表 １　 云杉蚜虫种群模型参数值［１４］

Ｔａｂｌｅ １　 Ｓｐｒｕｃｅ ｂｕｄｗｏｒｍ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ［１４］

ｓｙｍｂｏｌ ｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎ ｖａｌｕｅ ｓｏｕｒｃｅ

β ｍａｘ． ｂｕｄｗｏｒｍｓ ａｓ ｐｒｅｙ １０５ ７００ （ｌａｒｖａｅ） （ｈｍ２·ａ） －１ （Ｌｕｄｗｉｇ ｅｔ ａｌ．，１９７９）， （Ｌｕｄｗｉｇ ｅｔ ａｌ．，１９７８）

γ ｒｅｌａｔｅｄ ｔｏ ｐｒｅｄａｔｉｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ６９ ７４８ （ｌａｒｖａｅ） （Ｌｕｄｗｉｇ ｅｔ ａｌ．，１９７９）， （Ｌｕｄｗｉｇ ｅｔ ａｌ．，１９７８）

τ ｍａｔｕｒａｔｉｏｎ ｄｅｌａｙ ０．７５～２ ａ
（Ｆｌｅｍｉｎｇ ａｎｄ Ｓｈｏｅｍａｋｅｒ，１９９２），

（Ｓｈｅｅｈａｎ ｅｔ ａｌ．，１９８９）， （Ｒｏｙａｍａ，１９８４）

ｃ ｄｅａｔｈ ｒａｔｅ ｏｆ ｉｍｍａｔｕｒｅ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ ０．９５～２．５３ （Ｓｈｅｅｈａｎ ｅｔ ａｌ．，１９８９）， （Ｒｏｙａｍａ，１９８４）， ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ

ｄ ｄｅａｔｈ ｒａｔｅ ｏｆ ｍａｔｕｒｅ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ ０．３０ （Ｓｈｅｅｈａｎ ｅｔ ａｌ．，１９８９）， （Ｂｌａｉｓ，１９８１）， ｅｓｔｉｍａｔｅｄ

α ｒｅｌａｔｅｄ ｔｏ ｂｉｒｔｈ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ０．０００ １７ ｅｓｔｉｍａｔｅｄ
ｑ１ ｒｅｌａｔｅｄ ｔｏ ｂｉｒｔｈ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ９．８３×１０５ （Ｒｏｙａｍａ，１９８４）， ｅｓｔｉｍａｔｅｄ， ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ
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１．２　 正平衡点的 Ｈｏｐｆ 分岔与稳定性分析

在后面的讨论中，都假设 Ｂ ＞ Ａ 且 Ｃ ＞ ３ ／ ３ 是成立的．
为了讨论正平衡点 ｙ ＝ ｙ－ 的稳定性，需将方程（１） 在 ｙ－ 处进行线性化．首先将平衡点 ｙ－ 平移

到原点，即做变换 ｕ ＝ ｙ － ｙ－， 从而得到方程（１）在原点处的线性化方程：

　 　 ｕ′（ ｔ） ＝ － Ａ － ２ｙ－

（１ ＋ ｙ－ ２） ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕ（ ｔ） ＋ Ｂｅ －Ｃｙ－（１ － Ｃｙ－）ｕ（ ｔ － τ）， （３）

则方程（３）的特征方程为

　 　 λ ＝ － Ａ － ２ｙ－

（１ ＋ ｙ－ ２） ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｂｅ －Ｃｙ－（１ － Ｃｙ－）ｅ －λτ ． （４）

令

　 　 β０ ＝ Ａ ＋ ２ｙ－

（１ ＋ ｙ－ ２） ２， β１ ＝ ｅ －Ｃｙ－（１ － Ｃｙ－），

方程（４）变为

　 　 λ ＝－ β０ ＋ Ｂβ１ｅ
－λτ ． （５）

当 τ ＝ ０ 时，方程（５）化为

　 　 λ ＝ Ｂβ１ － β０，
该式表明，若 Ｂβ１ ＜ β０ 成立，方程（５）所有的根具有负实部．

令 λ ＝ ｉｗ（ｗ ＞ ０） 是方程（５）的特征根，则有

　 　 ｉｗ ＝－ β０ ＋ Ｂβ１（ｃｏｓ（ｗτ） － ｉｓｉｎ（ｗτ）） ．
将上式的实部与虚部分离，可得

　 　 β０ ＝ Ｂβ１ｃｏｓ（ｗτ）， ｗ ＝－ Ｂβ１ｓｉｎ（ｗτ）， （６）
于是将式（６）中的两式分别平方再相加，有

　 　 β２
０ ＋ ｗ２ ＝ Ｂ２β２

１，
即

　 　 ｗ ＝ Ｂ２β２
１ － β２

０ ． （７）
所以当 Ｂ２β２

１ ＞ β２
０ 时，ｗ 存在，记为 ｗ０ ．于是将式（７） 代入式（６） 中，得到 τ 的表达式为

　 　 τｋ ＝
１

Ｂ２β２
１ － β２

０

ａｒｃｃｏｓ
β０

Ｂβ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ２ｋπé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，　 　 ｋ ＝ ０，１，２，… ． （８）

总结起来有下面的引理．
引理 １　 对方程（５），有
 如果 ｜ Ｂβ１ ｜ ＜ β０，则对 ∀τ ≥ ０， 方程（５）所有的根都具有严格负实部．
 如果 ｜ Ｂβ１ ｜ ＞ β０， 则存在序列

　 　 ０ ＜ τ０ ＜ τ１ ＜ … ＜ τｋ ＜ …
使得当 τ ＝ τｋ（ｋ ＝ ０，１，２，…） 时，方程（５） 有一对纯虚根 ± ｉｗ０ ．

（ａ） 若 Ｂβ１ ＜ － β０，当 τ ∈ ［０，τ０） 时，方程（５） 的所有根具有严格负实部；当 τ ＝ τ０ 时，除
了 ｉｗ０ 之外的其他所有根都具有严格负实部；当 τ ∈ （τｋ，τｋ＋１］（ｋ ＝ ０，１，２，…） 时，方程（５） 有

ｋ ＋ １ 对具有正实部的根．
（ｂ） 若 Ｂβ１ ＞ β０，则对任意 τ ≥ ０， 方程（５）至少有一个具有正实部的根．
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 如果 ｜ Ｂβ１ ｜ ＝ β０，则对 ∀τ ≥ ０， 方程（５）至少有一个零根．

注 ２　 关于引理 １ 的证明，其过程与文献［１６］第二章第 １ 节中结论的证明类似，此处略去．

假设 λ（τ） ＝ ａ（τ） ＋ ｉｗ（τ） 是方程（５） 在 τ ＝ τｋ 附近满足 ａ（τｋ） ＝ ０ 和 ｗ（τｋ） ＝ ｗ０ 的根，
则得到下面的引理，即满足横截性条件．

引理 ２　 ａ′（τｋ） ＞ ０．
证明　 方程（５）两边同时对 τ 求导，有

　 　 ｄλ
ｄτ

＝ Ｂβ１ｅ
－λτ － λ － τ ｄλ

ｄτ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

因为 Ｂβ１ｅ
－λτ ＝ λ ＋ β０， 所以解得

　 　 ｄλ
ｄτ

＝
－ Ｂβ１ｅ

－λτλ
１ ＋ Ｂβ１ｅ

－λττ
＝

－ λ（λ ＋ β０）
１ ＋ τ（λ ＋ β０）

，

故

　 　 ｄλ
ｄτ τ ＝ τｋ

＝
－ λ（λ ＋ β０）

１ ＋ τ（λ ＋ β０） τ ＝ τｋ
＝

　 　 　 　
ｗ２

０ － ｉｗ０β０

（１ ＋ τｋβ０） ＋ ｉτｋｗ０

＝
ｗ２

０ － ｉ［ｗ０β０（１ ＋ τｋβ０） ＋ τｋｗ３
０］

（１ ＋ τｋβ０） ２ ＋ τｋ
２ｗ２

０

．

由此可得

　 　 ａ′（τｋ） ＝
ｗ２

０

（１ ＋ τｋβ０） ２ ＋ τｋ
２ｗ２

０

＞ ０．

证毕．
结合引理 １ 和引理 ２ 立即可得下面关于正平衡点 ｙ－ 的稳定性结论．
定理 ２　 对系统（１），有
 若 ｜ Ｂβ１ ｜ ＜ β０，则对所有的 τ ≥ ０，方程（１） 的平衡点 ｙ－ 是渐近稳定的．
 若 Ｂβ１ ＞ β０，则对所有的 τ ≥ ０，方程（１） 的平衡点 ｙ－ 是不稳定的．
 若 Ｂβ１ ＜ － β０，则当 τ∈ ［０，τ０） 时，方程（１） 的平衡点 ｙ－ 是渐近稳定的；当 τ ＞ τ０ 时，平

衡点 ｙ－ 是不稳定的．并且方程（１） 在正平衡点处当 τ ＝ τｋ（ｋ ＝ ０，１，２，…） 时发生了 Ｈｏｐｆ 分岔．

注 ３　 关于零平衡点稳定性的讨论与此类似，此处略去．

２　 分岔周期解的方向和稳定性

该部分内容主要利用中心流形定理和正规形理论，考虑从正平衡点 ｙ－ 处分岔出的周期解

的方向及稳定性．
在方程（１）中令 ｘ（ ｔ） ＝ ｙ（τｔ） － ｙ－， 经过尺度变换后得到

　 　 ｘ（ ｔ） ＝ － τＡ（ｘ（ ｔ） ＋ ｙ－） － τｆ１（ｘ（ ｔ） ＋ ｙ－） ＋ τＢｆ２（ｘ（ ｔ － １） ＋ ｙ－）， （９）
其中

　 　 ｆ１（ｘ（ ｔ） ＋ ｙ－） ＝ （ｘ（ ｔ） ＋ ｙ－） ２

１ ＋ （ｘ（ ｔ） ＋ ｙ－） ２，

　 　 ｆ２（ｘ（ ｔ － １） ＋ ｙ－） ＝ （ｘ（ ｔ － １） ＋ ｙ－）ｅ －Ｃ（ｘ（ ｔ －１） ＋ ｙ－），
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为方便起见，在后面的讨论中简单记为 ｆ１ 和 ｆ２ ．则方程（９）的特征方程为

　 　 λτ ＝ － τβ０ ＋ τＢβ１ｅ
－λτ，

其中 β０ 和 β１ 见方程（５）．
设 τ ＝ τｋ ＋ μ（ｋ ＝ ０，１，２，…），μ ∈ Ｒ，则 μ ＝ ０ 是方程（９）的 Ｈｏｐｆ 分岔值．下面对方程（９）

进行 Ｔａｙｌｏｒ（泰勒）展开，有

　 　 ｘ（ ｔ） ＝ （τ ｋ ＋ μ） － Ａｘ（ ｔ） － ｆ ′１（ｙ
－）ｘ（ ｔ） ＋ １

２
ｆ ″１（ｙ

－）ｘ２（ ｔ） ＋ １
６

ｆ ‴１（ｙ
－）ｘ３（ ｔ）æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋é

ë
êê

　 　 　 　 Ｂ ｆ ′２（ｙ
－）ｘ（ ｔ － １） ＋ １

２
ｆ ″２（ｙ

－）ｘ２（ ｔ － １） ＋ １
６

ｆ ‴２（ｙ
－）ｘ３（ ｔ － １）æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û
úú ＋

　 　 　 　 ｏ（ｘ３（０），ｘ３（ － １））， （１０）
其中

　 　 ｆ ′１（ｙ
－） ＝ ２ｙ－ ／ （１ ＋ ｙ－ ２） ２， ｆ ′２（ｙ

－） ＝ ｅ －Ｃｙ－（１ － Ｃｙ－），
　 　 ｆ ″１（ｙ

－） ＝ ２（１ － ２ｙ－ ＋ ２ｙ－ ３ － ｙ－ ４） ／ （１ ＋ ｙ－ ２） ３，
　 　 ｆ ″２（ｙ

－） ＝ Ｃｅ －Ｃｙ－（Ｃｙ－ － ２），
　 　 ｆ ‴１（ｙ

－） ＝ ４（ｙ－ ５ － ３ｙ－ ４ － １４ｙ－ ３ ＋ ８ｙ－ ２ － ３ｙ－ － １） ／ （１ ＋ ｙ－ ２） ４，
　 　 ｆ ‴２（ｙ

－） ＝ Ｃ２ｅ －Ｃｙ－（３ － Ｃｙ－） ．
并记

　 　 ｆ（μ，ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － １）） ＝ （τ ｋ ＋ μ） － １
２

ｆ ″１（ｙ
－）ｘ２（ ｔ） ＋ １

６
ｆ ‴１（ｙ

－）ｘ３（ ｔ）æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋é

ë
êê

　 　 　 　 Ｂ １
２

ｆ ″２（ｙ
－）ｘ２（ ｔ － １） ＋ １

６
ｆ ‴２（ｙ

－）ｘ３（ ｔ － １）æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û
úú ＋ ｏ（ｘ３（０），ｘ３（ － １）） ．

对于 ϕ ∈ Ｃ［ － １，０］， 设

　 　 Ｌμ（ϕ） ＝ （τ ｋ ＋ μ）［ － Ａϕ（０） － ｆ ′１（ｙ
－）ϕ（０） ＋ Ｂｆ ′２（ｙ

－）ϕ（ － １）］
以及

　 　 Ｆ（μ，ϕ） ＝ （τ ｋ ＋ μ） － １
２

ｆ ″１（ｙ
－）ϕ２（０） ＋ １

６
ｆ ‴１（ｙ

－）ϕ３（０）æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋é

ë
êê

　 　 　 　 Ｂ １
２

ｆ ″２（ｙ
－）ϕ２（ － １） ＋ １

６
ｆ ‴２（ｙ

－）ϕ３（ － １）æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û
úú ＋ ｏ（ϕ３（０），ϕ３（ － １）） ．

由 Ｒｉｅｓｚ 表示定理可知，存在关于 θ 的有界变差函数 η（θ，μ） 使得

　 　 Ｌμ（ϕ） ＝ ∫０
－１
ｄη（θ，μ）ϕ（θ），　 　 ϕ ∈ Ｃ，

其中 θ ∈ ［ － １，０］，同时定义 η（θ，μ） 的表达式为

　 　 η（θ，μ） ＝ － （τ ｋ ＋ μ）［Ａϕ（θ） ＋ ｆ ′１（ｙ
－）ϕ（θ） ＋ Ｂｆ ′２（ｙ

－）ϕ（θ ＋ １）］ ．
当 ϕ ∈ Ｃ（［ － １，０］） 时，定义

　 　 Ｇ（μ）ϕ（θ） ＝
ｄϕ（θ） ／ ｄθ， θ ∈ ［ － １，０），

∫０
－１
ｄη（ξ，μ）ϕ（ξ）， θ ＝ ０{

和

　 　 Ｎ（μ）ϕ（θ） ＝
０， θ ∈ ［ － ｒ，０），
Ｆ（μ，ϕ）， θ ＝ ０ ．{
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则方程（１０）变为

　 　 ｘｔ ＝ Ｇ（μ）ｘｔ ＋ Ｎ（μ）ｘｔ，
其中

　 　 ｘｔ（θ） ＝ ｘ（ ｔ ＋ θ），　 　 θ ∈ ［ － １，０］ ．
对于 ψ ∈ Ｃ１［０，１］， 定义

　 　 Ｇ∗ψ（ ｓ） ＝
－ ｄψ（ ｓ） ／ ｄｓ， ｓ ∈ （０，１］，

∫０
－１
ｄη（ ｔ，０）ψ（ － ｔ）， ｓ ＝ ０，{

其中， Ｇ∗ 是 Ｇ ＝ Ｇ（０） 的伴随算子， 当 ψ ∈ Ｃ［０，１］， ϕ∈ Ｃ［ － １，０］ 时， 利用双线性形式定义

内积

　 　 〈ψ，ϕ〉 ＝ ψ
－
（０）ϕ（０） － ∫０

－１
∫θ
ξ ＝ ０

ψ
－
（ξ － θ）ｄη（θ，０）ϕ（ξ）ｄξ，

这里 η（θ，０） ＝ η（θ），ψ
－
是 ψ 的共轭．

显然 ± ｉτ ｋｗ０ 是 Ｇ∗ 和 Ｇ（０） 的特征值，易知，ｑ（θ） ≜ ｅｉτ ｋｗ０θ 和 ｑ∗（ ｓ） ≜Ｄｅｉτ ｋｗ０ｓ 分别是 Ｇ和

Ｇ∗ 对应于 ｉτ ｋｗ０ 和 － ｉτ ｋｗ０ 的特征向量，且
　 　 〈ｑ∗，ｑ〉 ＝ １， 〈ｑ∗，ｑ－〉 ＝ ０，

其中， ｑ－ 是 ｑ 的共轭，且
　 　 Ｄ ＝ １ ／ （１ ＋ Ａτ ｋ － ｉτ ｋｗ０） ．
对于方程（１０）在 μ ＝ ０ 时的解 ｘｔ， 定义

　 　 ｚ（ ｔ） ＝ 〈ｑ∗，ｘｔ〉， Ｗ（ ｔ，θ） ＝ ｘｔ（θ） － ｚ（ ｔ）ｑ（θ） － ｚ－（ ｔ）ｑ－（θ），
在中心流形 ￡ ０ 上 Ｗ（ ｔ，θ） ＝ Ｗ（ ｚ，ｚ－，θ），这里 Ｗ（ ｚ，ｚ－，θ） 可以表示为 ｚ 和 ｚ－ 的幂级数形式：

　 　 Ｗ（ ｚ，ｚ－，θ） ＝ １
２

Ｗ２０（θ） ｚ２ ＋ Ｗ１１（θ） ｚｚ
－ ＋ １

２
Ｗ０２（θ） ｚ

－ ２ ＋ １
６

Ｗ３０（θ） ｚ３ ＋ … ．

则方程（１０）在中心流形上的流由下面的方程给出：
　 　 ｚ（ ｔ） ≜ ｉτ ｋｗ０ｚ（ ｔ） ＋ ｑ－∗（０） ｆ０， （１１）

这里

　 　 ｆ０ ≜ ｆ（０，ｚｑ（θ） ＋ ｚ－ｑ－（θ） ＋ Ｗ（ ｚ，ｚ－，θ）） ．
下面只需要通过比较系数确定 Ｗ（ ｚ，ｚ－，θ） 中相应的系数 Ｗ２０（θ），Ｗ１１（θ），Ｗ０２（θ），…， 然

后代入方程（１１）即可得限制在中心流形上的方程，进一步计算出几个重要的量，从而得到相

应的定理．
将方程（１１）改写为限制在中心流形上的约化方程：
　 　 ｚ（ ｔ） ＝ ｉτ ｋｗ０ｚ（ ｔ） ＋ ｇ（ ｚ，ｚ－）（ ｔ），

其中

　 　 ｇ（ ｚ，ｚ－） ≜ １
２

ｇ２０ｚ２ ＋ ｇ１１ｚｚ
－ ＋ １

２
ｇ０２ ｚ

－ ２ ＋ １
２

ｇ２１ｚ２ ｚ
－ ＋ … ．

则应用文献［１６］中 ３．２ 小节的算法，即可得到

　 　 ｇ２０ ＝ τ ｋＤ
－
ｅ － ｉ·２τ ｋｗ０（ － ｆ ″１（ｙ

－） ＋ Ｂｆ ″２（ｙ
－）），

　 　 ｇ１１ ＝ τ ｋＤ
－
（ － ｆ ″１（ｙ

－） ＋ Ｂｆ ″２（ｙ
－）），
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　 　 ｇ０２ ＝ τ ｋＤ
－
ｅｉ·２τ ｋｗ０（ － ｆ ″１（ｙ

－） ＋ Ｂｆ ″２（ｙ
－）），

　 　 ｇ２１ ＝ τ ｋＤ
－
［（ － ｆ ″１（ｙ

－） ＋ Ｂｆ ″２（ｙ
－））（Ｗ１１（ － １）ｅ － ｉτ ｋｗ０ ＋

　 　 　 　 Ｗ２０（ － １）ｅｉτ ｋｗ０） ＋ （ － ｆ ‴１（ｙ
－） ＋ Ｂｆ ‴２（ｙ

－））］，
其中

　 　 Ｗ１１（ － １） ＝ －
ｉｇ２０

τ ｋｗ０
ｅ － ｉτ ｋｗ０ ＋

ｉｇ－ １１

τ ｋｗ０
ｅｉτ ｋｗ０ ＋ Ｅ１，

　 　 Ｗ２０（ － １） ＝
ｉｇ２０

τ ｋｗ０
ｅ － ｉτ ｋｗ０ ＋

ｉｇ－ ０２

３τ ｋｗ０
ｅｉτ ｋｗ０ ＋ Ｅ２ｅ

－ ｉ·２τ ｋｗ０，

　 　 Ｅ１ ＝
－ ｆ ′１（ｙ

－） ＋ Ｂｆ ′２（ｙ
－）

Ａ ＋ ｆ ′１（ｙ
－） － Ｂｆ ′２（ｙ

－）
，

　 　 Ｅ２ ＝
－ ｆ ″１（ｙ

－） ＋ Ｂｆ ″２（ｙ
－）

ｅｉ·２τ ｋｗ０（Ａ ＋ ｉ·２ｗ０） ＋ ｆ ′１（ｙ
－） － Ｂｆ ′２（ｙ

－）
．

进一步地，可计算出下面几个重要的量：

　 　 ｃ１（０） ＝ ｉ
２τ ｋｗ０

ｇ１１ｇ２０ － ２ ｜ ｇ１１ ｜ ２ － １
３

｜ ｇ０２ ｜ ２é

ë
êê

ù

û
úú ＋ １

２
ｇ２１，

　 　 μ ２ ＝ －
Ｒｅ（ｃ１（０））
ａ′（τ ｋ）

，

　 　 β ２ ＝ ２Ｒｅ（ｃ１（０）），

　 　 Ｔ２ ＝ －
Ｉｍ（ｃ１（０）） ＋ μ ２ｗ′（τ ｋ）

ｗ０
．

由上面的讨论，根据引理 ２ 并结合文献［１７］，即得到下面的定理．
定理 ３　 假设 Ｂ２β ２

１ ＞ β ２
０ 且满足引理 ２，则

 μ ２ 决定分岔周期解的方向：若 μ ２ ＞ ０（μ ２ ＜ ０）， 则从平衡点分岔出的周期解是超临界

的（次临界的）．
 β ２ 决定分岔周期解的稳定性：若 β ２ ＜ ０（β ２ ＞ ０）， 则分岔周期解是轨道渐近稳定的

（不稳定的）．
 Ｔ２ 决定分岔周期解的周期：若 Ｔ２ ＞ ０（Ｔ２ ＜ ０），则随着 τ远离 τ ｋ，分岔周期解的周期是

增加的（减少的）．

３　 数 值 模 拟

该部分主要利用 ＭＡＴＬＡＢ 作为辅助工具对方程（１）的 Ｈｏｐｆ 分岔现象进行数值模拟，然后

分析临界值处的性质．
根据表 １ 中的参数值，并取 τ ＝ １，ｃ ＝ １ 时，有 Ｂ ＝ ２３８ ６２４．８８２ ＞ Ａ≐０．１９８ 且 Ｃ ≐１１．８５７

＞ ３ ／ ３， 可知方程（１） 满足定理 １，即原方程有唯一的正平衡点 ｙ－ ≐ １．０７５． 经计算得到 β ０ ≐
０．６６１，β １ ≐－ ３．４３ × １０ －３，则由定理 ２ 中的 ，可知方程（１） 中的正平衡点 ｙ－ 在 τ ｋ ≐０．７７１ｋ ＋
０．２０３（ｋ ＝ ０，１，２，…） 处发生了 Ｈｏｐｆ 分岔，且当 τ ∈［０，τ ０） 时，正平衡点 ｙ－ 是渐近稳定的，当 τ
＞ τ ０ 时，正平衡点 ｙ－ 是不稳定的（见图 １）．

下面分析原方程在第一个临界值 τ ０ 处的 Ｈｏｐｆ 分岔性质．经计算可得
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　 　 Ｗ１１（ － １） ≐－ １．８０２ － １０．２１０ｉ， Ｗ２０（ － １） ≐－ ３．７６５ ＋ ３．４８７ｉ，
　 　 Ｅ１ ≐－ ０．９７８， Ｅ２ ≐ ２．５５９ ＋ ３．７３６ｉ，
　 　 ｇ２０ ≐－ ３．５８５ ＋ ８．４５８ｉ， ｇ１１ ≐ ４．８９６ － ７．７７３ｉ，
　 　 ｇ０２ ≐－ ６．０８０ ＋ ６．８８７ｉ， ｇ２１ ≐－ ２２．８４５ ＋ １１．８７６ｉ ．

进一步地，得到

　 　 ｃ１（０） ≐－ ３２．３９９ － ３９．０９２ｉ， μ ２ ≐ １．９５５， β ２ ≐－ ６４．７９７， Ｔ２ ≐ １１．７２１．
因此由定理 ３ 可知，从 τ ｋ 分岔出的周期解是超临界的，轨道渐近稳定的，且周期是增加的．

（ａ） 当 τ ＝ ０．２ ａ ＜ τ ０ 时，ｙ－ ＝ １．０７５ （ｂ） 当 τ ＝ ０．４ ａ ＞ τ ０ 时，方程（１） 从 ｙ－ 处

渐近稳定 分岔出稳定的周期解

（ａ） Ｔｈｅ ｌｏｃａｌ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ａｔ ｐｏｓｉｔｉｖｅ （ｂ） Ｔｈｅ ｓｔａｂｌｅ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｂｉｆｕｒｃａｔｅｄ ａｔ ｐｏｓｉｔｉｖｅ

ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｙ－ ＝ １．０７５， τ ＝ ０．２ ａ ＜ τ ０ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｙ－ ｆｒｏｍ ｅｑ． （１）， τ ＝ ０．４ ａ ＞ τ ０

图 １　 Ｈｏｐｆ 分岔图

Ｆｉｇ． １　 Ｈｏｐｆ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｆｉｇｕｒｅｓ

４　 结　 　 论

研究不同生物种群模型结构的动力学行为是非常有意义的．本文通过对云杉蚜虫种群阶

段结构模型动力学行为的研究，可以预测该种群在何种条件下处于生态平衡，何种条件下该种

群会导致虫灾的周期性爆发．例如：当时滞 τ 大概为 ０．２ 年时，满足 τ ＜ τ ０， 由图 １（ａ）可知，正
平衡点是渐近稳定的，此时云杉蚜虫种群处于平衡状态；当时滞 τ大概为０．４年时有 τ ＞ τ ０，由

图 １（ｂ）可知云杉蚜虫种群出现了周期性的爆发．对于后者，必须采取相应的控制措施，例如通

过销毁蚜虫卵控制不成熟蚜虫种群量的增长，打农药、鸟类的捕食等都可以有效地控制云杉蚜

虫种群的周期性爆发现象，这对于维持生态平衡以及控制虫灾的爆发具有重要作用．

致谢　 本文作者衷心感谢河北大学校级研究生创新项目（ｈｂｕ２０１８ｓｓ４６）对本文的资助．
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