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摘要：　 应用非 Ｆｏｕｒｉｅｒ 热传导定律构建了单层材料中温度场模型，即一类在无界域上带小参数的

奇摄动双曲方程，通过奇摄动展开方法，得到了该问题的渐近解．首先应用奇摄动方法得到了该问

题的外解和边界层矫正项，通过对内解和外解的最大模估计和关于时间导数的最大模估计以及线

性抛物方程理论，得到了内外解的存在唯一性，从而得到了解的形式渐近展开式．通过余项估计，给
出了渐近解的 Ｌ２ 估计，得到了渐近解的一致有效性，从而得到了无界域上温度场的分布．通过奇摄

动分析，给出了非 Ｆｏｕｒｉｅｒ 温度场与 Ｆｏｕｒｉｅｒ 温度场的关系，描述了非 Ｆｏｕｒｉｅｒ 温度场的具体形态．
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引　 　 言

随着超短脉冲激光加热、金属快速凝固等现代高新技术的发展，热作用的周期时间短到皮

秒以至飞秒量级的超急速、超常规热传导规律的研究越来越引起人们的重视．因此近年来，非
Ｆｏｕｒｉｅｒ 温度场得到了人们的重视．特别是在温度场急剧变化的场合，用 Ｆｏｕｒｉｅｒ 热传导定律来

描述存在一定问题．张浙等［１］对非 Ｆｏｕｒｉｅｒ 热传导的实质、模型、模型的求解及应用与实验等几

个方面的研究进展做了一个较详尽的概括与评述．李金娥等［２］指出了该问题，建立了一个双层

材料层合板瞬态加热情况下的非 Ｆｏｕｒｉｅｒ 热传导分析模型，用向后差分法得到了温度场的数值

解．Ｍａｏ 等［３］基于双相滞后（ＤＰＬ）的热传导模型、Ｃａｔｔａｎｅｏ Ｖｅｒｎｏｔｔｅ （ＣＶ）模型和改进的 ＣＶ 模

型研究了纳米级厚度的金薄膜在超快激光加热下的一维热传导，应用数值模拟探讨了系统参

数对温度场的影响．文献［４］建立了有限空圆柱体的轴对称非 Ｆｏｕｒｉｅｒ 温度场的数学模型，利用

分离变量法和 Ｄｕｈａｍｅｌ 积分求得有限空圆柱体双曲型热传导问题的精确解析解．文献［５］中，
主要研究了非 Ｆｏｕｒｉｅｒ 的理论和实验研究以及热传导行为，以一种新的热原子理论为理论基

础，为精确预测非 Ｆｏｕｒｉｅｒ 导热提供了一个通用的热传导方程．文献［６］对平板太阳能集热器吸

收板中的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 和非 Ｆｏｕｒｉｅｒ 热传导进行了分析，采用变量分离法建立模型，采用基于有限差

分法的数值技术来对该抛物型方程和双曲型方程进行了求解，并对非 Ｆｏｕｒｉｅｒ 导热模型的使用

要求进行了比较研究．
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数值模拟的方法对于分析温度场的变化、分析各参数的影响和温度场的定性性质存在一

定的难度．因此，求解解析解在理论研究和实际应用中均有相应的价值．赵伟涛等［７］ 用双曲型

热传导方程描述了平板表面温度急剧变化时的热传导问题，利用分离变量法和 Ｄｕｈａｍｅｌ 积分

原理，得到了解析解，然后进行了数值模拟．但是该模型要求比较高，只适用于一维平板的研

究．文献［８］针对激光束瞬间加热物体表面时，材料表面附近温度场变化的问题，建立了基于非

Ｆｏｕｒｉｅｒ 热传导理论的三维热传导数学模型．利用积分变换技巧，得到了问题 Ｌａｐｌａｃｅ 逆变换的

解析形式，从而给出了新的温度场解析解，并据此分析了传热过程中固体内部的温度场演化规

律及特征．文献［９］讨论了非平衡温度在非 Ｆｏｕｒｉｅｒ 导热中的作用热模型和声子 Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ 方

程，用不同理论进行了比较．但是求解解析解存在着相当大的困难，从而只有在一些特定的场

合才适用求近似解的方法．近年来人们应用奇异摄动的方法，求得近似解析解，对于非 Ｆｏｕｒｉｅｒ
温度场分布的研究就有了很大的价值．张盛等［１０］采用一种时间⁃空间多尺度高阶渐近均匀化分

析方法，模拟了多维微尺度多相周期性结构中的非经典热传导问题．本文则应用奇异摄动理论

中的边界层矫正法，分析由非 Ｆｏｕｒｉｅｒ 热传导定律导出的奇摄动双曲方程问题，得到了相应的

近似解析解．从而由近似解析结果分析了温度场的定性性质和定量性质．
对于有界域上的奇异摄动双曲方程，康连城［１１］研究了一类具有非线性初边值条件的奇摄

动问题的 ｎ 维拟线性双曲抛物型方程，给出了该摄动问题光滑解具有一致有效的一阶渐近展

开式的存在性．文献［１２］中，研究了一类具有变动边界的初边值问题的奇摄动的拟线性双曲抛

物型方程，给出了此问题的解具有以退化问题充分光滑解为首项的广义渐近展开式的存在性．
文献［１３］中，讨论了具有参数的混合抛物型双曲型方程的一类特殊黏性条件的非局部边值问

题，给出了 Ｇｒｅｅｎ 函数的方法和积分微分算子的性质．但是在实际问题中，由于材料的尺寸常

常用到无界域的概念，如薄板材料等．例如关建飞、沈中华等［１４⁃１５］ 用 Ｆｏｕｒｉｅｒ 热传导定律描述了

板状金属材料中脉冲激光激发的超声波，并用有限元方法进行了数值模拟．他们讨论的板块材

料在 ｚ 轴方向是有界的，即在 ｘ，ｙ 轴方向是无界的．这种无界域的情形不但有实际应用的意义，
而且在数学上有着与有界域不同的性质．传统的奇摄动双曲方程的研究方法难以应用到无界

域上的问题，因此无论是从理论研究还是实际应用角度，对此开展研究都是十分必要的．
本文讨论一类在无界域上带小参数的奇摄动双曲抛物方程问题， 通过奇摄动分析， 构造

了相应的形式渐近解， 给出了外解和内解的存在唯一性．并通过余项估计得到渐近解的有效

性， 从而得到了在无界域中温度场的分布．本文所建立的温度场模型是在文献［１４］的基础上

进一步的拓展， 并应用奇异摄动方法给出了近似解析解．文献［１４］的模型可以作为本文模型

的特例．

１　 模 型 建 立

现做出如下的假设：
［Ｈ１］ ｆ１（ｘ，ｙ，ｚ）， ｆ２（ｘ，ｙ，ｚ） 是已知的任意阶连续可微函数，记
　 　 ｆ３ ＝ ｆ１ｘ ＋ ｆ１ｙ ＋ ｆ１ｚ，

　 　 ｜ ｆ１ ｜ ≤ Ｍｅ －ｒ ／ ｒ２０＋ｋｔ＋ｚ ／ ｈ， ｜ ｆ３ ｜ ≤ Ｍｅ －ｒ ／ ｒ２０＋ｋｔ＋ｚ ／ ｈ，

　 　 ｜ Δｆ１ ｜ ≤ Ｍｅ －ｒ ／ ｒ２０＋ｋｔ＋ｚ ／ ｈ， ｜ ｆ２ ｜ ≤ Ｍｅ －ｒ２ ／ ｒ２０＋ｋｔ＋ｚ ／ ｈ，
其中 Ｍ 是正整数．

［Ｈ２］ ｆ（ ｒ） 及 ｇ（ ｔ） 是脉冲激光的空间分布，可以表示成
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　 　 ｆ（ ｒ） ＝ ｅｘｐ － ｒ２

ｒ２０
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

　 　 ｇ（ ｔ） ＝ ｅｘｐ － ｔ
ｔ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

式中 ｒ０ 是激光辐照的光斑半径， ｔ０ 是脉冲激光的上升时间．
［Ｈ３］ ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） 表示 ｔ 时刻的温度分布； ρ，ｃ，ｋ 分别表示密度、热容量和热导率，记 ｍ ＝

ｋ ／ （ρｃ） ．
［Ｈ４］ Ｃ２ｋ＋α，ｋ＋α ／ ２（ＱＴ） 为 Ｂａｎａｃｈ 空间， ＱＴ ＝ Ω

－
× ［０，Ｔ］， Ω ＝ Ｒ２ × （０，ｈ） ．

注 １　 文献［１４］中的模型是本文模型中的退化方程，即文献［１４］中是用 Ｆｏｕｒｉｅｒ 定律来描述的，而本文是

用非 Ｆｏｕｒｉｅｒ 定律来描述的．本文的定解条件增加了初始的温度场分布以及初始层温度场的变化速率，初始条

件可以参考文献［２］．本文以激光为例，考虑了在平板上各系数以指数衰减的情况．文献［２，１４］中的参数满足

本文的要求．

本文从单相延迟双曲型热传导模型出发，考虑热流矢量的传播和温度梯度的形成之间有

一个延迟，数学上可以表达为

　 　 ｑ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ ＋ ε） ＝ － ｋ Ñｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）， （１）
其中 ε 为时间上的相位延迟，它是介质的固有热特性．系统的能量方程为

　 　 － Ñｑ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ ρｃ ∂ｑ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）
∂ｔ

． （２）

将式（１）关于 ε 进行 Ｔａｙｌｏｒ 级数展开，可得到

　 　 ｑ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ ＋ ε） ＝ ｑ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＋ ε ∂ｑ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）
∂ｔ

＋ ο（ε２） ＝ － ｋ Ñｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ． （３）

因为相位延迟时间 ε 很小，其范围大致是：金属 １０－１４ ～１０－１１ ｓ，气体约为 １０－１０ ～１０－８ ｓ，而对液体

和绝热体大致介于两者之间．在低温下，对金属大致为 １０－１１ ～１０－６ ｓ ．对于多孔介质、生物组织，
其弛豫时间则比较高，常温时可达到几十秒．也就是说，除了生物组织和多孔介质外，工程材料

的弛豫时间 ε 是在纳秒到皮秒的量级．故忽略其二次项和高阶项，方程（３）近似为

　 　 ｑ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＋ ε ∂ｑ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）
∂ｔ

≅－ ｋ Ñｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ． （４）

由式（２）、（４），消除 ｑ， 可得到

　 　 Ñ·ｋ Ñｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ ρｃ
∂ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）

∂ｔ
＋ ε ∂２ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）

∂ｔ２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ． （５）

假设热导率 ｋ 为常数，上式可化简为

　 　 ε ∂２ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）
∂ｔ２

＋ ∂ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）
∂ｔ

＝ ｋ
ρｃ

Δｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ． （６）

记 ｍ ＝ ｋ ／ （ρｃ）， 则得到

　 　 ε ∂２ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）
∂ｔ２

＋ ∂ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）
∂ｔ

＝ ｍΔｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）， （７）

其边界条件为
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－ ｋ∂ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）
∂ｚ ｚ ＝ ０

＝ Ｉ０（１ － Ｒ） ｆ（ ｒ）ｇ（ ｔ），

∂ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）
∂ｚ ｚ ＝ ｈ

＝ ０，

ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，０） ＝ ｆ１（ｘ，ｙ，ｚ），
ｕｔ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ｜ ｔ ＝ ０ ＝ ｆ２（ｘ，ｙ，ｚ），

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

式中 Ｒ 是样品表面的反射率， ｈ 是样品的厚度， Ｉ０ 是单脉冲激光的辐照能量．

２　 形 式 展 开

对式（７）做正则展开，得到

　 　 ｕ－（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ，ε） ＝ ｕ０（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＋ εｕ１（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＋ ε２ｕ２（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＋ … ．
比较 ε 的同次幂系数，可得

　 　

ｕ０ｔ ＝ ｍΔｕ０，
ｕ０（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ｜ ｔ ＝ ０ ＝ ｆ１，
－ ｋｕ０ｚ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ｜ ｚ ＝ ０ ＝ Ｉ０（１ － Ｒ） ｆ（ ｒ）ｇ（ ｔ），
ｕ０ｚ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ｜ ｚ ＝ ｈ ＝ ０，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（８）

　 　

ｕ１ｔ ＝ ｍΔｕ１ － ｕ０ｔｔ，
ｕ１（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ｜ ｔ ＝ ０ ＝ ０，
ｕ１ｚ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ｜ ｚ ＝ ０ ＝ ０，
ｕ１ｚ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ｜ ｚ ＝ ｈ ＝ ０，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（９）

　 　 　 　 ︙

　 　

ｕｎｔ ＝ ｍΔｕｎ － ｕ（ｎ－１） ｔｔ，
ｕｎ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ｜ ｔ ＝ ０ ＝ － ｐｎ－１ ｜ ｔ ＝ ０，
ｕｎｚ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ｜ ｚ ＝ ０ ＝ ０，
ｕｎｚ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ｜ ｚ ＝ ｈ ＝ ０，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１０）

其中

　 　 ｐ ≈ ∑
∞

ｊ ＝ ０
ｐ ｊε ｊ ．

现给出式（７）的合成展开式：

　 　
ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ，ε） ＝ ｕ－（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ，ε） ＋ εｐ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ，ε）ｅ －ｔ ／ ε，

ｐ ≈ ∑
∞

ｊ ＝ ０
ｐ ｊε ｊ， ｕ－ ≈ ∑

∞

ｉ ＝ ０
ｕｉεｉ ．{ （１１）

将上式代入到式（７）中，比较 ε 的同次幂系数，可得

　 　

ｐ０ｔ ＝ － ｍΔｐ０，

ｐ０ ｜ ｔ ＝ ０ ＝ ｕ－ ０ｔ ｜ ｔ ＝ ０ － ｆ２，
ｐ０ｚ ｜ ｚ ＝ ０ ＝ ０，
ｐ０ｚ ｜ ｚ ＝ ｈ ＝ ０，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１２）

　 　 　 　 ︙
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ｐｎ ｔ ＝ － ｍΔｐｎ － ｐ（ｎ－１） ｔｔ，

ｐｎ ｜ ｔ ＝ ０ ＝ ｕ－ ｎｔ ｜ ｔ ＝ ０ ＋ ｐ（ｎ－１） ｔ ｜ ｔ ＝ ０，
ｐｎｚ ｜ ｚ ＝ ０ ＝ ０，
ｐｎｚ ｜ ｚ ＝ ｈ ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１３）

现给出如下定理．

定理 １　 考虑下述线性方程在 ＱＴ ＝ Ω
－
× ［０，Ｔ］， Ω ＝ Ｒ２ × （０，ｈ） 的初边值问题：

　 　

ｕｔ ＝ ｍΔｕ ＋ ｇ，
ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ｜ ｔ ＝ ０ ＝ ｈ１，
ｕｚ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ｜ ｚ ＝ ０ ＝ ｈ２，
ｕｚ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ｜ ｚ ＝ ｈ ＝ ｈ３ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１４）

若满足 ｜ ｇ ｜ ≤ Ｍｅ －ｒ ／ ｒ２０＋ｋｔ＋ｚ ／ ｈ， 且 ｇ ∈ Ｃ１，２（ＱＴ）， ｜ ｈ１ ｜ ≤ Ｍｅ －ｒ ／ ｒ２０＋ｋｔ＋ｚ ／ ｈ， ｜ ｈ２ ｜ ≤ Ｍｅ －ｒ２ ／ ｒ２０＋ｋｔ＋ｚ ／ ｈ，

ｈ３ ≤Ｍｅ －ｒ ／ ｒ２０＋ｋｔ＋ｚ ／ ｈ， ｈ２，ｈ３ ∈ Ｃ３，３ ／ ２（ＱＴ）， 其中 Ｍ 为正整数，则 ｕ 存在唯一，且满足估计式 ｜ ｕ ｜ ≤

Ｄｅ －ｒ ／ ｒ２０＋ｋｔ＋ｚ ／ ｈ， 其中 Ｄ 满足

　 　 Ｄ ＝

Ｍ
ｋ ＋ ｍ ／ ｒ２０ － １ ／ ｈ２， （ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ∈ ＱＴ ＼∂ｐＱＴ，

ｈＭｅ１ ／ ４ｒ２０＋１， （ｘ１，ｙ１，ｚ１，ｔ１） ∈ ∂ｐＱＴ ｜ ｚ ＝ ０，
Ｍｈ， （ｘ１，ｙ１，ｚ１，ｔ１） ∈ ∂ｐＱＴ ｜ ｚ ＝ ｈ，

ＭｅｋＴ， （ｘ１，ｙ１，ｚ１，ｔ１） ∈ ∂ｐＱＴ ｜ ｔ ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

证明 　 令 Ｄ ＝ ｉｎｆ {Ｃ
－
： ｜ ｕ ｜ ≤ Ｃ

－
ｅ －ｒ ／ ｒ２０＋ｋｔ＋ｚ ／ ｈ } ， 则存在 （ ｒ１，ｚ１，ｔ１） ∈ ＱＴ ＼∂ｐＱＴ， 使得 ｕ ＝

Ｄｅ －ｒ１ ／ ｒ２０＋ｋｔ１＋ｚ１ ／ ｈ ．先讨论 ｕ ＝ Ｄｅ －ｒ１ ／ ｒ２０＋ｋｔ１＋ｚ１ ／ ｈ 的情形，对式（１４）做极坐标变换，有

　 　 ｕｔ － ｍ·１
ｒ
·ｕｒ － ｍｕｒｒ － ｍｕｚｚ － ｇ ＝ ０． （１５）

将 ｕ 代入式（１５），则有

　 　 Ｄｅ －ｒ ／ ｒ２０＋ｋｔ＋ｚ ／ ｈ ｋ ＋ ｍ
ｒ１·ｒ２０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤ ｅ －ｒ ／ ｒ２０＋ｋｔ＋ｚ ／ ｈ Ｍ ＋ ｍＤ

ｒ４０
＋ ｍＤ

ｈ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

化简可得当 ｋ ＞ ｍ
ｒ４０

＋ ｍ
ｈ２ 时，

　 　 Ｄ ≤ Ｍ

ｋ － ｍ
ｒ２０

－ １
ｈ２

．

若 （ ｒ１，０，ｔ１） ∈ ∂ｐＱＴ ｜ ｚ ＝ ０， 使得 ｕ ＝ Ｄｅ －ｒ１ ／ ｒ２０＋ｋｔ１， 则有

　 　 ｕｚ ｜ ｚ ＝ ０ ＝ Ｄ
ｈ

ｅ －ｒ１ ／ ｒ２０＋ｋｔ１ ＝ ｈ２ ≤ Ｍｅ －ｒ２１ ／ ｒ
２
０＋ｋｔ１，

化简可得 Ｄ ≤ ｈＭｅ１ ／ （４ｒ２０） ＋１ ．
若 （ ｒ１，ｈ，ｔ１） ∈ ∂ｐＱＴ ｜ ｚ ＝ ｈ， 则有

　 　 ｕｚ ｜ ｚ ＝ ｈ ＝ Ｄ
ｈ

ｅ －ｒ１ ／ ｒ２０＋ｋｔ１＋１ ＝ ｈ３ ≤ Ｍｅ －ｒ１ ／ ｒ２０＋ｋｔ１＋１，

０４５ 非 Ｆｏｕｒｉｅｒ 温度场分布的奇摄动解



化简可得 Ｄ ≤ Ｍｈ ．
若 （ ｒ１，ｚ１，０） ∈ ∂ｐＱＴ ｜ ｔ ＝ ０， 则有

　 　 ｕ ｜ ｔ ＝ ０ ＝ Ｄｅ －ｒ１ ／ ｒ２０＋ｚ１ ／ ｈ ＝ ｈ１ ≤ Ｍｅ －ｒ１ ／ ｒ２０＋ｋｔ１＋ｚ１ ／ ｈ，
化简可得 Ｄ ≤ ＭｅｋＴ ．

－ ｕ ＝ Ｄｅ －ｒ１ ／ ｒ２０＋ｋｔ１＋ｚ１ ／ ｈ 类似可得相同结果，则 ｕ 满足 ｜ ｕ ｜ ≤ Ｄｅ －ｒ ／ ｒ２０＋ｋｔ＋ｚ ／ ｈ ．
下证存在唯一性．

考虑式（１４）在 ＱＴｋ
＝ Ω

－

ｋ × ［０，Ｔ］ 的初边值问题，其中 Ωｋ ⊂ Ω 是一个有界域．因为 ｇ ∈
Ｃ１，２（ＱＴｋ）， ｈ２，ｈ３ ∈ Ｃ３，３ ／ ２（ＱＴｋ）， 满足文献［９］中定理 ８．３．１ 的条件，则式（１４）在 ＱＴｋ 上的初边

值问题存在唯一的解 ｕ ∈ Ｃ３，３ ／ ２（ＱＴｋ） ．因为 ｕ ≤ Ｄｅ －ｒ ／ ｒ２０＋ｋｔ＋ｚ ／ ｈ ≤ ＤｅｋＴ＋１， 即 ｕ 有界， ｇ ≤

Ｍｅ －ｒ ／ ｒ２０＋ｋｔ＋ｚ ／ ｈ ≤ ＭｅｋＴ＋１， 所以与边界 ｋ 的选取无关，则在无界域上，该问题的解存在且唯一．
推论 １　 问题（８） ～ （１３）的解存在唯一，且满足 ｕｎ ≤ Ｄｅ －ｒ ／ ｒ２０＋ｋｔ＋ｚ ／ ｈ， ｐｎ ≤ Ｄｅ －ｒ ／ ｒ２０＋ｋｔ＋ｚ ／ ｈ，

ｕｎｔｔ ≤ Ｄｅ －ｒ ／ ｒ２０＋ｋｔ＋ｚ ／ ｈ， ｐｎｔｔ ≤ Ｄｅ －ｒ ／ ｒ２０＋ｋｔ＋ｚ ／ ｈ ．
证明　 式（８）中，取 ｈ１ ＝ ｆ１，则 ｜ ｈ１ ｜ ≤ Ｍｅ －ｒ ／ ｒ２０＋ｋｔ＋ｚ ／ ｈ， 取

　 　 ｈ２ ＝ －
Ｉ０（１ － Ｒ）ｅ －ｒ２ ／ ｒ２０－ｔ ／ ｔ０

ｋ
，

则

　 　 ｜ ｈ２ ｜ ＝
Ｉ０（１ － Ｒ）ｅ －ｒ２ ／ ｒ２０－ｔ ／ ｔ０

ｋ
≤ Ｍｅ －ｒ２ ／ ｒ２０＋ｋｔ＋ｚ ／ ｈ，

取 ｈ３ ＝ ０， ｇ ＝ ０， 因此满足定理 １ 的条件， ｕ０ 满足如下估计 ｕ０ ≤ Ｄｅ －ｒ ／ ｒ２０＋ｋｔ＋ｚ ／ ｈ ．
由式（８）可得

　 　

ｕ０ｔｔ ＝ ｍΔｕ０ｔ，
ｕ０ｔ ｜ ｔ ＝ ０ ＝ Δｆ１，

ｕ０ｚｔ ｜ ｚ ＝ ０ ＝ － １
ｔ０

１
ｋ

Ｉ０（１ － Ｒ） ｆ（ ｒ）ｇ（ ｔ），

ｕ０ｚｔ ｜ ｚ ＝ ｈ ＝ ０ ．

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

（１６）

取

　 　 ｈ１，ｈ３ ＝ ０， ｈ２ ＝ － １
ｔ０

１
ｋ

Ｉ０（１ － Ｒ） ｆ（ ｒ）ｇ（ ｔ），

所以

　 　 ｜ ｈ２ ｜ ＝
１
ｔ０

１
ｋ

Ｉ０（１ － Ｒ） ｆ（ ｒ）ｇ（ ｔ） ≤ Ｍ３ｅ
－ｒ２ ／ ｒ２０＋ｋｔ＋ｚ ／ ｈ，

ｇ ＝ ０， 均满足定理 １ 的条件，所以 ｕ０ｔ ≤ Ｄｅ －ｒ ／ ｒ２０＋ｋｔ＋ｚ ／ ｈ ．
由式（１６）可得

　 　

ｕ０ｔｔｔ ＝ ｍΔｕ０ｔｔ，
ｕ０ｔｔ ｜ ｔ ＝ ０ ＝ ｆ３，
ｕ０ｚｔｔ ｜ ｚ ＝ ｈ ＝ ０，

ｕ０ｚｔｔ ｜ ｚ ＝ ０ ＝ － １
ｔ２０

１
ｋ

Ｉ０（１ － Ｒ） ｆ（ ｒ）ｇ（ ｔ） ．

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

（１７）

１４５包　 立　 平　 　 　 李　 文　 彦　 　 　 吴　 立　 群



取

　 　 ｈ１ ＝ ０， ｈ２ ＝ １
ｔ２０

１
ｋ

Ｉ０（１ － Ｒ） ｆ（ ｒ）ｇ（ ｔ），

则

　 　 ｜ ｈ２ ｜ ＝
１
ｔ２０

１
ｋ

Ｉ０（１ － Ｒ） ｆ（ ｒ）ｇ（ ｔ） ≤ Ｍｅ －ｒ２ ／ ｒ２０＋ｋｔ＋ｚ ／ ｈ，

取 ｈ３ ＝ ｆ３， 则 ｈ３ ≤Ｍｅ －ｒ２ ／ ｒ２０＋ｋｔ＋ｚ ／ ｈ， ｇ ＝ ０， 均满足定理 １ 的条件，所以 ｕ０ｔｔ ≤Ｄｅ －ｒ ／ ｒ２０＋ｋｔ＋ｚ ／ ｈ ．取式

（１２）中 ｇ ＝ ０， ｈ２，ｈ３ ＝ ０，ｈ１ ＝ Δｆ１ － ｆ２， 则

　 　 ｜ ｈ１ ｜ ≤｜ Ｍｅ －ｒ ／ ｒ２０＋ｋｔ＋ｚ ／ ｈ ＋ Ｍｅ －ｒ２ ／ ｒ２０＋ｋｔ＋ｚ ／ ｈ ｜ ≤ Ｍｅ －１ ／ （４ｒ２０） ＋２ｋｔ＋２（ ｚ ／ ｈ） ．

显然满足定理 １ 中的条件，则有 ｐ０ ≤ Ｄｅ －ｒ ／ ｒ２０＋ｋｔ＋ｚ ／ ｈ ．

式（９）中，取 ｈ１，ｈ２，ｈ３ ＝ ０， ｇ ＝ ｕ０ｔｔ， ｜ ｇ ｜ ＝ ｕ０ｔｔ ≤Ｄｅ －ｒ ／ ｒ２０＋ｋｔ＋ｚ ／ ｈ，所以式（９）满足定理 １ 的条

件，则有 ｕ１ ≤ Ｄｅ －ｒ ／ ｒ２０＋ｋｔ＋ｚ ／ ｈ ．重复上述过程，可得到

　 　 ｕｎ ≤ Ｄｅ －ｒ ／ ｒ２０＋ｋｔ＋ｚ ／ ｈ， ｐｎ ≤ Ｄｅ －ｒ ／ ｒ２０＋ｋｔ＋ｚ ／ ｈ， ｕｎｔｔ ≤ Ｄｅ －ｒ ／ ｒ２０＋ｋｔ＋ｚ ／ ｈ， ｐｎｔｔ ≤ Ｄｅ －ｒ ／ ｒ２０＋ｋｔ＋ｚ ／ ｈ ．
根据定理 １ 可得式（８） ～ （１３）的存在唯一性，证毕．
因此可得式（７）的形式渐近解为

　 　 ｕ（ｘ，ε） ＝ ｕ－（ ｒ，ｚ，ｔ，ε） ＋ εｐ（ ｒ，ｚ，ｔ，ε）ｅ －ｔ ／ ε，　 　 ｕ－ ＝ ∑
∞

ｉ ＝ ０
ｕ－ ｉεｉ， ｐ ＝ ∑

∞

ｊ ＝ ０
ｐ ｊε ｊ ． （１８）

３　 余 项 估 计

定理 ２　 式（１８）的形式渐近解一致有效．
证明　 首先考虑式（７）的余项 Ｒ， 则

　 　 Ｕ（ ｒ，ｚ，ｔ） ＝ ｕ０ ＋ εｕ１ ＋ … ＋ εｎｕｎ ＋ εｐ０ｅ
－ｔ ／ ε ＋ … ＋ εｎ＋１ｐｎ

ｎｅ
－ｔ ／ ε ＋ εＮ＋１Ｒ ． （１９）

将式（１９）代入到式（７），可得

　 　 εＲ ｔｔ ＋ Ｒ ｔ － ｍΔＲ ＝－ ｕ（ｎ＋１） ｔｔ － ｐｎｔｔｅ
－ｔ ／ ε， （２０）

边界条件为

　 　 － ｋ∂Ｒ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）
∂ｚ ｚ ＝ ０

＝ ０， ∂Ｒ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）
∂ｚ ｚ ＝ ｈ

＝ ０，

　 　 Ｒ（ｘ，ｙ，ｚ，０） ＝ ０， Ｒ ｔ（ｘ，ｙ，ｚ，０） ＝ ０．

记 ｆ ＝ － ｕ（ｎ＋１） ｔｔ － ｐｎｔｔｅ
－ｔ ／ ε， 由定理 １ 可得 ｕ（ｎ＋１） ｔｔ ≤ Ｄｅ －ｒ ／ ｒ２０＋ｋｔ＋ｚ ／ ｈ， ｐ（ｎ＋１） ｔｔ ≤ Ｄｅ －ｒ ／ ｒ２０＋ｋｔ＋ｚ ／ ｈ， 则

　 　 ∫
ＱＴ
ｆ ２ｄＱＴ ≤ ２∫

ＱＴ
Ｄｅ －２ｒ ／ ｒ２０＋２ｋｔ＋２ｚ ／ ｈｄＱＴ ＋ ２∫

ＱＴ
Ｄｅ －２ｒ ／ ｒ２０＋（２ｋ－２ ／ ε） ｔ ＋２ｚ ／ ｈｄＱＴ，

　 　 ２∫
ＱＴ
Ｄｅ －２ｒ ／ ｒ２０＋２ｋｔ＋２ｚ ／ ｈｄＱＴ ＝

Ｄｈｒ２０
４ｋ

（ｅ２ｋＴ － １）（ｅ２ － １）

有界，

　 　 ２∫
ＱＴ
Ｄｅ －２ｒ ／ ｒ２０＋（２ｋ－２ ／ ε） ｔ ＋２ｚ ／ ｈｄＱＴ ＝ Ｄε

１ － ｋε
ｒ２０ｈ
８

（ｅ２ｋ－２ ／ ε － １）（ｅ２ － １）

也有界，所以 ∫
ＱＴ
ｆ ２ｄＱＴ 有界．

式（２０）同乘 ２Ｒ ｔ， 并在 ＱＴ 上积分，可得

２４５ 非 Ｆｏｕｒｉｅｒ 温度场分布的奇摄动解



　 　 ∫
ＱＴ
２εＲ ｔＲ ｔｔｄＱＴ ＋ ∫

ＱＴ
２Ｒ２

ｔ ｄＱＴ － ∫
ＱＴ
２ｍＲ ｔΔＲｄＱＴ ＝ ∫

ＱＴ
２ｆＲ ｔｄＱＴ，

经化简得 ε∫
Ω
－Ｒ

２
ｔ ｄΩ

－
＋ ∫

ＱＴ
Ｒ２

ｔ ｄＱＴ ＋ ｍ∫
Ω
－ ｜ ÑＲ ｜ ２ｄΩ

－
≤ ∫

ＱＴ
ｆ ２ｄＱＴ， 其中

　 　 ｆ ２ ＝ ｕ２
（ｎ＋１） ｔｔ ＋ ｐ２

ｎｔｔｅ
－２ｔ ／ ε ＋ ２ｕ（ｎ＋１） ｔｔｐｎｔｔｅ

－ｔ ／ ε ． （２１）

∫
ＱＴ
Ｒ２

ｔ ｄＱＴ ≤ ∫
ＱＴ
ｆ ２ｄＱＴ ＝ ‖ｆ‖２， 记 Ｌ ＝ ∫

Ω
－Ｒ

２ｄΩ
－
， 有

　 　 ∫
ＱＴ
（Ｒ２） ｔｄＱＴ ＝ ２∫

ＱＴ
ＲＲ ｔｄＱＴ ≤ ∫

ＱＴ
Ｒ２ｄＱＴ ＋ ∫

ＱＴ
Ｒ２

ｔ ｄＱＴ，

　 　 ∫
ＱＴ

（Ｒ２） ｔｄＱＴ ＝ ∫Ｔ
０
∫
Ω
－（Ｒ

２） ｔｄΩ
－
ｄｔ ＝ ∫

Ω
－（Ｒ

２） ｜ Ｔ
０ｄΩ

－
＝ Ｌ － ∫

Ω
－（Ｒ

２） ｜ ｔ ＝ ０ｄΩ
－
＝ Ｌ，

　 　 Ｌ ≤ ∫Ｔ
０
Ｌｄｔ ＋ ∫

ＱＴ
Ｒ２

ｔ ｄＱＴ ≤ ∫Ｔ
０
Ｌｄｔ ＋ ∫

ＱＴ
ｆ ２ｄＱＴ ．

根据 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式，可得 ∫
ＱＴ
Ｒ２ｄＱＴ ≤ ‖ｆ‖２（ｅＴ － １） ．因为

　 　 ∫
Ω
－ ｜ ÑＲ ｜ ２ｄΩ

－
≤ ∫

ＱＴ
ｆ ２ｄＱＴ，

　 　 ∫
ＱＴ
｜ ÑＲ ｜ ２ｄＱＴ ＝ ∫Ｔ

０
∫
Ω
－ ｜ ÑＲ ｜ ２ｄΩ

－
≤ ∫Ｔ

０
‖ｆ‖２ｄｔ ＝ Ｔ‖ｆ‖２，

又 ∫
ＱＴ
ｆ ２ｄＱＴ 有界，则 ∫

Ω
－ ｜ ÑＲ ｜ ２ｄΩ

－
有界．根据文献［７］，可得余项 Ｒ 在区域 Ｑ 上一致成立下面的

估计式：
　 　 ‖Ｒ‖Ｌ２（ＱＴ）

＋ ‖ ÑＲ‖２
Ｌ２（ＱＴ）

＋ ‖Ｒ ｔ‖２
Ｌ２（ＱＴ） ≤ Ｍ ．

因此 Ｒ 有界，即式（１８）一致有效．

４　 结 束 语

本文中，应用非 Ｆｏｕｒｉｅｒ 热传导定律构建了单层材料中温度场模型．该模型来源于激光作

用下单层材料的热分析问题．该模型是无界域上奇摄动双曲方程初边值问题．应用奇摄动分析

方法，得到了形式渐近解，通过对内解和外解的最大模估计和关于时间导数的最大模估计以及

线性抛物方程理论，得到了在无界域上内外解的存在唯一性，从而得到了解的形式渐近展开

式．利用上述估计，给出了渐近解的 Ｌ２ 估计，得到了无界域上的余项估计，从而完整地得到了

无界域上奇摄动双曲方程的渐近解．实际上，模型的正则展开部分（外解）的首项就是 Ｆｏｕｒｉｅｒ
温度场的分布．非 Ｆｏｕｒｉｅｒ 温度场在 ｔ ＝ ０ 处有个初始层，从而在初期非 Ｆｏｕｒｉｅｒ 温度场与 Ｆｏｕｒｉｅｒ
温度场有较大区别，随着时间发展，非 Ｆｏｕｒｉｅｒ 温度场逐步与 Ｆｏｕｒｉｅｒ 温度场描述趋于一致，从
而描述了单层材料非 Ｆｏｕｒｉｅｒ 温度场的具体形态．
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