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摘要：　 随着计算流体力学的快速发展，设计精确、高效并且健壮的数值格式变得尤为重要．通过对

３ 种流行的通量分裂方法（ＡＵＳＭ、Ｚｈａ⁃Ｂｉｌｇｅｎ 和 Ｔｏｒｏ⁃Ｖáｚｑｕｅｚ）的对流通量和压力通量进行特征分

析，构造了一种简单、低耗散并且健壮的通量分裂格式（命名为 Ｒ⁃ＺＢ 格式）．采用 Ｚｈａ⁃Ｂｉｌｇｅｎ 分裂方

法将 Ｅｕｌｅｒ 方程的通量分裂成对流通量和压力通量，其中对流通量采用迎风方法来计算，压力通量

采用低耗散的 ＨＬＬ 格式来计算，从而克服了原始的 ＨＬＬ 格式不能精确分辨接触间断的缺点．数值

实验表明，该文给出的 Ｒ⁃ＺＢ 格式不仅保留了原始 Ｚｈａ⁃Ｂｉｌｇｅｎ 格式简单高效、能够精确分辨接触间

断等优点，而且具有更好的健壮性，在计算二维问题时不会出现数值激波不稳定现象．
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引　 　 言

近几十年来，尽管流体力学数值方法的研究取得了巨大的进步，设计出了许多高精度、高
效率的数值格式，但是在流体力学的数值模拟中仍然还有许多问题需要解决［１］ ．中心格式、通
量差分裂（ＦＤＳ）格式、通量向量分裂（ＦＶＳ）格式和 ＡＵＳＭ（ａｄｖｅｃｔｉｏｎ ｕｐｓｔｒｅａｍ ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ）
类格式广泛地应用于计算流体力学中．其中，中心格式不能精确地分辨中间特征场并且强烈地

依赖与问题相关的参数［２］，这极大地限制了它的应用．基于 Ｇｏｄｕｎｏｖ 方法的通量差分裂格式需

要求解两个相邻状态之间的局部 Ｒｉｅｍａｎｎ（黎曼）问题．尽管 Ｇｏｄｕｎｏｖ 和 Ｖａｎ Ｌｅｅｒ 系统地阐述

了 Ｅｕｌｅｒ 方程精确 Ｒｉｅｍａｎｎ 解法器的构造过程，但是大多数情况下计算精确的 Ｒｉｅｍａｎｎ 解会很

困难，并且精确 Ｒｉｅｍａｎｎ 解的数值黏性过小， 在计算某些算例时，会产生数值震荡．因此，设计

精确、健壮的近似 Ｒｉｅｍａｎｎ 解法器成为了流体力学数值方法研究的热点问题．著名的近似 Ｒｉｅ⁃
ｍａｎｎ 解法器包括 Ｒｏｅ［３］、ＨＬＬ［４］（Ｈａｒｔｅｎ，Ｌａｘ ａｎｄ Ｖａｎ Ｌｅｅｒ）、ＨＬＬＣ［５］（Ｈａｒｔｅｎ，Ｌａｘ ａｎｄ Ｖａｎ Ｌｅｅｒ
ｗｉｔｈ ｃｏｎｔａｃｔ）和 Ｏｓｈｅｒ［６］等．其中，两波近似的 ＨＬＬ 格式非常高效和健壮，但是不能捕捉接触间

断极大地限制了它的应用．Ｒｏｅ、ＨＬＬＣ 和 Ｏｓｈｅｒ 格式能够精确地分辨激波和接触间断，从而广

泛应用于流体力学的数值模拟中．但使用它们计算某些多维问题时，会导致非物理现象的出

现，包括膨胀激波、负内能、慢行激波、ｃａｒｂｕｎｃｌｅ 现象，双 Ｍａｃｈ（马赫）杆和奇偶失联等现象［７］ ．
通量向量分裂方法，例如 Ｓｔｅｇｅｒ⁃Ｗａｒｍｉｎｇ 格式［８］和 Ｖａｎ Ｌｅｅｒ 格式［９⁃１０］，能够避免激波不稳
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定现象并且在计算中非常高效．然而它们不能精确地捕捉与线性波所对应的间断，因此在计算

接触面时会产生过大的耗散．这会严重地影响接触波、物质界面、剪切波、涡流以及燃烧面的分

辨率［１１］ ．Ｌｉｏｕ 和 Ｓｔｅｆｆｅｎ［１２］结合通量差分裂方法和通量向量分裂方法的优点，将 Ｅｕｌｅｒ 方程的通

量分裂成对流部分和压力部分，提出了一种能够分辨接触波的通量分裂格式，ＡＵＳＭ 格式．经
过许多研究人员的共同努力，ＡＵＳＭ 格式已经发展成为更加健壮、精确并且高效的 ＡＵＳＭ 类格

式［１３⁃１５］ ．类似的分裂方法还包括 Ｚｈａ⁃Ｂｉｌｇｅｎ 分裂［１６⁃１７］以及最近出现的 Ｔｏｒｏ⁃Ｖáｚｑｕｅｚ 分裂［７］，关
于它们的最新进展可参见文献［１８⁃２２］．这 ３ 种分裂方法的主要差异在于能量方程中的对流

项，其中 Ｌｉｏｕ⁃Ｓｔｅｆｆｅｎ 分裂的对流项是总焓；Ｚｈａ⁃Ｂｉｌｇｅｎ 分裂的对流项是总能；Ｔｏｒｏ⁃Ｖáｚｑｕｅｚ 分裂

的对流项是动能．尽管这些通量分裂格式能够分辨接触面，但是在计算多维问题时，还会出现

不同程度的数值激波不稳定现象．
在治愈数值激波不稳定性方面，Ｑｕｉｒｋ［２３］建议在强激波附近使用耗散格式（例如 ＨＬＬＥ 格

式）．Ｋｉｍ 等［７］定义了一种探测强激波横向的函数，根据该探测函数来混合 ＨＬＬ 格式和 ＨＬＬＣ
格式从而消除 ＨＬＬＣ 格式的激波不稳定性．Ｈｕ（胡立军）等［２４］ 通过混合 ＨＬＬＣ 格式和 ＦＯＲＣＥ
格式来消除 ＨＬＬＣ 格式的不稳定性．Ｗｕ 等［２５］ 提出了一种类似的混合格式用来治愈 Ｒｏｅ 格式

的激波不稳定性．Ｒｅｎ［２６］通过使用旋转格式来消除 Ｒｏｅ 格式的不稳定性．在文献［２７］中，胡立

军等分析了 Ｅｕｌｅｒ 方程的数值激波在特定流动和扰动形式下的不稳定性，并且提出了一种混

合方法来治愈 ＨＬＬＣ 格式的激波不稳定性．然而，所有这些尝试要么会引入自由参数增加格式

的耗散，要么会显著地增加计算量．
本文通过对 ３ 种流行的通量分裂方法（ＡＵＳＭ、Ｚｈａ⁃Ｂｉｌｇｅｎ 和 Ｔｏｒｏ⁃Ｖáｚｑｕｅｚ）的对流通量和

压力通量进行特征分析，构造了一种简单、精确并且健壮的通量分裂格式（命名为 Ｒ⁃ＺＢ 格

式）．基本思路是：利用 Ｚｈａ⁃Ｂｉｌｇｅｎ 分裂方法，将 Ｅｕｌｅｒ 方程的通量分裂成对流通量和压力通量

两部分．其中，对流通量采用迎风格式来计算，压力通量采用低耗散的 ＨＬＬ 格式来计算，从而

克服原始的 ＨＬＬ 格式不能精确分辨接触间断的缺点．数值实验表明，本文给出的 Ｒ⁃ＺＢ 格式不

仅保留了原始通量分裂格式简单高效的优点，而且具有更好的健壮性，在计算二维问题时不会

出现数值激波不稳定现象．
本文结构如下：第 １ 节介绍了控制方程组；第 ２ 节对 ３ 种流行的对流⁃压力分裂方法进行

特征分析；第 ３ 节详细介绍了 Ｒ⁃ＺＢ 格式的构造方法；第 ４ 节展示数值算例的结果和分析；最
后，第 ５ 节是全文的结论．

１　 控制方程组

考虑二维 Ｅｕｌｅｒ 方程组：

　 　 ∂Ｕ
∂ｔ

＋ ∂Ｆ（Ｕ）
∂ｘ

＋ ∂Ｇ（Ｕ）
∂ｙ

＝ ０， （１）

其中

　 　 Ｕ ＝

ρ
ρｕ
ρｖ
Ｅ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

， Ｆ（Ｕ） ＝

ρｕ
ρｕ２ ＋ ｐ
ρｕｖ

ｕ（Ｅ ＋ ｐ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

， Ｇ（Ｕ） ＝

ρｖ
ρｕｖ

ρｖ２ ＋ ｐ
ｖ（Ｅ ＋ ｐ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

， （２）

这里 ρ 为密度， ｕ，ｖ 分别为 ｘ 方向和 ｙ 方向的速度， ｐ 为压力， Ｅ 为总能．状态方程为
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　 　 ｐ ＝ （γ － １） Ｅ － １
２

ρ（ｕ２ ＋ ｖ２）é

ë
êê

ù

û
úú ， （３）

γ ＝ １．４ 为比热比．
用守恒型数值方法求解方程组（１）：

　 　 Ｕｎ＋１
ｉ， ｊ ＝ Ｕｎ

ｉ， ｊ －
Δｔ
Δｘ

（Ｆｉ ＋１ ／ ２， ｊ － Ｆｉ －１ ／ ２， ｊ） － Δｔ
Δｙ

（Ｇｉ， ｊ ＋１ ／ ２ － Ｇｉ， ｊ －１ ／ ２）， （４）

其中 Ｆｉ ＋１ ／ ２， ｊ，Ｇｉ， ｊ ＋１ ／ ２ 分别为 ｘ 方向和 ｙ 方向的数值通量．

２　 对流⁃压力分裂方法的特征分析

接下来，使用 ３ 种流行的对流⁃压力分裂方法将二维 Ｅｕｌｅｒ 方程组的通量分裂成对流通量
和压力通量，并且对其进行特征分析来展示它们在计算中的物理特性．
２．１　 Ｌｉｏｕ⁃Ｓｔｅｆｆｅｎ分裂

采用 Ｌｉｏｕ⁃Ｓｔｅｆｆｅｎ 分裂［１２］方法将通量分裂成为对流通量和压力通量：

　 　

Ｆ（Ｕ） ＝ ＦＬ
ｃ ＋ ＦＬ

ｐ ＝

ρｕ
ρｕ２

ρｕｖ
ｕ（Ｅ ＋ ｐ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＋

０
ｐ
０
０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

，

Ｇ（Ｕ） ＝ ＧＬ
ｃ ＋ ＧＬ

ｐ ＝

ρｖ
ρｕｖ
ρｖ２

ｖ（Ｅ ＋ ｐ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＋

０
０
ｐ
０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

（５）

其中 ＦＬ
ｃ 和 ＧＬ

ｃ 分别表示 ｘ 方向和 ｙ 方向的对流通量， ＦＬ
ｐ 和 ＧＬ

ｐ 分别表示 ｘ 方向和 ｙ 方向的压力

通量．
２．１．１　 对流系统

考虑对流子系统

　 　 ∂Ｕ
∂ｔ

＋
∂ＦＬ

ｃ

∂ｘ
＋

∂ＧＬ
ｃ

∂ｙ
＝ ０， （６）

将对流子系统式（６）写成拟线性形式：

　 　 ∂Ｕ
∂ｔ

＋ ＡＬ ∂Ｕ
∂ｘ

＋ ＢＬ ∂Ｕ
∂ｙ

＝ ０， （７）

其中

　 　

ＡＬ ＝

０ １ ０ ０
－ ｕ２ ２ｕ ０ ０
－ ｕｖ ｖ ｕ ０

ｕ １
２
（γ － １）（ｕ２ ＋ ｖ２） － Ｈé

ë
êê

ù

û
úú Ｈ － （γ － １）ｕ２ － （γ － １）ｕｖ γｕ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

，

ＢＬ ＝

０ ０ １ ０
－ ｕｖ ｖ ｕ ０
－ ｖ２ ０ ２ｖ ０

ｖ １
２
（γ － １）（ｕ２ ＋ ｖ２） － Ｈé

ë
êê

ù

û
úú － （γ － １）ｕｖ Ｈ － （γ － １）ｖ２ γｖ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（８）
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Ｈ ＝ （Ｅ ＋ ｐ） ／ ρ 为总焓．ＡＬ 的 ４ 个特征值分别为

　 　 λ ｃｘ
１ ＝ λ ｃｘ

２ ＝ λ ｃｘ
３ ＝ ｕ， λ ｃｘ

４ ＝ γｕ； （９）
ＢＬ 的 ４ 个特征值分别为

　 　 λ ｃｙ
１ ＝ λ ｃｙ

２ ＝ λ ｃｙ
３ ＝ ｖ， λ ｃｙ

４ ＝ γｖ ． （１０）
２．１．２　 压力系统

考虑压力子系统

　 　 ∂Ｕ
∂ｔ

＋
∂ＦＬ

ｐ

∂ｘ
＋

∂ＧＬ
ｐ

∂ｙ
＝ ０， （１１）

将压力子系统式（１１）写成拟线性形式：

　 　 ∂Ｕ
∂ｔ

＋ ＭＬ ∂Ｕ
∂ｘ

＋ ＮＬ ∂Ｕ
∂ｙ

＝ ０， （１２）

其中

　 　

ＭＬ ＝

０ ０ ０ ０
γ － １

２
（ｕ２ ＋ ｖ２） － （γ － １）ｕ － （γ － １）ｖ γ － １

０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

，

ＮＬ ＝

０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０

γ － １
２

（ｕ２ ＋ ｖ２） － （γ － １）ｕ － （γ － １）ｖ γ － １

０ ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（１３）

ＭＬ 的 ４ 个特征值分别为

　 　 λ ｐｘ
１ ＝ － （γ － １）ｕ， λ ｐｘ

２ ＝ λ ｐｘ
３ ＝ λ ｐｘ

４ ＝ ０； （１４）
ＮＬ 的 ４ 个特征值分别为

　 　 λ ｐｙ
１ ＝ － （γ － １）ｖ， λ ｐｙ

２ ＝ λ ｐｙ
３ ＝ λ ｐｙ

４ ＝ ０． （１５）
从式（９）可以看出，对流通量 ＦＬ

ｃ 的特征值是 （ｕ，ｕ，ｕ，γｕ）， 因此对流通量信息传播的方向

仅仅依赖于 ｘ 方向的速度，这与物理特性相符合．然而，压力通量有一个非零的特征值 － （γ －
１）ｕ， 在计算中会出现涡流趋势，这与物理现象相矛盾．因此，基于 Ｌｉｏｕ⁃Ｓｔｅｆｆｅｎ 分裂的数值格式

的健壮性和精度都会受到影响，尽管 ＡＵＳＭ 类格式在计算流体力学中已取得了较大的成功．
２．２　 Ｚｈａ⁃Ｂｉｌｇｅｎ分裂

采用 Ｚｈａ⁃Ｂｉｌｇｅｎ 分裂［１６］方法将通量分裂成为对流通量和压力通量：

　 　

Ｆ（Ｕ） ＝ ＦＺ
ｃ ＋ ＦＺ

ｐ ＝

ρｕ
ρｕ２

ρｕｖ
ｕＥ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＋

０
ｐ
０
ｐｕ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

，

Ｇ（Ｕ） ＝ ＧＺ
ｃ ＋ ＧＺ

ｐ ＝

ρｖ
ρｕｖ
ρｖ２

ｖＥ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＋

０
０
ｐ
ｐｖ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

（１６）
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对流通量 ＦＺ
ｃ 和 ＧＺ

ｃ 的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵为

　 　 ＡＺ ＝

０ １ ０ ０
－ ｕ２ ２ｕ ０ ０
－ ｕｖ ｖ ｕ ０
－ ｕＥ
ρ

Ｅ
ρ

０ ｕ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

， ＢＺ ＝

０ ０ １ ０
－ ｕｖ ｖ ｕ ０
－ ｖ２ ０ ２ｖ ０
－ ｖＥ
ρ

０ Ｅ
ρ

ｖ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

． （１７）

ＡＺ 的 ４ 个特征值分别为

　 　 λ ｃｘ
１ ＝ λ ｃｘ

２ ＝ λ ｃｘ
３ ＝ λ ｃｘ

４ ＝ ｕ； （１８）

ＢＺ 的 ４ 个特征值分别为

　 　 λ ｃｙ
１ ＝ λ ｃｙ

２ ＝ λ ｃｙ
３ ＝ λ ｃｙ

４ ＝ ｖ ． （１９）

压力通量 ＦＺ
ｐ 和 ＧＺ

ｐ 的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵为

　 　

ＭＺ ＝

０ ０ ０ ０
γ － １

２
（ｕ２ ＋ ｖ２） － （γ － １）ｕ － （γ － １）ｖ γ － １

０ ０ ０ ０

（γ － １）ｕ ｕ２ ＋ ｖ２ － Ｅ
ρ

æ

è
ç

ö

ø
÷ （γ － １） Ｅ

ρ
－ ３

２
ｕ２ － １

２
ｖ２æ

è
ç

ö

ø
÷ － （γ － １）ｕｖ （γ － １）ｕ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

，

ＮＺ ＝

０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０

γ － １
２

（ｕ２ ＋ ｖ２） － （γ － １）ｕ － （γ － １）ｖ γ － １

（γ － １）ｕ ｕ２ ＋ ｖ２ － Ｅ
ρ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － （γ － １）ｕｖ （γ － １） Ｅ

ρ
－ １

２
ｕ２ － ３

２
ｖ２æ

è
ç

ö

ø
÷ （γ － １）ｖ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（２０）
ＭＺ 的 ４ 个特征值分别为

　 　 λ ｐｘ
１ ＝ － ａ γ － １

γ
， λ ｐｘ

２ ＝ λ ｐｘ
３ ＝ ０， λ ｐｘ

４ ＝ ａ γ － １
γ

； （２１）

ＮＺ 的 ４ 个特征值分别为

　 　 λ ｐｙ
１ ＝ － ａ γ － １

γ
， λ ｐｙ

２ ＝ λ ｐｙ
３ ＝ ０， λ ｐｙ

４ ＝ ａ γ － １
γ

， （２２）

其中 ａ ＝ γｐ ／ ρ 是声速．
式（１８） ～ （２２）表明，对流通量的特征值等于各自方向的速度，从而表现出良好的对流特

性．此外，压力通量的特征值与声速成比例，这也反映了声速波的特征性质．因此，基于 Ｚｈａ⁃Ｂｉｌ⁃
ｇｅｎ 分裂的数值格式在理论上表现出很好的健壮性和精度．
２．３　 Ｔｏｒｏ⁃Ｖáｚｑｕｅｚ 分裂

Ｔｏｒｏ 和 Ｖáｚｑｕｅｚ⁃Ｃｅｎｄóｎ［１１］采用了如下的方式将 Ｅｕｌｅｒ 方程的通量分裂成对流通量和压力

通量：

４５１ 一种健壮的低耗散通量分裂格式



　 　

Ｆ（Ｕ） ＝ ＦＴ
ｃ ＋ ＦＴ

ｐ ＝

ρｕ
ρｕ２

ρｕｖ
１
２

ρｕ（ｕ２ ＋ ｖ２）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

＋

０
ｐ
０

γ
γ － １

ｐｕ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

，

Ｇ（Ｕ） ＝ ＧＴ
ｃ ＋ ＧＴ

ｐ ＝

ρｕ
ρｕｖ
ρｖ２

１
２

ρｖ（ｕ２ ＋ ｖ２）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

＋

０
０
ｐ

γ
γ － １

ｐｖ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（２３）

对流通量 ＦＴ
ｃ 和 ＧＴ

ｃ 的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵分别为

　 　

ＡＴ ＝

０ １ ０ ０
－ ｕ２ ２ｕ ０ ０
－ ｕｖ ｖ ｕ ０

－ ｕ（ｕ２ ＋ ｖ２） ３
２

ｕ２ ＋ １
２

ｖ２ ｕｖ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

，

ＢＴ ＝

０ ０ １ ０
－ ｕｖ ｖ ｕ ０
－ ｖ２ ０ ２ｖ ０

－ ｖ（ｕ２ ＋ ｖ２） ｕｖ ３
２

ｖ２ ＋ １
２

ｕ２ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（２４）

ＡＴ 的 ４ 个特征值分别为

　 　 λ ｃｘ
１ ＝ ０， λ ｃｘ

２ ＝ λ ｃｘ
３ ＝ λ ｃｘ

４ ＝ ｕ； （２５）
ＢＴ 的 ４ 个特征值分别为

　 　 λ ｃｙ
１ ＝ ０， λ ｃｙ

２ ＝ λ ｃｙ
３ ＝ λ ｃｙ

４ ＝ ｖ ． （２６）
压力通量 ＦＴ

ｐ 和 ＧＴ
ｐ 的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵分别为

　 　

ＭＴ ＝

０ ０ ０ ０
γ － １

２
（ｕ２ ＋ ｖ２） － （γ － １）ｕ － （γ － １）ｖ γ － １

０ ０ ０ ０

γｕ（ｕ２ ＋ ｖ２） － γｕＥ
ρ

γＥ
ρ

－ γ ３
２

ｕ２ ＋ １
２

ｖ２æ

è
ç

ö

ø
÷ － γｕｖ γｕ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

，

ＮＴ ＝

０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０

γ － １
２

（ｕ２ ＋ ｖ２） － （γ － １）ｕ － （γ － １）ｖ γ － １

γｖ（ｕ２ ＋ ｖ２） － γｖＥ
ρ

－ γｕｖ γＥ
ρ

－ γ １
２

ｕ２ ＋ ３
２

ｖ２æ

è
ç

ö

ø
÷ γｖ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

（２７）

ＭＴ 的 ４ 个特征值分别为
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　 　 λ ｐｘ
１ ＝ ｕ － ｕ２ ＋ ４ａ２

２
， λ ｐｘ

２ ＝ λ ｐｘ
３ ＝ ０， λ ｐｘ

４ ＝ ｕ ＋ ｕ２ ＋ ４ａ２

２
； （２８）

ＮＴ 的 ４ 个特征值分别为

　 　 λ ｐｙ
１ ＝ ｖ － ｖ２ ＋ ４ａ２

２
， λ ｐｙ

２ ＝ λ ｐｙ
３ ＝ ０， λ ｐｙ

４ ＝ ｖ ＋ ｖ２ ＋ ４ａ２

２
． （２９）

式（２５） ～ （２９）表明，对流通量有一个特征值等于 ０，这会影响数值格式的对流特性．此外，
压力通量的特征值是声速和对流速度的非线性组合，在实际计算中会导致一些非物理现象的

出现．因此，基于 Ｔｏｒｏ⁃Ｖáｚｑｕｅｚ 分裂的数值格式的精度和健壮性也会受到影响．

３　 二维 Ｅｕｌｅｒ 方程的 Ｒ⁃ＺＢ 格式

从 ２．２ 小节的特征分析可以看出，基于 Ｚｈａ⁃Ｂｉｌｇｅｎ 分裂方法构造一种精确并且健壮的数

值格式在理论上是可行的．在这一节中，首先介绍 Ｚｈａ 和 Ｂｉｌｇｅｎ 基于 Ｚｈａ⁃Ｂｉｌｇｅｎ 分裂方法构造

的 Ｚｈａ⁃Ｂｉｌｇｅｎ 格式［１６］，然后提出一种健壮的 Ｒ⁃ＺＢ 通量分裂格式来提高 Ｚｈａ⁃Ｂｉｌｇｅｎ 格式的精

度和健壮性．
３．１　 Ｚｈａ⁃Ｂｉｌｇｅｎ格式

以 ｘ 方向为例，将二维 Ｅｕｌｅｒ 方程的通量分裂成对流通量和压力通量两部分：

　 　 Ｆ（Ｕ） ＝ Ｃ ＋ Ｐ ＝

ρｕ
ρｕ２

ρｕｖ
ｕＥ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＋

０
ｐ
０
ｐｕ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＝ ｕ

ρ
ρｕ
ρｖ
Ｅ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＋

０
ｐ
０
ｐｕ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＝ ｕＱ ＋ Ｐ ． （３０）

经过分裂之后，数值通量可以写成对流通量和压力通量之和：
　 　 Ｆｉ ＋１ ／ ２， ｊ ＝ Ｃｉ ＋１ ／ ２， ｊ ＋ Ｐ ｉ ＋１ ／ ２， ｊ ． （３１）

３．１．１　 对流通量的计算

对流通量采用简单的迎风格式来计算：
　 　 Ｃｉ ＋１ ／ ２， ｊ ＝ Ｃ ＋

Ｌ ＋ Ｃ －
Ｒ， （３２）

其中

　 　 Ｃ ＋
Ｌ ＝ ｍａｘ（０，ｕＬ）ＱＬ， Ｃ －

Ｒ ＝ ｍｉｎ（０，ｕＲ）ＱＲ ． （３３）
３．１．２　 压力通量的计算

压力通量的两个分量可采用不同的方法来计算， 分量 ｐ 采用类似于 ＡＵＳＭ 格式的方法来

计算：
　 　 ｐｉ ＋１ ／ ２， ｊ ＝ ｐ ＋

Ｌ ＋ ｐ －
Ｒ， （３４）

　 　 ｐ ±＝

１
２

ｐ（１ ± Ｍａ）， ｜ Ｍａ ｜ ≤ １，

１
２

ｐ （Ｍａ ±｜ Ｍａ ｜ ）
Ｍａ

， ｜ Ｍａ ｜ ＞ １，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（３５）

其中 Ｍａ ＝ ｕ ／ ａ 为 Ｍａｃｈ 数．
分量 ｐｕ 采用如下公式来计算：
　 　 （ｐｕ） ｉ ＋１ ／ ２， ｊ ＝ （ｐｕ） ＋

Ｌ ＋ （ｐｕ） －
Ｒ， 　 （３６）

６５１ 一种健壮的低耗散通量分裂格式



　 　

（ｐｕ） ＋
Ｌ ＝ ｐＬ

０， ＭａＬ ≤－ １，
１
２
（ｕＬ ＋ ａＬ）， － １ ＜ ＭａＬ ＜ １，

ｕＬ， ＭａＬ ≥ １，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（ｐｕ） －
Ｒ ＝ ｐＲ

ｕＲ， ＭａＲ ≤－ １，
１
２
（ｕＲ － ａＲ）， － １ ＜ ＭａＲ ＜ １，

０， ＭａＲ ≥ １，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

（３７）

其中 ＭａＬ 和 ＭａＲ 分别代表界面左边和右边的 Ｍａｃｈ 数．
３．２　 Ｒ⁃ＺＢ格式

原始的 Ｚｈａ⁃Ｂｉｌｇｅｎ 格式形式简单，计算效率高，但是在计算某些多维问题时，会产生激波

不稳定现象．接下来，构造一种健壮的 Ｒ⁃ＺＢ 格式，不仅保留原始 Ｚｈａ⁃Ｂｉｌｇｅｎ 格式简单高效、能
够分辨接触间断等优点，而且具有更好的健壮性，在计算中不会出现激波不稳定现象．

首先，利用 Ｚｈａ⁃Ｂｉｌｇｅｎ 分裂将通量分裂成对流通量和压力通量，具体见式（３０）．接下来将

介绍 Ｒ⁃ＺＢ 格式对流通量和压力通量的计算公式．
３．２．１　 Ｒ⁃ＺＢ 格式对流通量的计算

利用 Ｍａｃｈ 数 Ｍａ ＝ ｕ ／ ａ 将式（３０）中的对流通量改写为

　 　 Ｃ ＝ Ｍａ

ρ
ρｕ
ρｖ
Ｅ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

ａ ． （３８）

采用下面的迎风方法来计算对流通量的数值通量：

　 　 Ｃｉ ＋１ ／ ２， ｊ ＝ Ｍａ１ ／ ２

ρ
ρｕ
ρｖ
Ｅ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

ｋ

ａ１ ／ ２ ． （３９）

迎风方向 ｋ 根据 ｘ 方向的界面平均速度 ｕ－ ＝ （ｕＬ ＋ ｕＲ） ／ ２ 来选取：

　 　 ｋ ＝
Ｌ， ｕ－ ≥ ０，
Ｒ， ｕ－ ＜ ０ ．{ （４０）

界面 Ｍａｃｈ 数 Ｍａ１ ／ ２ 和界面声速 ａ１ ／ ２ 的计算公式为

　 　

Ｍａ１ ／ ２ ＝

ｕ－

ｕ－ － ＳＬ

， ｕ－ ≥ ０，

ｕ－

ｕ－ － ＳＲ

， ｕ－ ＜ ０，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ａ１ ／ ２ ＝
ｕＬ － ＳＬ， ｕ－ ≥ ０，

ｕＲ － ＳＲ， ｕ－ ＜ ０ ．{

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

（４１）

波速 ＳＬ 和 ＳＲ 按照以下方式来选取：
　 　 ＳＬ ＝ ｍｉｎ（０，ｕＬ － ａＬ，ｕ － ａ）， ＳＲ ＝ ｍａｘ（０，ｕＲ ＋ ａＲ，ｕ ＋ ａ）， （４２）
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其中， ｕ，ａ 为状态 （ＵＬ，ＵＲ） 之间的 Ｒｏｅ 平均量．
３．２．２　 Ｒ⁃ＺＢ 格式压力通量的计算

压力通量采用 Ｈａｒｔｅｎ 等提出的 ＨＬＬ 格式［４］来计算：

　 　 Ｐ ｉ ＋１ ／ ２， ｊ ＝
ＳＲ

ＳＲ － ＳＬ
ＰＬ －

ＳＬ

ＳＲ － ＳＬ
ＰＲ ＋

ＳＲＳＬ

ＳＲ － ＳＬ
（ＵＲ － ＵＬ） ． （４３）

上式可以改写成

　 　 Ｐ ｉ ＋１ ／ ２， ｊ ＝
１
２
（ＰＬ ＋ ＰＲ） ＋ δＵ， （４４）

其中 δＵ 为数值耗散项，将其写成分量形式

　 　 δＵ ＝
ＳＲ ＋ ＳＬ

２（ＳＲ － ＳＬ）
（ＰＬ － ＰＲ） －

ＳＲＳＬ

ＳＲ － ＳＬ

ρ Ｌ － ρＲ

（ρｕ） Ｌ － （ρｕ） Ｒ

（ρｖ） Ｌ － （ρｖ） Ｒ

ＥＬ － ＥＲ

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

． （４５）

跨越接触间断时，密度会改变而压力不会改变．因此，为了避免接触间断的数值耗散，采用

文献［２８］中的方法，将式（４５）右端最后一项的密度差用压力差来代替．根据等熵条件 ａ２ ＝
δｐ ／ δρ， 式（４５）可以改写成

　 　 δＵ ＝
ＳＲ ＋ ＳＬ

２（ＳＲ － ＳＬ）
（ＰＬ － ＰＲ） －

ＳＲＳＬ

ａ－ ２（ＳＲ － ＳＬ）

ｐＬ － ｐＲ

（ｐｕ） Ｌ － （ｐｕ） Ｒ

（ｐｖ） Ｌ － （ｐｖ） Ｒ

ａ－ ２（ｐＬ － ｐＲ）
２

＋
（ｐｑ） Ｌ － （ｐｑ） Ｒ

２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

， （４６）

其中

　 　 ｑ ＝ ｕ２ ＋ ｖ２， ａ－ ＝ （ａＬ ＋ ａＲ） ／ ２．

４　 数 值 实 验

这一节将计算一些典型的一维和二维算例来比较传统的 Ｚｈａ⁃Ｂｉｌｇｅｎ 格式和健壮的 Ｒ⁃ＺＢ
格式在数值计算中的表现．计算中采用二阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 格式［２９］ 进行时间离散来获得二阶时

间精度，空间重构采用基于特征变量的二阶 ＭＵＳＣＬ 重构［３０］ ．
表 １　 Ｒ⁃ＺＢ 格式的精度测试

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ａｃｃｕｒａｃｙ ｔｅｓｔ ｏｆ ｔｈｅ Ｒ⁃ＺＢ ｓｃｈｅｍｅ

ｍｅｓｈ ｓｉｚｅ Ｌ⁃１ ｅｒｒｏｒ Ｌ⁃１ ｏｒｄｅｒ Ｌ⁃∞ ｅｒｒｏｒ Ｌ⁃∞ ｏｒｄｅｒ

１６×１６ ７．１４Ｅ－２ － １．３５Ｅ－１ －

３２×３２ ２．１４Ｅ－２ １．７４ ４．４３Ｅ－２ １．６１

６４×６４ ５．７８Ｅ－３ １．８９ １．２５Ｅ－２ １．８３

１２８×１２８ １．４３Ｅ－３ ２．０２ ３．３２Ｅ－３ １．９１

２５６×２５６ ３．５１Ｅ－４ ２．０３ ８．４１Ｅ－４ １．９８

５１２×５１２ ８．４９Ｅ－５ ２．０５ ２．０６Ｅ－４ ２．０３

４．１　 精度分析

使用文献［３１］中的数值算例对 Ｒ⁃ＺＢ 格式进行精度测试．计算区域为［０，２］ ×［０，２］，初始

条件为
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　 　 ρ ０ ＝ １ ＋ ０．２ｓｉｎ［π（ｘ ＋ ｙ）］， ｕ０ ＝ １．０， ｖ０ ＝ － ０．５， ｐ０ ＝ １． （４７）
使用周期性边界条件，计算 ＣＦＬ 数为 ０．９，计算时间 Ｔ ＝ ４．该问题的精确解为

　 　 ρ（ｘ，ｙ） ＝ １ ＋ ０．２ｓｉｎ［π（ｘ ＋ ｙ － ０．５ｔ）］ ． （４８）
从表 １ 可以看出，Ｒ⁃ＺＢ 格式不仅能够达到空间的二阶精度，而且误差下降的速度会随着

网格的加密而越来越快，表现出了良好的网格收敛性．
４．２　 一维 Ｒｉｅｍａｎｎ问题

计算两个一维 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题来进行格式的比较．计算区间为［０，１］，计算中使用的网格数

为 １００，ＣＦＬ 数为 ０．９．具体的左右状态，初始间断的位置和计算时间如表 ２ 所示．后文中将展示

精确解和 ３ 种数值格式（ＨＬＬ 格式［４］、Ｚｈａ⁃Ｂｉｌｇｅｎ 格式［１６］ 以及本文构造的 Ｒ⁃ＺＢ 格式）的计算

结果．
表 ２　 一维 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题的初始值

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｉｎｉｔｉａｌ ｄａｔａ ｆｏｒ １Ｄ Ｒｉｅｍａｎｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ

（ρ，ｕ，ｐ） Ｌ （ρ，ｕ，ｐ） Ｒ ｘ０ Ｔ０

ＲＰ１ （１．０， －１９．５９７ ４５，１ ０００．０） （１．０， －１９．５９７ ４５， ０．０１） ０．８ ０．０１２

ＲＰ２ （１．０， ２．０， ０．１） （１．０， －２．０， ０．１） ０．５ ０．８

（ａ） 密度 ρ 的分布图 （ｂ） 内能 ｅ 的分布图

（ａ） Ｔｈｅ ｐｒｏｆｉｌｅ ｏｆ ｄｅｎｓｉｔｙ （ｂ） Ｔｈｅ ｐｒｏｆｉｌｅ ｏｆ ｓｐｅｃｉｆｉｃ ｉｎｔｅｒｎａｌ ｅｎｅｒｇｙ

（ｃ） 压力 ｐ 的分布图 （ｄ） 速度 ｕ 的分布图

（ｃ） Ｔｈｅ ｐｒｏｆｉｌｅ ｏｆ ｐｒｅｓｓｕｒｅ （ｄ） Ｔｈｅ ｐｒｏｆｉｌｅ ｏｆ ｖｅｌｏｃｉｔｙ
图 １　 一维 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题算例 １ 的计算结果

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｃａｓｅ １ ｏｆ １Ｄ Ｒｉｅｍａｎｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ
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　 　 算例 １　 由一个右行激波，一个静止的接触间断和一个左行的膨胀波所构成．从图 １ 可以

看到，ＨＬＬ 格式不能捕捉接触间断，Ｚｈａ⁃Ｂｉｌｇｅｎ 格式在膨胀波的尾部和激波的顶部有过冲；Ｒ⁃
ＺＢ 格式不仅可以捕捉接触间断，而且在激波和膨胀波附近不会出现过冲．

算例 ２　 由两个分别向两侧运动的激波和一个中间静止的接触间断所构成．从图 ２ 可以看

到，使用 ＨＬＬ 格式和 Ｚｈａ⁃Ｂｉｌｇｅｎ 格式进行计算时，密度和内能在接触间断附近会出现波动．在
激波附近 Ｚｈａ⁃Ｂｉｌｇｅｎ 格式的计算结果会出现小的波动，尤其在密度的计算结果中波动表现得

更为明显；而 Ｒ⁃ＺＢ 格式在计算接触间断和激波时都表现得非常好．

（ａ） 密度 ρ 的分布图 （ｂ） 内能 ｅ 的分布图

（ａ） Ｔｈｅ ｐｒｏｆｉｌｅ ｏｆ ｄｅｎｓｉｔｙ （ｂ） Ｔｈｅ ｐｒｏｆｉｌｅ ｏｆ ｓｐｅｃｉｆｉｃ ｉｎｔｅｒｎａｌ ｅｎｅｒｇｙ

（ｃ） 压力 ｐ 的分布图 （ｄ） 速度 ｕ 的分布图

（ｃ） Ｔｈｅ ｐｒｏｆｉｌｅ ｏｆ ｐｒｅｓｓｕｒｅ （ｄ） Ｔｈｅ ｐｒｏｆｉｌｅ ｏｆ ｖｅｌｏｃｉｔｙ
图 ２　 一维 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题算例 ２ 的计算结果

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｃａｓｅ ２ ｏｆ １Ｄ Ｒｉｅｍａｎｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ

４．３　 一维爆轰波问题

计算 Ｗｏｏｄｗａｒｄ 和 Ｃｏｌｅｌｌａ［３２］提出的一维爆轰波问题．计算区域为［０，１］，初始条件为

　 　

ρ Ｌ ＝ １．０， ｕＬ ＝ ０．０， ｐＬ ＝ １ ０００．０， ０ ≤ ｘ ≤ ０．１，
ρＭ ＝ １．０， ｕＭ ＝ ０．０， ｐＭ ＝ ０．０１， ０．１ ＜ ｘ ≤ ０．９，
ρＲ ＝ １．０， ｕＲ ＝ ０．０， ｐＲ ＝ １００．０， ０．９ ＜ ｘ ≤ １．０ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（４９）

计算中使用的网格数为 １ ０００，ＣＦＬ 数为 ０．９，计算时间为 ０．０３８，左右边界均使用反射边界

条件，使用网格数为 ３ ０００ 的 ＨＬＬＣ 格式的计算结果作为参考解．在该算例中，两个强爆轰波相
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互碰撞，产生一个新的接触间断．从图 ３ 可以看出，相比于 ＨＬＬ 格式和 Ｚｈａ⁃Ｂｉｌｇｅｎ 格式，Ｒ⁃ＺＢ
格式的计算结果会更接近参考解，尤其是在接触间断附近．

（ａ） 密度 ρ 的分布图 （ｂ） 密度 ρ 的局部分布图

（ａ） Ｔｈｅ ｐｒｏｆｉｌｅ ｏｆ ｄｅｎｓｉｔｙ （ｂ） Ｔｈｅ ｌｏｃａｌ ｐｒｏｆｉｌｅ ｏｆ ｄｅｎｓｉｔｙ
图 ３　 一维爆轰波问题的计算结果

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ １Ｄ ｂｌａｓｔ ｗａｖｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ

４．４　 随机扰动问题

对于 Ｍａｃｈ 数为 １０ 的平面激波从左向右移动，在初始物理量上增加 １０－１０倍随机扰动：
　 　 （ρ，ｕ，ｖ，ｐ） ＝ （１．４，０，０，１） ＋ １０ －１０（α１，α２，α３，α４）， （５０）

其中 α ｋ（ｋ ＝ １，２，３，４） 是（０，１）之间的随机数．计算区域为［０，３５］×［０，１］，计算中使用的网格

数为 ７００×２０，计算时间 Ｔ ＝ ３．从图 ４ 可以看出，Ｚｈａ⁃Ｂｉｌｇｅｎ 格式的计算结果不仅在激波后出现

了明显的不稳定现象，且激波的位置也不正确．当将随机扰动的量减小到 １０－１６倍时，Ｚｈａ⁃Ｂｉｌｇｅｎ
格式的不稳定现象依然会出现．Ｒ⁃ＺＢ 格式的计算结果不仅得到了正确的激波位置，而且不会

出现不稳定现象，甚至当把激波 Ｍａｃｈ 数增加到 ３０ 时，Ｒ⁃ＺＢ 格式也不会出现不稳定现象．

图 ４　 随机扰动问题的计算结果

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｒａｎｄｏｍ ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ

４．５　 前台阶问题

计算区域为［０，３］ ×［０，１］，计算中使用的网格数为 ２４０×８０，在 ｘ ＝ ０．６ 处有一个高为 ０．２
的台阶，其角点坐标为 （ｘ，ｙ） ＝ （０．６，０．２） ．初始条件为

　 　 （ρ，ｕ，ｖ，ｐ） ＝ （１．４，３．０，０．０，１．０）， （５１）
边界采用反射边界条件，计算时间 Ｔ ＝ ４．从图 ５ 可以看出，Ｚｈａ⁃Ｂｉｌｇｅｎ 格式的计算结果在上壁

面的 Ｍａｃｈ 杆后面会出现激波不稳定现象，而 Ｒ⁃ＺＢ 格式则消除了激波不稳定现象．
４．６　 超声速绕柱流问题

Ｍａｃｈ 数为 ２０ 的流体流经一根圆柱体，初始条件为

　 　 （ρ，ｕ，ｖ，ｐ） ＝ （１．４，２０．０，０．０，１．０）， （５２）
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左边界采用入口边界条件，右边界采用滑移边界条件，上下边界采用出口边界条件，具体的边

界条件的设定可以参考文献［３３］．计算中使用的网格数为 ２０×１６０，计算时间 Ｔ ＝ ４．从图 ６ 可以

看出，Ｚｈａ⁃Ｂｉｌｇｅｎ 格式在区域的中间部位出现了轻微的不稳定现象，而 Ｒ⁃ＺＢ 格式不仅消除了

不稳定现象，而且对于激波的分辨率更高．

图 ５　 前台阶问题的计算结果

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｆｏｒｗａｒｄ ｆａｃｉｎｇ ｓｔｅｐ ｐｒｏｂｌｅｍ

图 ６　 超声速绕柱流问题的计算结果

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｈｙｐｅｒｓｏｎｉｃ ｆｌｏｗ ｏｖｅｒ ａ ｃｙｌｉｎｄｅｒ

４．７　 二维 Ｒｉｅｍａｎｎ问题

计算二维 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题［３４］来比较不同格式在二维算例中对于接触间断的捕捉能力以及

不同格式的精度和效率．计算区域为［０，１］ ×［０，１］，计算中使用的网格数为 ４００×４００，使用网

格数为 ８００×８００ 的 ＨＬＬＣ 格式的计算结果作为参考解．初始条件为

　 　

（ρ，ｕ，ｖ，ｐ） ＝ （０．５３１ ３，０，０，０．４）， ｘ ＞ ０．５， ｙ ＞ ０．５，
（ρ，ｕ，ｖ，ｐ） ＝ （１，０．７２７ ６，０，１）， ｘ ≤ ０．５， ｙ ＞ ０．５，
（ρ，ｕ，ｖ，ｐ） ＝ （０．８，０，０，１）， ｘ ≤ ０．５， ｙ ≤ ０．５，
（ρ，ｕ，ｖ，ｐ） ＝ （１，０，０．７２７ ６，１）， ｘ ＞ ０．５， ｙ ≤ ０．５ ．

ì

î

í

ï
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ï
ï

（５３）

计算 ＣＦＬ 数为 ０．８，计算时间 Ｔ ＝ ０．２５．从图 ７ 可以看出，３ 种数值格式（ＨＬＬ、Ｚｈａ⁃Ｂｉｌｇｅｎ 和

Ｒ⁃ＺＢ）对于激波有相似的分辨率．但是 ＨＬＬ 格式在接触间断位置有很大的耗散，Ｚｈａ⁃Ｂｉｌｇｅｎ 格

式和 Ｒ⁃ＺＢ 格式可以精确地分辨接触间断．表 ３ 展示了不同格式的计算结果与参考解之间的误

差以及计算时间．从表 ３ 可以看出，Ｒ⁃ＺＢ 格式的误差仅仅为 ＨＬＬ 格式误差的 １１．１３％，并且比

Ｚｈａ⁃Ｂｉｌｇｅｎ 格式的误差少了 ７．９％．从计算时间上来看， Ｒ⁃ＺＢ 格式相比于 ＨＬＬ 格式和 Ｚｈａ⁃Ｂｉｌ⁃
ｇｅｎ 格式分别多了 １．２３％和 ２．１７％．因此， Ｒ⁃ＺＢ 格式以非常小的时间代价来获得更好的精度和

健壮性．
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图 ７　 二维 Ｒｉｅｍａｎｎ 问题的计算结果

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ２Ｄ Ｒｉｅｍａｎｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ

表 ３　 不同数值格式的误差和 ＣＰＵ 计算时间的比较

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｅｒｒｏｒｓ ａｎｄ ＣＰＵ ｔｉｍｅｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｃｈｅｍｅｓ

ｓｃｈｅｍｅ Ｌ２ ｅｒｒｏｒ ＣＰＵ ｔｉｍｅ Ｔ ／ ｓ

ＨＬＬ［４］ ４．５８３ ７Ｅ－４ ３２５

Ｚｈａ⁃Ｂｉｌｇｅｎ［１６］ ５．５４１ ２Ｅ－５ ３２２

Ｒ⁃ＺＢ ５．１０３ ３Ｅ－５ ３２９

５　 结　 　 论

本文对 ３ 种流行的通量分裂方法（ＡＵＳＭ、Ｚｈａ⁃Ｂｉｌｇｅｎ 和 Ｔｏｒｏ⁃Ｖáｚｑｕｅｚ）的对流通量和压力

通量进行特征分析，进而构造一种简单、精确并且健壮的通量分裂格式（Ｒ⁃ＺＢ 格式）．其基本思

路是：用 Ｚｈａ⁃Ｂｉｌｇｅｎ 分裂方法将通量分裂成为对流部分和压力部分．其中对流通量的计算采用

简单的迎风方法，压力通量采用低耗散的 ＨＬＬ 格式来计算，即将传统的 ＨＬＬ 格式的耗散项中

的密度差用压力差来代替．数值实验表明：相比于原始的 Ｚｈａ⁃Ｂｉｌｇｅｎ 格式，本文构造的 Ｒ⁃ＺＢ 格

式不仅保留了原始格式简单高效、能够精确分辨接触间断等优点，而且具有更好精度和健壮

性，在计算二维问题时不会出现数值激波不稳定现象．从计算时间来看 Ｒ⁃ＺＢ 格式与 ＨＬＬ 格式

和原始的 ＴＶ 格式相差不会超过 ２．２％．因此，综合来看，Ｒ⁃ＺＢ 格式是一种高效、精确且健壮的

数值格式．

３６１胡　 立　 军　 　 　 袁　 　 礼　 　 　 翟　 　 健



参考文献（Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ）：

［１］　 ＬＩＯＵ Ｍ Ｓ． Ｏｐｅｎ ｉｓｓｕｅｓ ｉｎ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｆｌｕｘｅｓ： ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓ［Ｃ］ ／ ／ ２０ｔｈ ＡＩＡＡ Ｃｏｍｐｕｔａ⁃
ｔｉｏｎａｌ Ｆｌｕｉｄ Ｄｙｎａｍｉｃｓ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ， Ｆｌｕｉｄ Ｄｙｎａｍｉｃｓ ａｎｄ Ｃｏ⁃ｌｏｃａｔｅｄ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅｓ， ２０１１． ＤＯＩ：
１０．２５１４ ／ ６．２０１１⁃３０５５．

［２］　 ＱＵ Ｆ， ＹＡＮ Ｃ， ＹＵ Ｊ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｎｅｗ ｆｌｕｘ ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ ｓｃｈｅｍｅ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｅｕｌｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔ⁃
ｅｒｓ ＆ Ｆｌｕｉｄｓ， ２０１４， １０２： ２０３⁃２１４．

［３］ 　 ＲＯＥ Ｐ Ｌ． Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ Ｒｉｅｍａｎｎ ｓｏｌｖｅｒｓ， ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｖｅｃｔｏｒｓ， ａｎｄ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｓｃｈｅｍｅｓ ［ Ｊ］ ．
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， １９８１， ４３（２）： ３５７⁃３７２．

［４］　 ＨＡＲＴＥＮ Ａ， ＬＡＸ Ｐ Ｄ， ＶＡＮ ＬＥＥＲ Ｂ． Ｏｎ ｕｐｓｔｒｅａｍ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｉｎｇ ａｎｄ Ｇｏｄｕｎｏｖ⁃ｔｙｐｅ ｓｃｈｅｍｅｓ
ｆｏｒ ｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎ ｌａｗｓ［Ｊ］ ． ＳＩＡＭ Ｒｅｖｉｅｗ， １９８３， ２５（１）： ３５⁃６１．

［５］　 ＴＯＲＯ Ｅ Ｆ， ＳＰＲＵＣＥ Ｍ， ＳＰＥＡＲＥＳ Ｗ． Ｒｅｓｔｏｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｎｔａｃｔ ｓｕｒｆａｃｅ ｉｎ ｔｈｅ ＨＬＬ⁃Ｒｉｅｍａｎｎ
ｓｏｌｖｅｒ［Ｊ］ ． Ｓｈｏｃｋ Ｗａｖｅｓ， １９９４， ４（１）： ２５⁃３４．

［６］　 ＴＯＲＯ Ｅ Ｆ． Ｒｉｅｍａｎｎ Ｓｏｌｖｅｒｓ ａｎｄ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｆｏｒ Ｆｌｕｉｄ Ｄｙｎａｍｉｃｓ［Ｍ］ ． ３ｒｄ ｅｄ． Ｂｅｒ⁃
ｌｉｎ： Ｓｐｒｉｎｇｅｒ， １９９９．

［７］　 ＫＩＭ Ｓ Ｄ， ＬＥＥ Ｂ Ｊ， ＬＥＥ Ｈ Ｊ， ｅｔ ａｌ． Ｒｏｂｕｓｔ ＨＬＬＣ Ｒｉｅｍａｎｎ ｓｏｌｖｅｒ ｗｉｔｈ ｗｅｉｇｈｔｅｄ ａｖｅｒａｇｅ ｆｌｕｘ
ｓｃｈｅｍｅ ｆｏｒ ｓｔｒｏｎｇ ｓｈｏｃｋ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２００９， ２２８（２０）： ７６３４⁃７６４２．

［８］　 ＳＴＥＧＥＲ Ｊ Ｌ， ＷＡＲＭＩＮＧ Ｒ Ｆ． Ｆｌｕｘ ｖｅｃｔｏｒ ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｖｉｓｃｉｄ ｇａｓｄｙｎａｍｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ
ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｔｏ ｆｉｎｉｔｅ⁃ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｍｅｔｈｏｄｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， １９８１， ４０（２）：
２６３⁃２９３．

［９］　 ＶＡＮ ＬＥＥＲ Ｂ． Ｆｌｕｘ ｖｅｃｔｏｒ ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｅｕｌｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｃ］ ／ ／ ８ｔｈ Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ
ｏｎ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ｆｌｕｉｄ Ｄｙｎａｍｉｃｓ． Ｂｅｒｌｉｎ， Ｈｅｉｄｅｌｂｅｒｇ： Ｓｐｒｉｎｇｅｒ⁃Ｖｅｒｌａｇ， １９８２： ５０７⁃
５１２．

［１０］　 ＡＮＤＥＲＳＯＮ Ｗ Ｋ， ＴＨＯＭＡＳ Ｊ Ｌ， ＶＡＮ ＬＥＥＲ Ｂ． Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｆｉｎｉｔｅ ｖｏｌｕｍｅ ｆｌｕｘ ｖｅｃｔｏｒ ｓｐｌｉｔ⁃
ｔｉｎｇｓ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｅｕｌｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． ＡＩＡＡ Ｊｏｕｒｎａｌ， １９８６， ２４（９）： １４５３⁃１４６０．

［１１］　 ＴＯＲＯ Ｅ Ｆ， ＶÁＺＱＵＥＺ⁃ＣＥＮＤÓＮ Ｍ Ｅ． Ｆｌｕｘ ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ ｓｃｈｅｍｅｓ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｅｕｌｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｃｏｍ⁃
ｐｕｔｅｒｓ ＆ Ｆｌｕｉｄｓ， ２０１２， ７０： １⁃１２．

［１２］　 ＬＩＯＵ Ｍ Ｓ， ＳＴＥＦＦＥＮ ＪＲ Ｃ Ｊ． Ａ ｎｅｗ ｆｌｕｘ ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ ｓｃｈｅｍｅ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ
Ｐｈｙｓｉｃｓ， １９９３， １０７（１）： ２３⁃３９．

［１３］　 ＬＩＯＵ Ｍ Ｓ． Ａ ｓｅｑｕｅｌ ｔｏ ＡＵＳＭ： ＡＵＳＭ＋［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， １９９６， １２９（２）：
３６４⁃３８２．

［１４］　 ＬＩＯＵ Ｍ Ｓ． Ｒｅｃｅｎｔ ｐｒｏｇｒｅｓｓ ａｎｄ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ ｏｆ ＡＵＳＭ＋ ［Ｃ］ ／ ／ １６ｔｈ Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ
ｏｎ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ｆｌｕｉｄ Ｄｙｎａｍｉｃｓ． Ｂｅｒｌｉｎ， Ｇｅｒｍａｎｙ， １９９８．

［１５］　 ＬＩＯＵ Ｍ Ｓ． Ａ ｓｅｑｕｅｌ ｔｏ ＡＵＳＭ， ｐａｒｔ ＩＩ： ＡＵＳＭ＋ ⁃ｕｐ ｆｏｒ ａｌｌ ｓｐｅｅｄｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ⁃
ａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２００６， ２１４（１）： １３７⁃１７０．

［１６］　 ＺＨＡ Ｇ Ｃ， ＢＩＬＧＥＮ Ｅ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ Ｅｕｌｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｂｙ ｕｓｉｎｇ ａ ｎｅｗ ｆｌｕｘ ｖｅｃｔｏｒ ｓｐｌｉｔ⁃
ｔｉｎｇ ｓｃｈｅｍｅ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｆｏｒ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ｆｌｕｉｄｓ， １９９３， １７（２）： １１５⁃
１４４．

［１７］　 ＺＨＡ Ｇ Ｃ， ＳＨＥＮ Ｙ， ＷＡＮＧ Ｂ． Ａｎ ｉｍｐｒｏｖｅｄ ｌｏｗ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ Ｅ⁃ＣＵＳＰ ｕｐｗｉｎｄ ｓｃｈｅｍｅ［Ｊ］ ． Ｃｏｍ⁃
ｐｕｔｅｒｓ ＆ Ｆｌｕｉｄｓ， ２０１１， ４８（１）： ２１４⁃２２０．

［１８］　 ＫＡＰＥＮ Ｐ Ｔ， ＴＣＨＵＥＮ Ｇ． Ａｎ ｅｘｔｅｎｓｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ＴＶ⁃ＨＬＬ ｓｃｈｅｍｅ ｆｏｒ ｍｕｌｔｉ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｃｏｍｐｒｅｓ⁃
ｓｉｂｌｅ ｆｌｏｗｓ［ Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｆｌｕｉｄ Ｄｙｎａｍｉｃｓ， ２０１５， ２９（３ ／ ５）：
３０３⁃３１２．

［１９］　 ＴＯＲＯ Ｅ Ｆ， ＣＡＳＴＲＯ Ｃ Ｅ， ＬＥＥ Ｂ Ｊ． Ａ ｎｏｖｅｌ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｆｌｕｘ ｆｏｒ ｔｈｅ ３Ｄ Ｅｕｌｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ

４６１ 一种健壮的低耗散通量分裂格式



ｇｅｎｅｒａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｔａｔｅ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２０１５， ３０３： ８０⁃９４．
［２０］　 ＸＩＥ Ｗ， ＬＩ Ｈ， ＴＩＡＮ Ｚ， ｅｔ ａｌ． Ａ ｌｏｗ ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ ｆｌｕｘ ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｉｎｖｉｓｃｉｄ ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ

ｆｌｏｗｓ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ ＆ Ｆｌｕｉｄｓ， ２０１５， １１２： ８３⁃９３．
［２１］　 ＳＨＩＭＡ Ｅ， ＫＩＴＡＭＵＲＡ Ｋ． Ｐａｒａｍｅｔｅｒ⁃ｆｒｅｅ ｓｉｍｐｌｅ ｌｏｗ⁃ｄｉｓｓｉｐａｔｉｏｎ ＡＵＳＭ⁃ｆａｍｉｌｙ ｓｃｈｅｍｅ ｆｏｒ ａｌｌ

ｓｐｅｅｄｓ［Ｊ］ ． ＡＩＡＡ Ｊｏｕｒｎａｌ， ２０１１， ４９（８）： １６９３⁃１７０９．
［２２］　 ＭＡＮＤＡＬ Ｊ Ｃ， ＰＡＮＷＡＲ Ｖ． Ｒｏｂｕｓｔ ＨＬＬ⁃ｔｙｐｅ Ｒｉｅｍａｎｎ ｓｏｌｖｅｒ ｃａｐａｂｌｅ ｏｆ ｒｅｓｏｌｖｉｎｇ ｃｏｎｔａｃｔ ｄｉｓ⁃

ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ ＆ Ｆｌｕｉｄｓ， ２０１２， ６３： １４８⁃１６４．
［２３］　 ＱＵＩＲＫ Ｊ Ｊ． Ａ ｃｏｎｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｔｏ ｔｈｅ ｇｒｅａｔ Ｒｉｅｍａｎｎ ｓｏｌｖｅｒ ｄｅｂａｔｅ［Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｆｏｒ

Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ｆｌｕｉｄｓ， １９９４， １８（６）： ５５５⁃５７４．
［２４］　 ＨＵ Ｌ Ｊ， ＹＵＡＮ Ｌ． Ａ ｒｏｂｕｓｔ ｈｙｂｒｉｄ ＨＬＬＣ⁃ＦＯＲＣＥ ｓｃｈｅｍｅ ｆｏｒ ｃｕｒｉｎｇ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｈｏｃｋ ｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｙ

［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ｍａｔｅｒｉａｌｓ， ２０１４， ５７７： ７４９⁃７５３．
［２５］　 ＷＵ Ｈ， ＳＨＥＮ Ｌ Ｊ， ＳＨＥＮ Ｚ Ｊ． Ａ ｈｙｂｒｉｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｍｅｔｈｏｄ ｔｏ ｃｕｒｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｈｏｃｋ ｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｙ

［Ｊ］ ． Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２０１０， ８： １２６４⁃１２７１．
［２６］　 ＲＥＮ Ｙ Ｘ． Ａ ｒｏｂｕｓｔ ｓｈｏｃｋ⁃ｃａｐｔｕｒｉｎｇ ｓｃｈｅｍｅ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｒｏｔａｔｅｄ Ｒｉｅｍａｎｎ ｓｏｌｖｅｒｓ［Ｊ］ ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ

＆ Ｆｌｕｉｄｓ， ２００３， ３２（１０）： １３７９⁃１４０３．
［２７］　 胡立军， 袁礼． 一种治愈强激波数值不稳定性的混合方法［Ｊ］ ． 应用数学和力学， ２０１５， ３６（５）：

４８２⁃４９３．（ＨＵ Ｌｉｊｕｎ， ＹＵＡＮ Ｌｉ． Ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｈｏｃｋ ｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｙ ａｎｄ ａ ｈｙｂｒｉｄ ｃｕｒｉｎｇ
ｍｅｔｈｏｄ［Ｊ］ ． Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１５， ３６（５）： ４８２⁃４９３．（ ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

［２８］　 ＳＵＮ Ｍ， ＴＡＫＡＹＡＭＡ Ｋ． Ａｎ ａｒｔｉｆｉｃｉａｌｌｙ ｕｐｓｔｒｅａｍ ｆｌｕｘ ｖｅｃｔｏｒ ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ ｓｃｈｅｍｅ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｅｕｌｅｒ ｅ⁃
ｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， ２００３， １８９（１）： ３０５⁃３２９．

［２９］　 ＧＯＴＴＬＩＥＢ Ｓ． Ｏｎ ｈｉｇｈ ｏｒｄｅｒ ｓｔｒｏｎｇ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇ Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ ａｎｄ ｍｕｌｔｉ ｓｔｅｐ ｔｉｍｅ ｄｉｓ⁃
ｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ， ２００５， ２５（１ ／ ２）： １０５⁃１２８．

［３０］　 ＬＩ Ｂ， ＹＵＡＮ Ｌ． Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｉｓｓｕｅｓ ｉｎ ｕｓｉｎｇ ｈｉｇｈ⁃ｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ ｓｃｈｅｍｅｓ ａｎｄ ｌｏｗｅｒ⁃ｕｐｐｅｒ ｓｙｍｍｅｔ⁃
ｒｉｃ Ｇａｕｓｓ⁃Ｓｅｉｄｅｌ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｓｔｅａｄｙ ｓｈｏｃｋ⁃ｉｎｄｕｃｅｄ ｃｏｍｂｕｓｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ［ Ｊ］ ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ
Ｊｏｕｒｎａｌ ｆｏｒ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ ｉｎ Ｆｌｕｉｄ， ２０１３， ７１（１１）： １４２２⁃１４３７．

［３１］　 ＪＩＡＮＧ Ｇ Ｓ， ＳＨＵ Ｗ Ｃ． Ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｉｍｐｌｅｍｅｎｔａｔｉｏｎ ｏｆ ｗｅｉｇｈｔｅｄ ＥＮＯ ｓｃｈｅｍｅｓ［ Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， １９９６， １２６（１）： ２０２⁃２２８．

［３２］　 ＷＯＯＤＷＡＲＤ Ｐ， ＣＯＬＥＬＬＡ Ｐ． Ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｗｏ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｆｌｕｉｄ ｆｌｏｗ ｗｉｔｈ ｓｔｒｏｎｇ
ｓｈｏｃｋｓ［Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ Ｐｈｙｓｉｃｓ， １９８４， ５４（１）： １１５⁃１７３．

［３３］　 ＫＩＴＡＭＵＲＡ Ｋ， ＲＯＥ Ｐ Ｌ， ＩＳＭＡＩＬ Ｆ． Ｅｖａｌｕａｔｉｏｎ ｏｆ Ｅｕｌｅｒ ｆｌｕｘｅｓ ｆｏｒ ｈｙｐｅｒｓｏｎｉｃ ｆｌｏｗ ｃｏｍｐｕｔａ⁃
ｔｉｏｎｓ［Ｊ］ ． ＡＩＡＡ Ｊｏｕｒｎａｌ， ２００９， ４７（１）： ４４⁃５３．

［３４］　 ＬＡＸ Ｐ Ｄ， ＬＩＵ Ｘ Ｄ． Ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｗｏ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ｒｉｅｍａｎｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｏｆ ｇａｓ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｂｙ ｐｏｓｉ⁃
ｔｉｖｅ ｓｃｈｅｍｅｓ［Ｊ］ ． ＳＩＡＭ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｎ Ｓｃｉｅｎｔｉｆｉｃ Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ， １９９８， １９（２）： ３１９⁃３４０．

５６１胡　 立　 军　 　 　 袁　 　 礼　 　 　 翟　 　 健



Ａ Ｒｏｂｕｓｔ ａｎｄ Ｌｏｗ⁃Ｄｉｓｓｉｐａｔｉｏｎ Ｆｌｕｘ Ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ Ｓｃｈｅｍｅ

ＨＵ Ｌｉｊｕｎ１，　 ＹＵＡＮ Ｌｉ２，　 ＺＨＡＩ Ｊｉａｎ３

（１． Ｃｏｌｌｅｇｅ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ， Ｈｅｎｇｙａｎｇ Ｎｏｒｍａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，
Ｈｅｎｇｙａｎｇ， Ｈｕｎａｎ ４２１００２， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ；

２． Ａｃａｄｅｍｙ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｓｙｓｔｅｍｓ Ｓｃｉｅｎｃｅ， Ｃｈｉｎｅｓｅ Ａｃａｄｅｍｙ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，
Ｂｅｉｊｉｎｇ １００１９０， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ；

３． Ｄａｗｎｉｎｇ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｉｎｄｕｓｔｒｙ Ｃｏ．， Ｌｔｄ．， Ｂｅｉｊｉｎｇ １００１９３， Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｒａｐｉｄ ｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔ ｏｆ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｆｌｕｉｄ ｄｙｎａｍｉｃｓ， ｉｔ ｉｓ ｐａｒｔｉｃｕｌａｒｌｙ ｉｍｐｏｒ⁃
ｔａｎｔ ｔｏ ｄｅｓｉｇｎ ａｃｃｕｒａｔｅ， ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ａｎｄ ｒｏｂｕｓｔ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｃｈｅｍｅｓ． Ｔｈｒｏｕｇｈ ｔｈｅ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ａｎ⁃
ａｌｙｓｅｓ ｏｆ ３ ｐｏｐｕｌａｒ ｆｌｕｘ ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄｓ （ＡＵＳＭ， Ｚｈａ⁃Ｂｉｌｇｅｎ ａｎｄ Ｔｏｒｏ⁃Ｖáｚｑｕｅｚ）， ａ ｓｉｍｐｌｅ，
ｌｏｗ⁃ｄｉｓｓｉｐａｔｉｏｎ ａｎｄ ｒｏｂｕｓｔ ｆｌｕｘ ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ ｓｃｈｅｍｅ （ｎａｍｅｄ ａｓ Ｒ⁃ＺＢ） ｗａｓ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ． Ｔｈｅ ｆｌｕｘ ｏｆ
Ｅｕｌｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｗａｓ ｓｐｌｉｔ ｉｎｔｏ ａ ｃｏｎｖｅｃｔｉｏｎ ｆｌｕｘ ａｎｄ ａ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｆｌｕｘ ｗｉｔｈ ｔｈｅ Ｚｈａ⁃Ｂｉｌｇｅｎ ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ
ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ． Ｔｈｅ ｃｏｎｖｅｃｔｉｏｎ ｆｌｕｘ ｗａｓ ｃｏｍｐｕｔｅｄ ｗｉｔｈ ａ ｓｉｍｐｌｅ ｕｐｗｉｎｄｉｎｇ ｓｃｈｅｍｅ， ａｎｄ ｔｈｅ ｐｒｅｓ⁃
ｓｕｒｅ ｆｌｕｘ ｗａｓ ｅｖａｌｕａｔｅｄ ｗｉｔｈ ａ ｌｏｗ⁃ｄｉｓｓｉｐａｔｉｏｎ ＨＬＬ ｓｃｈｅｍｅ ｔｏ ｏｖｅｒｃｏｍｅ ｔｈｅ ｆｌａｗ ｏｆ ｆａｉｌｉｎｇ ｔｏ
ｃａｐｔｕｒｅ ｃｏｎｔａｃｔ ｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｉｔｉｅｓ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ， ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ Ｒ⁃ＺＢ ｓｃｈｅｍｅ
ｎｏｔ ｏｎｌｙ ｒｅｔａｉｎｓ ｔｈｅ ｍｅｒｉｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｏｒｉｇｉｎａｌ Ｚｈａ⁃Ｂｉｌｇｅｎ ｓｃｈｅｍｅ， ｓｕｃｈ ａｓ ｓｉｍｐｌｅｎｅｓｓ， ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ
ａｎｄ ｃａｐｔｕｒｉｎｇ ｃｏｎｔａｃｔ ｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｉｔｉｅｓ ａｃｃｕｒａｔｅｌｙ， ｅｔｃ．， ｂｕｔ ａｌｓｏ ｈａｓ ｂｅｔｔｅｒ ｒｏｂｕｓｔｎｅｓｓ， ｗｈｉｃｈ ｅ⁃
ｌｉｍｉｎａｔｅｓ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｈｏｃｋ ｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｉｅｓ ｉｎ ｔｈｅ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ２Ｄ ｐｒｏｂｌｅｍｓ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： Ｅｕｌｅｒ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ； Ｚｈａ⁃Ｂｉｌｇｅｎ ｓｐｌｉｔｔｉｎｇ； ＨＬＬ； Ｒ⁃ＺＢ； ｌｏｗ ｄｉｓｓｉｐａｔｉｏｎ； ｎｕｍｅｒｉｃａｌ
ｓｈｏｃｋ ｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｙ

６６１ 一种健壮的低耗散通量分裂格式
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