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摘要：　 在单轴拉伸载荷作用下，运用分布位错方法对无限大平面内含有一个裂纹和一个任意方

向的杂质问题进行求解，得到了裂纹尖端的应力强度因子、应力场以及应变能密度．利用最小应变

能密度因子准则来判断裂纹扩展方向．结果显示：软杂质对裂纹尖端应力强度因子、应变能密度和

应力场有增强作用，而硬杂质则具有屏蔽作用．在 －３０ °＜ θ ＜３０ °范围内，杂质对裂纹扩展方向的影

响较小，而在 －９０ °＜ θ ＜－３０ °或 ３０ °＜ θ ＜９０ °范围内，杂质对裂纹扩展方向的影响较大．软杂质对裂

纹扩展有吸引作用，而硬杂质具有排斥作用．

关　 键　 词：　 杂质；　 裂纹；　 分布位错方法；　 裂纹扩展

中图分类号：　 Ｏ３４６　 　 　 文献标志码：　 Ａ ＤＯＩ： １０．２１６５６ ／ １０００⁃０８８７．３９０１３６

引　 　 言

在材料加工制造和应用的过程中很难避免缺陷的产生，比如孔洞、杂质等．缺陷会对材料

的疲劳和断裂行为产生影响，裂纹尖端附近的缺陷对裂纹的扩展速率和扩展方向有很大影响，
所以杂质和裂纹的相互作用引起国内外学者的广泛研究．文献［１］运用位错分布法分析了任意

形状几何平面内的裂纹问题；文献［２］运用复变函数法对无限大平面的圆孔问题进行了求解；
文献［３⁃１１］对基体或者平面中包含的杂质与裂纹相互作用的问题进行了研究；文献［１２⁃１４］讨
论了基体中一个圆形杂质和刃型位错的相互作用问题；文献［１５］运用分布位错法讨论了远处

载荷作用下，平面内一个裂纹、一个夹杂和一个刃型位错的相互作用问题，并用数值方法进行

了求解；文献［１６⁃１９］研究了平面内包含一个圆形杂质和一个裂纹的相互作用问题．
裂纹扩展速率和方向是断裂力学的两个重要方面．很多准则被提出来预测裂纹扩展方向，

例如最大周向应力准则［２０］、最大能量释放率准则［２１⁃２４］和最小应变能密度因子准则［２５］ ．最小应

变能密度因子准则考虑了材料参数的影响．由于最小应变能密度因子准则的应用范围更广，所
以在本文中最小应变能密度因子准则被用来预测裂纹扩展方向．

前面提到的研究中没有考虑裂纹尖端杂质对应力场、应变能及裂纹扩展方向的影响，本文

将运用分布位错方法［１］对无限大平面中含有一个裂纹和一个任意方向的杂质的问题进行求

解，计算裂纹的应力强度因子、应力场及应变能密度，分析杂质对裂纹扩展方向的影响．

９８１

　 应用数学和力学，第 ４０ 卷 第 ２ 期
　 ２０１９ 年 ２ 月 １ 日出版

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ　
　 　 Ｖｏｌ．４０，Ｎｏ．２，Ｆｅｂ．１，２０１９

∗ 收稿日期：　 ２０１８⁃０５⁃０２； 修订日期：　 ２０１８⁃０５⁃１７
基金项目：　 国家自然科学基金（１１４７２２３０）
作者简介：　 邢帅兵（１９９３—），男，硕士（Ｅ⁃ｍａｉｌ： １５６３８１４７７２０＠ １６３．ｃｏｍ）；

江晓禹（１９６５—），男，教授，博士生导师（通讯作者． Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｘｉａｏｙｕｊｉａｎｇ８＠ ｓｉｎａ．ｃｏｍ）．



１　 理 论 求 解

１．１　 问题描述

考虑无限大弹性平面中含有一个杂质和一个刃型位错，如图 １，位错位置坐标为 （ξ， ０），
柏氏矢量的分量分别为 ｂｘ 和 ｂｙ； “１”表示基体，“２”表示杂质．由位错产生的应力如下：

　 　 σ－ ｉｊ（ｘ，ｙ） ＝
２μ１

π（κ１ ＋ １）
ｂｘＧｘｉｊ（ｘ，ｙ） ＋ ｂｙＧｙｉｊ（ｘ，ｙ）{ } ，　 　 ｉｊ ＝ ｘｘ，ｘｙ，ｙｙ， （１）

μ１ 为基体的剪切模量，κ１ 为 Ｋｏｌｏｓｏｖ 常数， Ｇ（ｘ，ｙ） 为位错影响函数，Ｇ（ｘ，ｙ） 的第一个下标为

柏氏矢量，最后两个表示应力分量．如图 ２ 所示，单轴拉伸情况下，无限大平面含有一个裂纹和

一个杂质．基于分部位错法和叠加原理，可以将此问题分为两个子问题，第一个子问题为单向

拉伸载荷作用下，无限大平面只含有一个圆形杂质；第二个子问题为无外载荷的无限大平面含

有一个圆形杂质和一排连续分布位错．

图 １　 无限大平面中含有一个刃型位错和一个杂质 图 ２　 包含一个裂纹和一个任意方向杂质的无限大平面

Ｆｉｇ． １　 Ａｎ ｅｄｇｅ ｄｉｓｌｏｃａｔｉｏｎ ａｎｄ ａ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｉｎｈｏｍｏｇｅｎｅｉｔｙ Ｆｉｇ． ２　 Ａｎ ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｐｌａｎｅ ｃｏｎｔａｉｎｉｎｇ ａ ｃｒａｃｋ ａｎｄ ａｎ
ｉｎ ａｎ ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｐｌａｎｅ ａｒｂｉｔｒａｒｉｌｙ ｏｒｉｅｎｔｅｄ ｉｎｈｏｍｏｇｅｎｅｉｔｙ

文献［２５］已经求解出了第一个子问题，平面的应力分量如下：

　 　

σ ｒｒ ＝
σ
２

１ － γＲ２

ｒ２
＋ １ － ２βＲ２

ｒ２
－ ３δＲ２
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ê
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ú ，
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２
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ｒ４
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｃｏｓ（２α）é
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ê

ù
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ú ，

σ ｒα ＝ － σ
２

１ ＋ ２βＲ２
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è
ç
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ù
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（２）

σ 为远场均匀拉伸载荷，ｒ 和 α 为极坐标，ｒ 从杂质中心开始测得，α 从载荷方向测得；μ １，κ １和

μ ２，κ ２ 分别为基体和杂质的材料常数；β，γ 和 δ 如下表示：

　 　 β ＝ －
２（μ ２ － μ １）
μ １ ＋ κ １μ ２

， γ ＝
μ １（κ ２ － １） － μ ２（κ １ － １）

２μ ２ ＋ μ １（κ ２ － １）
， δ ＝

μ ２ － μ １

μ １ ＋ κ １μ ２
． （３）

直角坐标系下应力如下：
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σ ｘｘ ＝ σ ｒｒｃｏｓ２α ＋ σ ααｓｉｎ２α － σ ｒαｓｉｎ（２α），

σ ｙｙ ＝ σ ｒｒｓｉｎ２α ＋ σ ααｃｏｓ２α ＋ σ ｒαｓｉｎ（２α），
σ ｘｙ ＝ （σ ｒｒ － σ αα）ｓｉｎ αｃｏｓ α ＋ σ ｒαｃｏｓ（２α） ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（４）

下面对第二个子问题求解，坐标系 ｘ１Ｏ１ｙ１ 中一个位错产生的应力如下：

　 　

σ－ ｘ１ｘ１（ｘ１，ｙ１） ＝ σ－ ｘｘ（ｘ，ｙ）ｃｏｓ２θ １ ＋ σ－ ｙｙ（ｘ，ｙ）ｓｉｎ２θ １ ＋ σ－ ｘｙ（ｘ，ｙ）ｓｉｎ（２θ １），

σ－ ｙ１ｙ１（ｘ１，ｙ１） ＝ σ－ ｘｘ（ｘ，ｙ）ｓｉｎ２θ １ ＋ σ－ ｙｙ（ｘ，ｙ）ｃｏｓ２θ １ － σ－ ｘｙ（ｘ，ｙ）ｓｉｎ（２θ １），

σ－ ｘ１ｙ１（ｘ１，ｙ１） ＝ ［σ－ ｙｙ（ｘ，ｙ） － σ－ ｘｘ（ｘ，ｙ）］ｓｉｎ θ １ｃｏｓ θ １ ＋ σ－ ｘｙ（ｘ，ｙ）ｃｏｓ（２θ １），

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（５）

其中

　 　
ｘ ＝ ｘ０ ＋ ｘ１ｃｏｓ θ １ － ｙ１ｓｉｎ θ １，
ｙ ＝ ｙ０ ＋ ｘ１ｓｉｎ θ １ ＋ ｙ１ｃｏｓ θ １ ．

{ （６）

柏氏矢量分量 ｂｘ１和 ｂｙ１ 由柏氏矢量分量 ｂｘ 和 ｂｙ 坐标转化得到：

　 　
ｂｘ ＝ ｂｘ１ｃｏｓ θ １ － ｂｙ１ｓｉｎ θ １，

ｂｙ ＝ ｂｘ１ｓｉｎ θ １ ＋ ｂｙ１ｃｏｓ θ １，
{ （７）

因此，

　 　 σ－ ｉｊ（ｘ１，ｙ１） ＝
２μ １

π（κ １ ＋ １）
{ ｂｘ１Ｇｘ１ ｉｊ（ｘ１，ｙ１，ｘ０） ＋ ｂｙ１Ｇｙ１ｉｊ（ｘ１，ｙ１，ｘ０） } ，

　 　 ｉｊ ＝ ｘ１ｘ１，ｘ１ｙ１，ｙ１ｙ１ ． （８）
令 ｙ１ ＝ ０， 可以求得沿着裂纹面位置的应力如下：

　 　 σ－ ｉｊ（ｘ１） ＝
２μ １

π（κ １ ＋ １） ∫
ａ

－ａ
{Ｂｘ１（ｘ０）Ｇｘ１ｉｊ（ｘ１，ｘ０） ＋ Ｂｙ１（ｘ０）Ｇｙ１ｉｊ（ｘ１，ｘ０） } ｄｘ０，

　 　 ｉｊ ＝ ｘ１ｘ１，ｘ１ｙ１，ｙ１ｙ１， （９）
其中， Ｂ（ｘ０） 为位错密度函数．根据叠加原理 ，建立积分方程：

　 　 σ ｉｊ（ｘ１） ＋ σ－ ｉｊ（ｘ１） ＝ ０，　 　 － ａ ＜ ｘ ＜ ａ， ｉｊ ＝ ｙ１ｙ１，ｘ１ｙ１， （１０）

　 　 －
κ １ ＋ １
２μ １

σ ｉｊ（ｘ１） ＝ １
π ∫

ａ

－ａ
{Ｂｘ１（ｘ０）Ｇｘ１ｉｊ（ｘ１，ｘ０） ＋ Ｂｙ１（ｘ０）Ｇｙ１ｉｊ（ｘ１，ｘ０） } ｄｘ０，

　 　 ｉｊ ＝ ｙ１ｙ１，ｘ１ｙ１ ． （１１）
１．２　 积分方程数值求解

由于求出方程（１１）的解析解很困难，可以使用数值方法求出数值解，这里用 Ｇａｕｓｓ⁃Ｃｈｅｂｙ⁃
ｓｈｅｖ ｑｕａｄｒａｔｕｒｅ 方法［２６⁃２７］求解复杂的积分方程，令 ｘ０ ＝ ａｓ 和 ｘ１ ＝ ａｔ，积分区间［ － ａ，ａ］ 可以设

置为［－１，１］．当前研究的问题是无限大弹性平面的中心裂纹，可得出位错密度函数形式如下：

　 　 Ｂ（ ｓ） ＝ ϕ（ ｓ） ／ １ － ｓ２ ， （１２）
其中 ϕ（ ｓ） 为未知函数．所以方程（１１）可以通过应用 Ｇａｕｓｓ⁃Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ ｑｕａｄｒａｔｕｒｅ 方法，用一系

列代数方程近似替代，如下：

　 　 －
κ １ ＋ １
２μ １

σ ｉｊ（ ｔｋ） ＝ ａ
Ｎ

{ϕｘ１（ ｓｉ）Ｇｘ１ｉｊ（ ｔｋ，ｓｉ） ＋ ϕｙ１（ ｓｉ）Ｇｙ１ｉｊ（ ｔｋ，ｓｉ） } ，

　 　 ｉｊ ＝ ｙ１ｙ１，ｘ１ｙ１， （１３）
其中

　 　
ｓｉ ＝ ｃｏｓ［π（２ｉ － １） ／ （２Ｎ）］， ｉ ＝ １，２，…，Ｎ，
ｔｋ ＝ ｃｏｓ（πｋ ／ Ｎ）， ｋ ＝ １，２，…，Ｎ － １ ．{ （１４）

１９１圆形杂质对裂纹扩展的影响



方程（１３）中有 ２Ｎ 个未知数，但只有 ２（Ｎ － １） 个代数方程 ，因此需要补充方程．根据裂纹

面上总位错为 ０ 可以建立方程（１５）：

　 　 ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ϕｘ１（ ｓｉ） ＝ ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
ϕｙ１（ ｓｉ） ＝ ０． （１５）

裂纹尖端应力强度因子如下：

　 　
ＫⅠ（ ± １） ＝ ± πａ

２μ １

κ １ ＋ １
ϕｙ１（ ± １），

ＫⅡ（ ± １） ＝ ± πａ
２μ １

κ １ ＋ １
ϕｘ１（ ± １），

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１６）

其中

　 　
ϕ（ ＋ １） ＝ １

Ｎ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
ϕ（ ｓｉ）ｓｉｎ

２ｉ － １
４Ｎ

π（２Ｎ － １）é

ë
êê

ù

û
úú ｓｉｎ ２ｉ － １

４Ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

ϕ（ － １） ＝ １
Ｎ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
ϕ（ ｓＮ＋１－ｉ）ｓｉｎ

２ｉ － １
４Ｎ

π（２Ｎ － １）é

ë
êê

ù

û
úú ｓｉｎ ２ｉ － １

４Ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（１７）

坐标系 ｘ１Ｏ１ｙ１ 的应力分量如下：

　 　 σ ｉｊ（ｘ１，ｙ１） ＝ σ ｉｊ（ｘ１，ｙ１） ＋ ａ
Ｎ

２μ １

κ １ ＋ １∑
Ｎ

ｉ ＝ １
{ϕｘ１（ ｓｉ）Ｇｘ１ｉｊ（ｘ１，ｙ１，ａｓｉ） ＋

　 　 　 　 ϕｙ１（ ｓｉ）Ｇｙ１ｉｊ（ｘ１，ｙ１，ａｓｉ） } ，　 　 ｉｊ ＝ ｘ１ｘ１，ｙ１ｙ１，ｘ１ｙ１ ． （１８）
如图 ２ 所示，在裂纹尖端建立极坐标 ρｏφ， 应力分量如下：

　 　

σ ρρ ＝ σ ｘ１ｘ１（ｘ１，ｙ１）ｃｏｓ２φ ＋ σ ｙ１ｙ１（ｘ１，ｙ１）ｓｉｎ２φ ＋ σ ｘ１ｙ１（ｘ１，ｙ１）ｓｉｎ（２φ），

σ ρφ ＝ ［σ ｘ１ｘ１（ｘ１，ｙ１） － σ ｙ１ｙ１（ｘ１，ｙ１）］ｓｉｎ φｃｏｓ φ ＋ σ ｘ１ｙ１（ｘ１，ｙ１）ｃｏｓ（２φ），

σφφ ＝ σ ｘ１ｘ１（ｘ１，ｙ１）ｓｉｎ２φ ＋ σ ｙ１ｙ１（ｘ１，ｙ１）ｃｏｓ２φ － σ ｘ１ｙ１（ｘ１，ｙ１）ｓｉｎ（２φ），

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１９）

其中

　 　 ｘ１ ＝ ａ ＋ ρｃｏｓ φ， ｙ１ ＝ ρｓｉｎ φ ． （２０）
１．３　 应变能密度准则

从能量的观点出发，Ｓｉｈ（薛昌明） ［２４］提出了最小应变能密度因子准则，他认为裂纹会沿着

应变能密度因子最小的方向扩展．该准则可以表述为

　 　

∂Ｓ
∂φ φ ＝ φ０

＝ ０，
∂２Ｓ
∂φ２

φ ＝ φ０

＞ ０，

Ｓ ＝ １
２μ

κ ＋ １
８

（σ ρρ ＋ σφφ） ２ － σ ρρσφφ ＋ σ ２
ρφ

é

ë
êê

ù

û
úú ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２１）

φ０ 是裂纹扩展方向并定义逆时针方向为正．

２　 有限元验证

为了验证第一节的求解，建立有限元模型如图 ３．考虑一种特殊的情况 θ ＝ ０° 和 ｄ ／ ａ ＝ １０，
杂质的尺寸为任意的，裂纹的长度为 １０ ｃｍ，模型的长度和宽度分别为 ６００ ｃｍ 和 ４００ ｃｍ，与裂

纹相比相对较大，所以可以认为是半无限大平面．模型的弹性模量和 Ｐｏｉｓｓｏｎ（泊松）比分别为

２１０ ＧＰａ 和 ０．３，软杂质和硬杂质弹性模量分别为 ２１ ＧＰａ 和 ２ １００ ＧＰａ，Ｐｏｉｓｓｏｎ 比均为 ０．３，单
元类型为 Ｐｌａｎｅ １８３．在裂纹尖端设置奇异单元，裂纹尖端设 ２０ 个单元，模型下部 Ｙ 向固定约
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束，模型上部受 Ｙ 向拉伸载荷．其中，Ｒ 为杂质半径，ａ 为裂纹半宽，Ｒ ／ ａ 为杂质半径与裂纹半宽

之比，ｄ为杂质中心到裂纹右端距离；μ ２ ／ μ １ 为材料２与材料１的剪切模量比，θ为杂质中心相对

裂纹中心与水平方向的角度，ｄ ／ ａ 为杂质中心到裂纹右端距离与裂纹半宽之比，ρ 为极坐标半

径，ρ ／ ａ 为极坐标半径与裂纹半宽之比．本文运用有限元分别模拟了以下几种情况： １） 不同杂

质半径 Ｒ对裂纹扩展的影响； ２） 杂质与裂纹右尖端距离 ｄ对裂纹扩展的影响； ３） 杂质硬度 μ
对裂纹扩展的影响； ４） 杂质中心相对裂纹中心与水平方向的角度 θ 对裂纹扩展的影响．这里

用 Ｒ ／ ａ，μ ２ ／ μ １，ｄ ／ ａ，ρ ／ ａ 来对结果无量纲化，并通过裂纹尖端的应力强度因子、应力场以及应

变能密度来模拟结果．下面对有限元解与理论解对比分析．

（ａ） 整体网格 （ｂ） 杂质和裂纹的局部网格 （ｃ） 裂纹尖端的网格

（ａ） Ｔｈｅ ｗｈｏｌｅ ｍｅｓｈ （ｂ） Ｔｈｅ ｌｏｃａｌ ｍｅｓｈ ｎｅａｒ ｔｈｅ ｃｒａｃｋ （ｃ） Ｔｈｅ ｌｏｃａｌ ｍｅｓｈ ｎｅａｒ
ａｎｄ ｔｈｅ ｉｎｈｏｍｏｇｅｎｅｉｔｙ ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｔｉｐ

图 ３　 有限元模型

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｏｄｅｌ

３　 结 果 讨 论

裂纹尖端的应力强度因子用式（２２）来无量纲化：

　 　 Ｋ０ ＝ σ πａ ． （２２）
３．１　 验证求解

图 ４（ａ）为当前的结果和文献的结果对比（虚线为文献中的结果，实线为当前研究结果），
文献［１５］的参数 Ｒ ／ ａ ＝ ２０，μ ２ ／ μ １ ＝ ０．１，θ ＝ ０°，文献［１９］ 的参数 Ｒ ／ ａ ＝ ２，μ ２ ＝ ０，θ ＝ ０°， 当前

的结果和文献中的结果吻合效果很好，验证了本文的求解．当前的理论结果和有限元结果比较

如图 ４（ｂ）， ｄ ／ ａ ＝ １０，θ ＝ ０°， 实线为理论结果，虚线为有限元结果，实线虚线基本重合，验证了

当前的求解．
３．２　 杂质的方向对裂纹应力强度因子的影响

图 ５ 为单轴拉伸状况下，不同 μ ２ ／ μ １ 时应力强度因子随杂质朝向 θ 的变化情况，ｄ ／ ａ ＝ １和

Ｒ ／ ａ ＝ ０．５．结果显示：软杂质对裂纹扩展有增强作用，θ ＝ ０° 杂质对裂纹影响最小，随着 θ 绝对

值增大杂质对裂纹的作用增强；对硬杂质，应力强度因子随着 θ 绝对值的增大先减小后增大，
屏蔽作用在 θ ＝ ４５° 时最强．
３．３　 裂纹尖端的应力场

图 ６ 为在单轴拉伸情况下，不同 μ ２ ／ μ １ 时应力分量随 φ 的变化情况．参数 Ｒ ／ ａ ＝ ０．５， ρ ／ ａ ＝
０．１，θ ＝ ０° ．结果显示： 软杂质对裂纹尖端应力有增强作用， 硬杂质对裂纹尖端的应力有减弱

作用．
３．４　 裂纹尖端处的应变能密度

图 ７ 为在单轴拉伸情况下，不同角度 θ 时应变能密度随 φ 的变化情况．参数 Ｒ ／ ａ ＝ ０．５，θ ＝
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０°，ｄ ／ ａ ＝ １，ρ ／ ａ ＝ ０．１．结果显示：软杂质对应变能密度有增大作用，硬杂质对应变能密度有减

弱作用．由图 ７ 可得到应变能密度的最小值，因此本文用应变能密度准则预测裂纹扩展方向．

（ａ） 文献结果和本文理论结果 （ｂ） 本文理论结果和有限元结果

（ａ） Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｐｒｅｖｉｏｕｓ ｒｅｓｅａｒｃｈ （ｂ） Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ＦＥＭ ｒｅｓｕｌｔｓ
ｒｅｓｕｌｔｓ ａｎｄ ｒｅｓｕｌｔｓ ｉｎ ｔｈｉｓ ｗｏｒｋ ａｎｄ ｒｅｓｕｌｔｓ ｉｎ ｔｈｉｓ ｗｏｒｋ

图 ４　 结果比较

Ｆｉｇ． ４　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ

图 ５　 单轴拉伸载荷下应力强度因子随 θ 的变化

Ｆｉｇ． ５　 Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ ＳＩＦ ｖｓ． θ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｕｎｉａｘｉａｌ ｔｅｎｓｉｌｅ ｌｏａｄ

图 ６　 裂纹尖端应力分量随 φ 的变化

Ｆｉｇ． ６　 Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ ｓｔｒｅｓｓ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ｖｓ． φ ｎｅａｒ ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｔｉｐ

３．５　 ｄ ／ Ｒ 对裂纹扩展方向的影响

图 ８ 为单轴拉伸情况下，裂纹扩展方向随 ｄ ／ Ｒ 的变化情况．Ｒ ／ ａ ＝ ０．５．结果显示：随着杂质

和裂纹距离的增加，杂质对裂纹扩展方向的影响逐渐减弱；当裂纹尖端非常接近杂质边界时，
杂质对裂纹扩展方向的作用效果最强．
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（ａ） 软杂质 μ２ ／ μ１ ＝ ０．１ （ｂ） 硬杂质 μ２ ／ μ１ ＝ １０

（ａ） Ｓｏｆｔ ｉｎｈｏｍｏｇｅｎｅｉｔｙ μ２ ／ μ１ ＝ ０．１ （ｂ） Ｈａｒｄ ｉｎｈｏｍｏｇｅｎｅｉｔｙ μ２ ／ μ１ ＝ １０

图 ７　 裂纹尖端应变能密度随 φ 的变化

Ｆｉｇ． ７　 Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ ｓｔｒａｉｎ ｅｎｅｒｇｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ｖｓ． φ ｎｅａｒ ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｔｉｐ

图 ８　 裂纹扩展方向随 ｄ ／ Ｒ 的变化 图 ９　 裂纹扩展方向随 ｌｇ（μ２ ／ μ１） 的变化情况

Ｆｉｇ． ８　 Ｃｒａｃｋ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｖｓ． ｄ ／ Ｒ Ｆｉｇ． ９　 Ｃｒａｃｋ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｖｓ． ｌｇ（μ２ ／ μ１）

ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｕｎｉａｘｉａｌ ｔｅｎｓｉｌｅ ｌｏａｄ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｕｎｉａｘｉａｌ ｔｅｎｓｉｌｅ ｌｏａｄ

３．６　 模量比对裂纹扩展方向的影响

图 ９ 为单轴拉伸载荷情况下，不同 ｄ ／ Ｒ 时裂纹扩展方向随 ｌｇ（μ ２ ／ μ １） 的变化．Ｒ ／ ａ ＝ ０．５，θ
＝ ９０° ．结果显示：随着 ｌｇ（μ ２ ／ μ １） 的增加，杂质对裂纹扩展方向的影响逐渐变弱，裂纹增长被

吸引靠近杂质，即裂纹沿杂质方向扩展；对硬杂质，杂质对裂纹扩展方向的影响逐渐增强，裂纹

增长就远离杂质，即排斥裂纹向杂质扩展．即杂质强度越大，排斥效果越强；杂质越软，吸引效

果越明显．
３．７　 杂质的半径 Ｒ ／ ａ 对裂纹扩展方向的影响

图 １０ 为单轴拉伸情况下，不同 μ ２ ／ μ １ 时裂纹扩展方向随 Ｒ ／ ａ 的变化曲线． ｄ ／ ａ ＝ １０，θ ＝
９０° ．随着杂质半径的增大杂质对裂纹扩展方向的影响增强，软杂质对裂纹扩展方向的影响要

比硬杂质更大．
３．８　 杂质角度对裂纹扩展方向的影响

图 １１ 为在单轴拉伸情况下，不同 μ ２ ／ μ １ 时裂纹扩展方向随杂质角度 θ 的变化曲线．Ｒ ／ ａ ＝
０．５，ｄ ／ ａ ＝ １．对软杂质，在 θ 的绝对值小于 ３０° 时，杂质对裂纹扩展方向有轻微的影响，当 θ 的

绝对值大于 ３０° 时，裂纹扩展方向随 θ 绝对值的增大而变大，软杂质对裂纹生长有吸引作用；
对硬杂质，在 θ 的绝对值大于 ３０° 时，杂质对裂纹生长有排斥作用，裂纹扩展方向随 θ 的增大

先增大后减小，当 θ ＝ ± ６０°， 裂纹扩展达到最大值．这一结果与文献［１５］的结果一致．
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３．９　 实验结果和当前结果的对比

图 １２（ａ）和图 １２（ｂ）为孔洞对裂纹扩展路径的影响．没有杂质的情况下，裂纹将不会发生

变形而仍保持原先的方向扩展．根据本文结果，当孔洞与裂纹尖端距离相对较大或夹角很小时

对裂纹扩展方向的影响相对较小；可以观察到孔洞对裂纹扩展初期的路径有轻微的影响；当孔

洞距离裂纹尖端较近或与裂纹夹角相对较大时孔洞对裂纹扩展有吸引作用，裂纹的吸引作用

使裂纹偏离原来的路径方向生长．实验结果与本文结果比较一致．

图 １０　 裂纹扩展方向随 Ｒ ／ ａ 的变化 图 １１　 裂纹扩展方向随裂纹与杂质角度 θ 的变化

Ｆｉｇ． １０　 Ｃｒａｃｋ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｖｓ． Ｒ ／ ａ Ｆｉｇ． １１　 ＣＰＤ ｖｓ． ｉｎｈｏｍｏｇｅｎｅｉｔｙ ｏｒｉｅｎｔａｔｉｏｎ θ
ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｕｎｉａｘｉａｌ ｔｅｎｓｉｌｅ ｌｏａｄ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｕｎｉａｘｉａｌ ｔｅｎｓｉｌｅ ｌｏａｄ

图 １２　 Ⅰ型载荷下裂纹扩展路径的实验结果［２８⁃２９］

Ｆｉｇ． １２　 Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ ｐａｔｈ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｍｏｄｅ Ⅰ ｌｏａｄ［２８⁃２９］

４　 结　 　 论

基于分布位错方法和 Ｇａｕｓｓ⁃Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ ｑｕａｄｒａｔｕｒｅ 方法得到了无限大平面内包含一个裂纹

和一个任意方向的圆形杂质的数值解，并进行了验证．通过分析杂质对裂纹扩展的影响，得出

如下结论：
１） 随着杂质和裂纹间距的增大，杂质对裂纹扩展方向的影响逐渐变弱．
２） 随着杂质的增大对裂纹扩展方向的作用增强．
３） 杂质越硬， 杂质对裂纹扩展方向的排斥越强； 杂质越软， 杂质对裂纹扩展方向的吸引

越强．
４） 在杂质和裂纹夹角的绝对值小于 ３０° 时，杂质对裂纹扩展方向只有轻微的影响；而杂

质和裂纹夹角的绝对值大于 ３０° 时，软杂质对裂纹生长有吸引作用，硬杂质对裂纹生长有排斥

作用．
５） 软杂质对裂纹尖端的强度因子、应变能密度和应力场有很大的影响，而硬杂质具有屏
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蔽作用．
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