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摘要：　 欠驱动系统的控制是非线性控制的一个重要领域，欠驱动系统指系统控制输入个数小于

自由度个数的非线性系统．目前，欠驱动非线性系统动力学和控制研究的主要方法包括线性二次型

最优控制方法和部分反馈线性化方法等，如何使系统持续的稳定在平衡位置一直是研究的难点．虚
拟约束方法是指通过选择一个周期循环变化的变量作为自变量来设计系统的周期运动．该文以典

型的欠驱动模型起重机为例，采用虚拟约束方法，使系统能够在平衡位置稳定或周期振荡运动．首
先，通过建立虚拟约束，减少系统自由度变量；然后，通过部分反馈线性化理论推导出系统的状态

方程；最后，通过线性二次调节器设计反馈控制器．仿真结果表明，重物在反馈控制下可以在竖直位

置的附近达到稳定状态，反映了虚拟约束方法对欠驱动系统的有效性．
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引　 　 言

欠驱动非线性系统控制问题一直是控制领域的研究热点之一．在实际工程中，欠驱动系统

也是典型的非线性系统， 如何用少于自由度的控制输入数来控制系统是具有实际意义的．目
前，欠驱动系统在工程实践中的应用有很多［１⁃３］，欠驱动系统动力学和控制研究的主要方法包

括线性二次型最优控制方法和部分反馈线性化方法等［４⁃５］ ．但是在反馈控制的过程中，系统很

难持续的稳定在平衡位置．对此，文章使用虚拟约束方法来得到系统稳定的周期解，进而达到

使系统稳定于平衡位置的目的．
针对如何设计反馈控制来使欠驱动系统稳定的问题，已有学者进行了广泛研究， Ｇｒｉｚｚｌｅ

等以双足机器人为模型证明了欠驱动系统可以得到稳定的周期解［６］； Ｃａｎｕｄａｓ 等论证了在欠

驱动系统中计算出运动周期解的可行性［７］；随后以 Ｓｈｉｒｉａｅｖ 为首的学者们提出了虚拟完整约

束的理论，并通过实验证明了理论的可行性和有效性［８⁃１１］ ．在此基础上， Ｃｏｎｓｏｌｉｎｉ 和 Ｍａｇｇｉｏｒｅ
将虚拟约束方法的理论做了进一步延伸，并应用到欠驱动自行车模型中［１２⁃１３］ ．关于虚拟约束方

法国内还鲜有研究，笔者期望通过本文的研究对欠驱动系统的控制问题起到帮助作用．
本文以起重机为研究对象，该系统为典型的欠驱动系统．利用虚拟约束设计反馈控制器以

控制重物可以在稳定的平衡位置或以期望的周期轨道运动．该方法首先通过 Ｌａｇｒａｎｇｅ（拉格朗
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日）动力学方程导出系统动力学模型，根据被控制物体的几何约束关系构建虚拟约束；然后定

义误差变量，并根据误差变量所表示的关系式得出系统状态方程；最后设计反馈控制器．仿真

结果表明，设计的控制器对任意初始值的欠驱动模型都可以稳定到平衡位置或预期轨道．通过

研究欠驱动系统，在虚拟约束下通过反馈控制器实现轨道周期稳定的控制，为探索解决欠驱动

非线性系统研究探索新的途径和方法．

１　 起重机动力学建模

设起重机模型是由小车和重物组成，简化模型如图 １ 所示，期望通过控制小车运动的同时

控制重物的运动，显然该系统只有一个输入（施加在小车上的控制力），有两个输出状态量（小
车的位移和重物与垂直方向形成的夹角），因此是一典型的欠驱动系统．

图 １　 起重机系统的运动模型

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｍｏｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｈｅ ｃｒａｎｅ ｓｙｓｔｅｍ

在图 １ 模型中，设小车质量为 Ｍ， 连接杆长度为 ｌ， 重物质量为 ｍ，θ 为连接杆与竖直方向

的夹角．选择图中给定的坐标系，用广义坐标 （ｘ 和 θ） 表示小车质心位置和重物位形，计算系

统动能和势能，利用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方法建立系统的动力学方程：
　 　 Ｍ（φ）φ ＋ Ｃ（φ，φ）φ ＋ Ｇ（φ） ＝ Ｂ（φ） ｆ， （１）

式中 ｆ 为施加在小车上的水平控制力， φ ＝
ｘ
θ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú 为广义坐标，

　 　 Ｍ（φ） ＝
ｍ ＋ Ｍ ｍｌｃｏｓ θ
ｍｌｃｏｓ θ ｍｌ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
， Ｃ（φ，φ） ＝ ０ － ｍｌｓｉｎ θ·θ ２

０ ０
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
，

　 　 Ｇ（φ） ＝
０

ｍｇｓｉｎ θ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， Ｂ（φ） ＝

１
０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ．

将式（１）展开可得起重机系统动力学方程：

　 　
（ｍ ＋ Ｍ）ｘ ＋ ｍｌｃｏｓ θ·θ － ｍｌｓｉｎ θ·θ ２ ＝ ｆ，
ｍｌ２θ ＋ ｍｌｃｏｓ θ·ｘ ＋ ｍｇｌｓｉｎ θ ＝ ０ ．{ （２）

２　 虚拟完整约束

虚拟约束是指通过选择一个随时间周期函数变化的约束关系作为自变量来设计系统的周

期运动．根据欠驱动系统控制量比自由度少的特点，可以建立广义坐标的约束关系，将约束关

系代入系统动力学方程可使系统广义坐标缩减，等同于在小车与摆动杆之间添加了虚拟约束

关系．由于约束方程不显含速度，因此称为虚拟完整约束．起重机模型的虚拟约束可写为
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　 　 ｘ ＋ ａｓｉｎ θ ＝ ｂ， （３）
式中 ａ 和 ｂ 为给定的常数．式（３）表示系统维持于稳定位置时 ｘ 和 θ 的关系．可以看出，当重物

垂直朝下时， ｘ ＝ ｂ ．实际上，给定任意欠驱动系统均可以建立起虚拟约束．将式（３）代入到广义

坐标 φ 中可得

　 　 φ ＝ δ（θ，ｃ） ＝
ｂ － ａｓｉｎ θ

θ
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ê

ù

û
ú
ú ． （４）

为简化计算，令式（２）中 ｍ，Ｍ，ｌ 为单位量 １，则式（２）可简化为

　 　
２ｘ ＋ ｃｏｓ θ·θ － ｓｉｎ θ·θ ２ ＝ ｆ，
θ ＋ ｃｏｓ θ·ｘ ＋ ｇｓｉｎ θ ＝ ０ ．{ （５）

假设存在一个动态的反馈控制力，可以确保式（３）表示的几何位置不变，将虚拟约束求二

阶导数代入到动力学方程（２）中的第二式可得到新的系统方程：
　 　 （１ － ａｃｏｓ２θ）θ ＋ ａｓｉｎ θ·ｃｏｓ θ·θ ２ ＋ ｇｓｉｎ θ ＝ ０． （６）

３　 反馈控制器设计

根据系统方程及虚拟约束定义 ３ 个误差变量，利用线性二次最优控制器将误差变量逼近

于 ０，误差变量是依据系统预期周期解设计的，因此当误差都为 ０ 的时候，系统就会稳定在预

期轨道上．
３．１　 部分反馈线性化

通过状态的非线性变换和非线性状态反馈将原非线性系统变换成状态方程及输出方程均

为线性的可控可观系统．然而，由于欠驱动系统自身的控制输入数目小于自由度数，不能实现

完全反馈线性化，因此利用部分反馈线性化．
由于虚拟约束方法将轨道选择的问题完全转换为求微分方程周期解的问题，因此预期轨

道幅值和周期的大小完全依赖于常数 ｃ 的选择．理论上只要常数 ｃ 在值域内取值，存在无数条

周期稳定轨道， ｃ 的值域选择可以参考文献［９］，将周期解的 θ 设为 θ∗， 轨道周期为 Ｔ， 存在 ｔ
使得

　 　 θ∗（ ｔ） ＝ θ∗（ ｔ ＋ Ｔ） ． （７）
给定虚拟约束条件和周期解 θ∗ 后，开始引入另一个概念：误差变量．因为最终要利用 ＬＱＲ

线性二次调节器来设计控制器，因此可以将状态方程的左侧设计为由误差变量构成的向量．由
于重物在未达到稳定状态前， ｘ 与虚拟约束（３）是有偏差的，利用这一特点，定义向量 η ＝
ε
０
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ú ， 即有

　 　 η ＝ φ － δ（θ，ｃ）， （８）
其中 ｘ 偏差量由 ε 来表示，求出以变量 ε 表示的广义坐标 φ 的一、二阶导数：

　 　 φ ＝
ε － ａｃｏｓ θ·θ
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， （９）

　 　 φ ＝ ε － ａｃｏｓ θ·θ ＋ ａｓｉｎ θ·θ ２
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． （１０）

根据反馈线性化理论［８］，将输入 ｆ 转化为关于 ε 的线性化形式．首先，定义 ε ＝ ｕ， 用 ｕ 替换

式（１０）中的 ε：
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　 　 φ ＝ ｕ － ａｃｏｓ θ·θ ＋ ａｓｉｎ θ·θ ２
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系统动力学方程（１）移项可得

　 　 φ ＝ Ｍ －１（φ）［Ｂ（φ） ｆ － Ｃ（φ，φ）φ － Ｇ（φ）］ ． （１２）
由式（５）可写出矩阵
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将上述矩阵和式（１１）代入到式（１２）中后，可将控制量 ｆ 转化为关于 ｕ，θ 和 θ 的方程，由于 θ 和

θ 每一时刻的值都可以测得，因此相当于将 ｆ 转化为关于 ｕ 的线性方程

　 　 ｆ ＝ １ ＋ ｓｉｎ２θ
１ － ａｃｏｓ２θ

ｕ － ｓｉｎ θ（θ ２ － ｇｃｏｓ θ） ＋ ａｃｏｓ θ（２ｇｓｉｎ θｃｏｓ θ·θ ２）
１ ＋ ｓｉｎ２θ
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（１３）
由于系统方程（６）表示的是系统完全在轨道上运动的状态，但初始位置未必处于轨道上，

因此式（６）右侧的值并不为 ０．为求得当前的状态方程，将参数矩阵 Ｍ（φ），Ｃ（φ，φ），Ｇ（φ），
Ｂ（φ） 以及式（１１）代入式（１２），可解出起重机模型达到稳定状态前的系统方程：

　 　 α（θ）θ ＋ β（θ）θ ２ ＋ γ（θ） ＝ － ｃｏｓ θ·ｕ， （１４）
式中　 　 α（θ） ＝ １ － ａｃｏｓ２θ， β（θ） ＝ ａｓｉｎ θ·ｃｏｓ θ， γ（θ） ＝ ｇｓｉｎ θ ．
３．２　 系统状态方程

设系统初始值为 θ（０） ＝ θ ０，θ（０） ＝ θ ０， 设计误差变量 κ ．定义函数 σ：
　 　 σ ＝ θ ２ ． （１５）
式（１５）两边对 θ 求导，可得 ｄσ 与 θ 间的关系：

　 　 θ ＝ １
２

ｄσ
ｄθ

． （１６）

将式（１５）和（１６）代入到系统方程（１２）中，以 σ 替换 θ 和 θ 可得

　 　 α（θ） １
２

ｄσ
ｄθ

＋ β（θ）σ ＋ γ（θ） ＝ ０． （１７）

式（１７）可以视为 σ 关于角度 θ 的一阶线性非齐次微分方程，其通解形式为

　 　 σ ＝ Φ（θ ０，θ）σ ０ － Φ（θ ０，θ） ∫θ
θ０
Φ（ｘ，θ ０）

２γ（ｘ）
α（ｘ）

ｄｘ， （１８）

式中 θ ０ 为 θ 的初始值，

　 　 σ ０ ＝ θ ２
０， Φ（θ ０，θ １） ＝ ｅｘｐ － ２∫θ１

θ０

β（ｙ）
α（ｙ）

ｄｙæ

è
ç

ö

ø
÷ ，

将误差变量 κ 定义为

　 　 κ ＝ θ ２ － σ ． （１９）
由前面的推导不难看出，当 θ ０，θ ０ 不在周期轨道上时， σ 与 θ 是不相等的，误差函数 κ 值

不为 ０．下面求 κ 对 ｔ 的导数，因为 κ 是一个关于 θ 和 θ 的函数，则有

　 　 ｄ
ｄｔ

κ ＝ θ ∂
∂θ

κ ＋ θ ∂
∂θ

κ， （２０）
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式中　 　 ∂
∂θ

κ ＝ ２θ， ∂
∂θ

κ ＝ ２γ（θ）
α（θ）

－ ２β（θ）
α（θ）

（κ － θ ２） ．

式（２０）可写为

　 　 ｄ
ｄｔ

κ ＝ θ ２
α（θ）

ｕ － ２β（θ）
α（θ）

κæ

è
ç

ö

ø
÷ ． （２１）

通常情况下，状态向量由满足系统输入输出的常微分程构成，这里设状态向量 ζ 由误差变

量构成， ζ ∈ Ｒ３ 可以定义为

　 　 ζ ＝ ［κ，ε，ε］ Ｔ， （２２）
式中 κ，ε，ε 为误差变量．联立误差变量的导数表达式，可以得到求周期解所需的状态方程：

　 　 ζ ＝ Ａ（ ｔ）ζ ＋ Ｂ（ ｔ）ｕ， （２３）
式中 Ａ（ ｔ） ∈ Ｒ３，Ｂ（ ｔ） ∈ Ｒ３， 其值为

　 　 Ａ（ ｔ） ＝
ａ１（ ｔ） ａ２（ ｔ） ａ３（ ｔ）

０ ０ Ｉ
０ ０ ０

é
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ê
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ù

û
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， （２４）

　 　 ＢＴ（ ｔ） ＝ ［ｂ（ ｔ），０，Ｉ］， （２５）
式中 Ｉ 为单位 １， ａｉ（ ｔ） 和 ｂ（ ｔ） 都是以 Ｔ 为周期的周期函数，因此 ａｉ（ ｔ） ＝ ａｉ（ ｔ ＋ Ｔ），ｉ ＝ １，２，３；
ｂ（ ｔ） ＝ ｂ（ ｔ ＋ Ｔ） ，具体可表示为

　 　 ａ１（ ｔ） ＝ － ２ａθｓｉｎ θｃｏｓ θ
１ － ａｃｏｓ２θ

， ａ２（ ｔ） ＝ ０， ａ３（ ｔ） ＝ ０， ｂ（ ｔ） ＝ － ２ｃｏｓ θ·θ
１ － ａｃｏｓ２θ

．

３．３　 反馈控制器设计

假设线性系统（２３）在 ［０，Ｔ］ 内是完全可控的．给定一个常数 Γ ＝ １ 和一个 ３ 阶的单位矩阵

Ｇ ＝ ＧＴ ＞ ０， 存在一个 ３ 阶的矩阵函数 Ｒ（ ｔ） ＝ Ｒ（ ｔ ＋ Ｔ） 并且 Ｒ（ ｔ） ＝ ＲＴ（ ｔ）， 符合 Ｒｉｃｃａｔｉ 方程：
　 　 Ｒ（ ｔ） ＋ ＡＴ（ ｔ）Ｒ（ ｔ） ＋ Ｒ（ ｔ）Ａ（ ｔ） ＋ Ｇ ＝ Ｒ（ ｔ）ＢＴ（ ｔ）Ｂ（ ｔ）Ｒ（ ｔ） ． （２６）

在 ［０，Ｔ］ 内存在 Ａ（ ｔ） 和 Ｂ（ ｔ）， 可以解出反馈控制器 ｕ 的表达式：
　 　 ｕ ＝ － ＢＴ（ ｔ）Ｒ（ ｔ）ζ ． （２７）
一般来说，非线性系统模型无法通过反馈控制器直接稳定，但可以对反馈控制器稍加修

改，结合上文对误差项的推导，设计出一个点对点的反馈控制器，即在任意时刻，系统的每个状

态量都有对应的反馈控制量， ｕ 可以表示为

　 　 ｕ（ ｔ） ＝ － ＢＴ（θ，θ，ε，ε）Ｒ（ ｔ）ζ， （２８）
式中 Ｒ（ ｔ） 为 Ｒｉｃｃａｔｉ 方程的稳定解， ＢＴ（θ，θ，ε，ε） 为含误差项的状态方程矩阵（２５）．

４　 仿 真 结 果

第 ２ 节和第 ３ 节详细地展示了在虚拟约束下物体运动周期解的推导过程，接下来的仿真

结果验证了虚拟约束方法能够实现起重机持续稳定的平衡状态，也同样要实现欠驱动系统的

稳定周期运动．在实验结果中，由于起重机模型只有一个稳定位置，即重物垂直朝下为中心摆

动，设置多个初始值来验证预期周期解的存在性，设参数 ａ ＝ ０．２，θ 与 θ分别取 ０．１，０．２，０．３，０．４
作为初始值，起重机周期摆动如图 ２ 所示，其中选取 θ ＝ ０．４，θ ＝ ０．４ 为预期摆动轨道．

为了证明系统的稳定性，选择用相位图展示出来，根据非线性系统稳定性判据，当时间 ｔ
趋于正无穷时，在 θ 与 θ 所构成的二维平面上的极限环是相空间里的一个闭合的轨迹，系统即

是稳定的，如图 ３ 所示．图 ３ 中原点位置的点表示系统完全稳定时的相位图，即此时重物持续
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垂直稳定在平衡点上．

图 ２　 预期周期运动图 图 ３　 周期运动预期相位图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｅｘｐｅｃｔｅｄ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｍｏｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｅｘｐｅｃｔｅｄ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｍｏｔｉｏｎ

图 ４　 系统在平衡点稳定

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｉｓ ｓｔａｂｌｅ ａｔ ｔｈｅ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｐｏｉｎｔ

图 ５　 状态方程误差项 κ 图 ６　 状态方程误差项 ε
Ｆｉｇ． ５　 Ｓｔａｔｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒ ｔｅｒｍ κ Ｆｉｇ． ６　 Ｓｔａｔｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒ ｔｅｒｍ ε

图 ４ 所示的是用虚拟约束方法将系统从 θ ＝ ０．２ 的位置上稳定到平衡位置的状态图，图中

的角度 θ 在反馈下最终变为 ０，表明重物最终稳定于竖直朝下的位置上，证明了该方法可以使

重物在反馈控制下稳定于平衡点上．由于 ３ 个误差变量都是角度 θ 的关系式，因此测量角度 θ
即可得到误差变量，在实际系统中可以通过传感器测量角度的值来确定误差变量的大小．反馈

控制器的状态变量，即 ３ 个误差变量的值在反馈控制下逼近于 ０，如图 ５～７ 所示．
由图 ５～７ 可知，基于虚拟约束方法的反馈控制器在任意初始值下都可以将误差值减小为
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０ ．与相位图 ３ 相比，系统最终稳定在预期轨道上，对此的直观解释是，选择合适的参数和坐标

初始值，使反馈控制器能够找到最快的收敛路线，从而使系统稳定到平衡点上．
图 ８ 是 θ 与 θ 所构成的相位图，图 ９ 是角度 θ 的周期解．对比图 ３ 与图 ４ 可以看出，在 θ ＝

０ 的初始位置下，虚拟约束方法设计的控制器可以使重物在一段时间后进行周期运动．

图 ７　 状态方程误差项 ε
Ｆｉｇ． ７　 Ｓｔａｔｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒ ｔｅｒｍ ε

图 ８　 反馈控制下的相位图 图 ９　 系统周期解

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ｕｎｄｅｒ ｆｅｅｄｂａｃｋ ｃｏｎｔｒｏｌ Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ

５　 结　 　 论

本文利用虚拟约束方法，在传统动力学方程和非线性欠驱动反馈控制方法的基础上，通过

建立虚拟约束作为自变量来设计系统最终的理想运动轨道；并基于误差变量和系统状态方程，
构造了一个多预期轨道的反馈控制器，使得欠驱动起重机模型在反馈控制下能够稳定到平衡

位置或预期周期轨道；仿真实验验证了该方法的有效性．
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０１３ 基于虚拟完整约束的欠驱动起重机控制方法
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