
文章编号：１０００⁃０８８７（２０１９）０４⁃０４６３⁃１０ ⓒ 应用数学和力学编委会，ＩＳＳＮ １０００⁃０８８７

基于失效域重构和重要抽样法的
结构动力学系统首穿失效概率
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摘要：　 对于线性动力学系统，重构系统失效域，利用基本失效域概率构造重要抽样密度函数，提
出了基于重要抽样技术的首穿失效概率估计方法；对于非线性动力学系统，构建等效线性系统，线
性化原理为线性与非线性系统对安全域边界具有相同的平均上穿率．最后给出 Ｇａｕｓｓ（高斯）白噪

声激励的线性与非线性系统的数值算例，并与 Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ（蒙特⁃卡洛）方法及区域分解方法比较，
结果显示该文方法是正确有效的．
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引　 　 言

动力学系统的结构可靠性问题是海上平台、桥梁工程等领域的研究热点，受到诸如地震、
风及海浪等随机激励的动力学系统的首穿失效问题是其研究的焦点之一．首穿失效概率作为

首穿失效问题的重要指标， 自 Ｒｉｃｅ［１⁃２］１９４５ 年的开拓性研究以来，迄今为止，即使是线性结构

动力学系统，也无可利用的精确解，因此，数值方法、模拟技巧成为解决此问题的关键．研究者

们先后提出路径积分法［３］、胞映射法［４］、随机平均法［５⁃６］ 等数值方法，然而这些方法的复杂度

会随着状态空间维数的增加呈指数增长趋势．近年来，研究者们又提出了基于方差缩减技术的

Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ 模拟方法（ＭＣＳ），此后，该法迅速成为计算首穿失效概率的高效方法［７⁃９］ ．在诸多方

差缩减技术中，重要抽样法［１０］被广泛使用，针对线性系统，２００１ 年 Ａｕ 等深入分析线性动力学

系统失效区域，利用设计点构建重要抽样密度函数，提出基于重要抽样的估计方法［１１］ ．２００５ 年

Ｋａ⁃Ｖｅｎｇ 等提出概率简单加方法［１２］；次年 Ｌａｍｂｒｏｓ 等提出区域分解法［１３］；２００９ 年何军提出了

非平稳 Ｇａｕｓｓ 白噪声激励下线性系统条件首次穿越概率的近似解析解［１４］；２０１１ 年 Ｚｕｅｖ 等利

用复数值的 Ｏｒｎｓｔｅｉｎ⁃Ｕｈｌｅｎｂｅｃｋ 过程，构造符合已给噪声功率谱的稳态噪声，基于 Ｇｉｓｒａｎｏｖ 定

理，提出 ｈｏｒｓｅｒａｃｉｎｇ 模拟算法［１５］ ．２０１４ 年 Ｖａｌｄｅｂｅｎｉｔｏ 等提出不确定线性系统的首穿失效概率

的估计方法［１６］ ．２０１６ 年 Ｗａｎｇ 等［１７］基于重要抽样法，提出风激励下线性系统的首穿失效概率

的估计方法．对非线性动力学系统，２００４ 年 Ｐｒａｄｌｗａｒｔｅｒ 等利用线性抽样提出平均失效概率流方

法［１８］；２０１６ 年 Ｈｅ（何军）等利用极值分布的尾近似，提出非线性结构系统的首穿失效概率的
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估计方法［１９］ ．而借助等效线性化方法和线性系统失效概率的估计方法，也是解决非线性系统

失效问题的方法之一，例如 ２００７ 年 Ｏｌｓｅｎ 等提出两步迭代算法［２０］；２０１２ 年任丽梅等基于测度

变换，提出首穿失效概率估计方法［２１］ ．
本文基于重要样本法，提出了线性与非线性动力学系统首穿失效概率的估计方法．其关键

是将系统失效域重构为一系列互斥的基本失效区域之和，并利用基本失效域概率构造重要抽

样密度函数，使得首穿失效概率的估计转换为估计一系列落在不同基本失效区域的样本数之

比．而对非线性系统，重点是寻求与之等效的线性系统．最后给出线性与非线性数值算例，并将

本文方法与 ＭＣＳ 及区域分解法比较，结果显示本文方法是正确有效的．

１　 方 法 简 介

考虑 Ｇａｕｓｓ 白噪声激励下线性结构动力学系统：
　 　 Ｙ（ ｔ） ＋ ２βω０Ｙ（ ｔ） ＋ ω２

０Ｙ（ ｔ） ＝ Ｗ（ ｔ），　 　 Ｙ（０） ＝ Ｙ（０） ＝ ０， ０ ≤ ｔ ≤ Ｔ， （１）
其中 β是阻尼系数， ω０ 是自然频率，Ｗ（ ｔ） 是单边谱密度为 Ｇ０ 的 Ｇａｕｓｓ 白噪声， Ｙ（ ｔ） 为系统响

应，激励持时为 Ｔ ．令 ｂ 是安全域边界，则 Ｆ ＝ { （ｙ，ｙ）： ｙ ＞ ｂ，ｙ ∈ Ｒ } 是失效域．系统的首穿

失效概率为

　 　 ＰＦ ＝ Ｐ（Ｆ） ＝ Ｐ { ∃ｔ ∈ （０，Ｔ）， Ｙ（ ｔ） ＞ ｂ } ． （２）

根据 Ｄｕｈａｍｅｌ 积分，系统（１）的激励与响应关系可表示为 Ｙ（ ｔ） ＝ ∫ｔ
０
ｈ（ ｔ，τ）Ｗ（τ）ｄτ， 其中

ｈ（ ｔ，τ） 是单位脉冲响应函数，表示 τ 时刻输入的单位脉冲在 ｔ 时刻的输出．令 Δｔ ＝ Ｔ ／ ｎ，ｔｋ ＝
ｋΔｔ，ｋ ＝ １，２，…，ｎ，且当 Δｔ→０ 时， ｇ（ｋ，ｓ） → ｈ（ ｔｋ，ｔｓ） ．令 Ｚｋ（１），Ｚｋ（２），…，Ｚｋ（ ｓ） 表示相互独

立的正态随机变量，则离散化后系统响应 Ｙ（ ｔ） 为

　 　 Ｙ（ｋ） ＝ ∑
ｋ

ｓ ＝ １
ｇ（ｋ，ｓ）Ｚｋ（ ｓ） ２πＧ０Δｔ ． （３）

相应的失效域也分解为

　 　 Ｆ ＝∪
ｎ

ｋ ＝ １
Ｆｋ ＝∪

ｎ

ｋ ＝ １
{ ｜ Ｙ（ ｔｋ） ｜ ＞ ｂ } ＝∪

ｎ

ｋ ＝ １
{ ｜ Ｙ（ｋ） ｜ ＞ ｂ } ，

此时称 Ｆｋ（ｋ ＝ １，２，…，ｎ） 为基本失效域．则 ｔｋ 时刻的极限状态曲面方程为 Ｙ（ｋ） ＝ ｂ，ｔｋ 时刻的

可靠性指标 β ｋ 为

　 　 β ｋ ＝ Ｚ２
ｋ（１） ＋ Ｚ２

ｋ（２） ＋ … ＋ Ｚ２
ｋ（ｋ） ． （４）

解 ｔｋ 时刻的优化问题

　 　
ｍｉｎ β ２

ｋ ＝ ∑
ｋ

ｓ ＝ １
Ｚ２

ｋ（ ｓ），

ｓ．ｔ．　 Ｙ（ｋ） ＝ ｂ，
{

可得 ｔｋ 时刻的局部设计点：
　 　 ｚ∗ｋ ＝ { ｚ∗ｋ （１），ｚ∗ｋ （２），…，ｚ∗ｋ （ｋ） } ，　 　 ｋ ＝ １，２，…，ｎ， （５）

其中

　 　 ｚ∗ｋ （ ｓ） ＝ １
σ ２

ｋ

ｇ（ｋ，ｓ） ２πＧ０Δｔ ｂ，　 　 ｋ ≥ ｓ，

且

　 　 σ ２
ｋ ＝ Ｖａｒ（Ｙ（ｋ）） ＝ ２πＧ０Δｔ∑

ｋ

ｓ ＝ １
ｇ２（ｋ，ｓ），　 　 ｓ ＝ １，２，…，ｋ ．
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当 ｋ ＝ ｎ 时，称 ｚ∗ｋ 为局部设计点；当 ｋ≠ ｎ 时，称 ｚ∗ｋ 为全局设计点．基本失效域可被其设计点 ｚ∗ｋ
完全刻画［２２⁃２４］ ．则 ｔｋ 时刻基本失效域的概率为

　 　 Ｐ（Ｆｋ） ＝ ２Φ（ － ‖ｚ∗ｋ ‖） ＝ ２Φ（ － β ｋ）， （６）
其中 Φ（·） 为标准正态分布函数．

由于基本失效域 Ｆｋ 相互重叠，令

　 　 Ｇ１ ＝ Ｆ１， Ｇ ｉ ＝ Ｆ ｉ －∪
ｉ －１

ｊ ＝ １
Ｆ ｊ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ， （７）

其中“－”表示集合减法．易知 Ｇ ｉ 是 Ｆ ｉ 的子集， Ｇ ｉ 由属于 Ｆ ｉ 但不属于 Ｆ ｊ（ ｊ ＝ １，２，…，ｉ － １） 的样

本点构成．则失效域 Ｆ 可重构为 Ｆ ＝∪ｎ
ｋ ＝ １Ｇｋ ＝ ∑ ｎ

ｋ ＝ １
Ｇｋ ．即首穿失效概率可为

　 　 ＰＦ ＝ Ｐ（Ｆ） ＝ Ｐ (∑
ｎ

ｋ ＝ １
Ｇｋ ) ＝ ∑

ｎ

ｋ ＝ １
Ｐ（Ｇｋ），

即

　 　 ＰＦ ＝ ∑
ｎ

ｋ ＝ １

Ｐ（Ｇｋ）
Ｐ（Ｆｋ）

Ｐ（Ｆｋ） ＝ ∑
ｎ

ｋ ＝ １
η ｋＰ（Ｆｋ） ． （８）

假如可以有效地估计 η ｋ， 则首穿失效概率的估计为

　 　 ＰＦ ＝ ∑
ｎ

ｋ ＝ １
η ｋＰ（Ｆｋ）， （９）

实际上 η ｋ ＝ Ｎｋ ／ Ｎｋ， 其中 Ｎｋ 表示落在基本失效域 Ｆｋ 中的样本数量， Ｎｋ 表示落在 Ｇｋ 中的样本

数量．则关键为怎样生成基本失效域 Ｆｋ 中的样本（具体见第 ２ 节中的 ｓｔｅｐ ４）及怎样缩减样本

方差．现解决缩减样本方差的问题．由于

　 　 ＰＦ ＝ ∑
ｎ

ｋ ＝ １
η ｋＰ（Ｆｋ） ＝ ∑

ｎ

ｋ ＝ １
η ｋＰ（Ｆｋ）

１
ｆ（ｋ）

ｆ（ｋ）， （１０）

构建重要抽样密度函数：

　 　 ｆ（ｋ） ＝
Ｐ（Ｆｋ）

∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｐ（Ｆ ｉ）

． （１１）

则首穿失效概率的估计可为

　 　 ＰＦ ＝ １
Ｍ∑

Ｍ

ｊ ＝ １
η ｋ ｊＰ（Ｆｋ ｊ）

１
ｆ（ｋ ｊ）

＝ １
Ｍ∑

Ｍ

ｊ ＝ １
η ｋ ｊ∑

ｎ

ｉ ＝ １
Ｐ（Ｆ ｉ）， （１２）

其中 Ｍ 表示模拟样本的数量， η ｋ ｊ
＝ Ｎｋ ｊ ／ Ｎｋ ｊ， 显然 η ｋ ｊ 是均值为 ｐｋ ｊ 的（０⁃１）随机变量．估计的变

异系数为

　 　
Ｍｐｋ ｊ（１ － ｐｋ ｊ）

Ｍｐｋ ｊ

， （１３）

计算时 ｐｋ ｊ 用估计值 ｐｋ ｊ 代替，ｐｋ ｊ
＝ ｍ ／ Ｍ，ｍ 表示同时落在 Ｇｋ ｊ 和 Ｆｋ ｊ 中的样本数目．

２　 算 法 步 骤

Ｓｔｅｐ １　 得到形如式（３）的动力学系统离散表示．
Ｓｔｅｐ ２　 根据式（５）计算设计点 ｚ∗ｋ （ｋ ＝ １，２，…，ｎ），将 ｚ∗ｋ 代入式（４）计算可靠性指标 β ｋ（ｋ

＝ １，２，…，ｎ）， 根据式（６）计算基本失效域的概率 Ｐ（Ｆｋ） ．

５６４基于失效域重构和重要抽样法的结构动力学系统首穿失效概率



Ｓｔｅｐ ３　 根据式（１１）选择一个失效域 Ｆｋ： 产生［０，１］上均匀分布随机数 Ｕ１， 并计算区间

[∑ ｉ

ｓ ＝ １
ｆ（ ｓ － １），∑ ｉ

ｓ ＝ １
ｆ（ ｓ） ]，ｉ ＝ １，２，…，ｎ，ｇ（０） ＝ ０， 视 Ｕ１ 落入哪个区间，则选 ｋ ＝ ｉ ．

Ｓｔｅｐ ４　 产生 Ｆｋ 中的样本 Ｚｓ ：产生 ｎ 维标准正态随机向量 Ｚ 及［０，１］上的均匀分布随机

数 Ｕ２， 计算

　 　 Ｚｓ ＝
Ｚ ＋ （α － 〈Ｚ，ｕ∗

ｋ 〉）ｕ∗
ｋ ， Ｕ２ ≤ １

２
，

－ Ｚ － （α － 〈Ｚ，ｕ∗
ｋ 〉）ｕ∗

ｋ ， Ｕ２ ＞ １
２
，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

　 　 α ＝ Φ －１（Ｕ２ ＋ （１ － Ｕ２）Φ（β ｋ））， ｕ∗
ｋ ＝ ｚ∗ｋ ／ β ｋ ．

Ｓｔｅｐ ５　 根据式（３）及 Ｚｓ 计算 Ｙ（ｋ）（ｋ ＝ １，２，…，ｎ） ．若 Ｙ（ｋ） 满足 Ｙ（ｋ） ＞ ｂ，Ｙ（ｋ － １） ＜
ｂ，…，Ｙ（１） ＜ ｂ，则 Ｙ（ｋ） 落在 Ｇｋ 内，此时 η ｋ ｊ

＝ １， 否则 η ｋ ｊ
＝ ０．

Ｓｔｅｐ ６　 根据式（１２）计算首穿失效概率，式（１３）计算变异系数．

３　 数 值 算 例

３．１　 线性动力学系统的数值算例

Ｇａｕｓｓ 白噪声激励的线性动力学系统：
　 　 ｍＹ（ ｔ） ＋ ｃＹ（ ｔ） ＋ ｋＹ（ ｔ） ＝ ｍＷ（ ｔ）， （１４）

其中 Ｙ（０） ＝ Ｙ（０） ＝ ０， Ｇ０ ＝ １０ －４ ｍ２ ／ ｓ３， ｍ ＝ １０４ ｋｇ， ｋ ＝ ４０ ０００π２ Ｎ·ｍ－１， ｃ ＝ ８００π ｋｇ·ｓ－１ ．安全

域边界分别取 ｂ ＝ ２．２４ ｃｍ 和 ｂ ＝ ２．８ ｃｍ，激励持时 Ｔ ＝ ２０ ｓ ．脉冲响应函数为

　 　 ｈ（ ｔ） ＝ １
ω ｄ

ｅｘｐ（ － βω ０ ｔ）ｓｉｎ（ω ｄ ｔ），

其中

　 　 ω ０ ＝ ２π ｒａｄ ／ ｓ， ω ｄ ＝ ω ２
０ － （βω ０） ２ ， β ＝ ０．０２．

取 Δｔ ＝ ０．０２， 则 ｎ ＝ １ ０００．对每个安全域边界进行 １０ 次试验，每次 １００ 个样本．模拟结果

见表 １、２，表中第 １、３ 列是每次试验同时落入 Ｆｋ 与 Ｇｋ 的样本数量；第 ２、４ 列是每次试验的首

穿失效概率估计值．将 １０ 次试验结果的算术平均值作为首穿失效概率的估计值．当 ｂ ＝ ２．２４ ｃｍ
时，估计值为 ３．０２５×１０－３，变异系数为 ２５．１１％；当 ｂ ＝ ２．８ ｃｍ 时，估计值为 ３．６７８×１０－５，变异系

数为 ２３．９０％．
表 １　 ｂ ＝ ２．２４ ｃｍ， Ｍ ＝ １００ 时的试验结果

Ｔａｂｌｅ １　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｗｉｔｈ ｂ ＝ ２．２４ ｃｍ ａｎｄ Ｍ ＝ １００

ｍ ＰＦ ｍ ＰＦ

１１ ３．４２２ ８５５ ４Ｅ－３ ６ １．８６７ ０１２ ０Ｅ－３

１０ ３．１１１ ６８６ ８Ｅ－３ １２ ３．７３４ ０２４ ２Ｅ－３

９ ２．８００ ５１８ １Ｅ－３ １１ ３．４２２ ８５５ ４Ｅ－３

１０ ３．１１１ ６８６ ８Ｅ－３ ８ ２．４８９ ３４９ ３Ｅ－３

１３ ４．０４５ １９２ ８Ｅ－３ １１ ３．４２２ ８５５ ４Ｅ－３

　 　 图 １ 是表 １ 中第一次试验的首穿失效概率随样本的变化情况，此时 １００ 个样本中有 １１ 个

样本同时属于 Ｆｋ 与 Ｇｋ， 每增加一个这样的样本， 首穿失效概率估计值就上一台阶，估计值会

相差
１

１００∑
１ ０００

ｉ ＝ １
Ｐ（Ｆ ｉ） ＝ ３．１１７ × １０ －４， 随着这样样本数的增多，台阶的高度则越来越矮．图 ２ 给
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出了本文方法所得估计值随样本数 （Ｍ ＝ ５００） 的变化情况，直线是 ＭＣＳ 方法（１０６ 个样本）得
到两个安全域边界下首穿失效概率的估计值：２．９６１×１０－３和 ３．７０１×１０－５ ．图 ２ 显示随样本数的

增多，利用本文方法（虚线）所得概率估计值快速逼近 ２．９６１×１０－３和 ３．７０１×１０－５，大概 ２００ 个样

本之后，首穿概率估计值与 ＭＣＳ 方法模拟值几乎相差无几．
表 ２　 ｂ ＝ ２．８ ｃｍ， Ｍ ＝ １００ 时的试验结果

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｗｉｔｈ ｂ ＝ ２．８ ｃｍ ａｎｄ Ｍ ＝ １００

ｍ ＰＦ ｍ ＰＦ

１４ ３．４５６ １８９ ４Ｅ－５ １４ ３．４５６ １８９ ４Ｅ－５

１９ ４．６９０ ５４２ ８Ｅ－５ １８ ４．４４３ ６７２ ２Ｅ－５

１２ ２．９６２ ４４８ ２Ｅ－５ １６ ３．９４９ ９３０ ８Ｅ－５

１８ ４．４４３ ６７２ ２Ｅ－５ １２ ２．９６２ ４４８ ２Ｅ－５

１０ ２．４６８ ７０６ ８Ｅ－５ １６ ３．９４９ ９３０ ８Ｅ－５

图 １　 一次模拟中首穿失效概率随样本数的变化图 图 ２　 不同失效域边界，首穿失效概率随样本数变化

Ｆｉｇ． １　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｐａｓｓａｇｅ ｆａｉｌｕｒｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ Ｆｉｇ． ２　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｐａｓｓａｇｅ ｆａｉｌｕｒｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｗｉｔｈ
ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｓａｍｐｌｅ ｓｉｚｅ ｉｎ ｏｎｅ ｔｕｒｎ ｔｈｅ ｓａｍｐｌｅ ｓｉｚｅ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆａｉｌｕｒｅ ｄｏｍａｉｎｓ

３．２　 非线性动力学系统的数值算例

虽然线性动力学系统的首穿失效概率无解析解，但目前研究者已提出几个高效的模拟算

法，则对非线性动力学系统，寻求它的等效线性系统，不失为解决问题的方法．本文采用的线性

化原理是非线性与等效线性系统对指定的安全域边界具有相同的平均上穿率［２５⁃２７］ ．
考虑非线性动力学系统：

　 　 Ｘ（ ｔ） ＋ ２βω ０Ｘ（ ｔ） ＋ ω ２
０［Ｘ（ ｔ） ＋ εＸ３（ ｔ）］ ＝ γ Ｗ（ ｔ）， （１５）

其中 β ＝ ０．０５ 和 ω ０ ＝ １．０ 表示当 ε ＝ ０ 时的线性振子的阻尼与自然频率， ε（ε ≥０） 是非线性

参数， γ ＝ ０．３， 激励持时 Ｔ ＝ １５ ｓ ．系统（１５）的失效域 Ｆ ＝ { （ｘ，ｘ）： ｘ ＞ ｂ，ｘ ∈ Ｒ } ．Ｘ（ ｔ） 和

Ｘ（ ｔ） 的联合概率密度函数为

　 　 ｆ（ｘ，ｘ） ＝ Ａｅｘｐ － １
２σ ２

０

ｘ２ ＋ ε
２

ｘ４æ

è
ç

ö

ø
÷ － ｘ２

２σ ２
０

{ } ， （１６）

其中 σ ２
０ ＝

πＧ０

４βω ３
０

，σ ２
０ ＝ ω ２

０σ ２
０， 分别表示当 ε ＝ ０ 时 Ｘ（ ｔ） 与 Ｘ（ ｔ） 的稳态方差， Ａ 是归一化常数，

　 　 Ａ －１ ＝ π
Ｇ０

４βε
ｅｘｐ

１
８εσ ２

０

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｋ１ ／ ４

１
８εσ ２

０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，
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Ｋ１ ／ ４是修正的 Ｂｅｓｓｅｌ 函数．
系统（１５）的平均上穿率为

　 　 Ｖ ＋
Ｘ（ｘ） ＝ ｌｉｍ

Δｔ→０

１
Δｔ

Ｐ { ｂ － Ｘ（ ｔ）Δｔ ＜ Ｘ（ ｔ） ＜ ｂ } ＝ σ ２
０Ａｅｘｐ － １

２σ ２
０

ｘ２ ＋ ε
２

ｘ４æ

è
ç

ö

ø
÷{ } ． （１７）

令等效线性系统为

　 　 Ｙ（ ｔ） ＋ ２βω ０Ｙ（ ｔ） ＋ ω ２
ｅＹ（ ｔ） ＝ γ ｗ（ ｔ）， （１８）

ω ｅ 是等效线性化参数．则系统（１８）的平均上穿率为

　 　 Ｖ ＋
Ｙ（ｘ） ＝

σ Ｙ

２πσ Ｙ
ｅｘｐ － １

２σ ２
Ｙ

ｘ２{ } ， （１９）

其中

　 　 σ ２
Ｙ ＝

πＧ０

４βω ０ω ２
ｅ

， σ ２
Ｙ ＝ σ ２

Ｙω ２
ｅ， Ｇ０ ＝ γ

π
．

则当

　 　 Ｖ ＋
Ｙ（ｂ） ＝ Ｖ ＋

Ｘ（ｂ） （２０）
时可得非线性系统的等效线性化参数 ω ｅ ．根据式（２０）绘制平均上穿率随非线性参数的变化

图，图 ３ 显示随安全域边界的增大，平均上穿率逐渐减小，对同一个安全域边界，非线性参数越

大平均上穿率越小．本文考虑 ３ 组不同安全域边界、不同非线性参数情形：
１） 安全域边界 ｂ ＝ ３σ ０，非线性参数 ε ＝ ０．１，由式（２０） 可得等效线性参数 ω ｅ ＝ １．３１０ ６３４；
２） 安全域边界 ｂ ＝ ２．５σ ０， 非线性参数 ε ＝ ０．５， 等效线性参数 ω ｅ ＝ １．８５８ ３６１；
３） 安全域边界 ｂ ＝ １．５σ ０， 非线性参数 ε ＝ ２， 等效线性参数 ω ｅ ＝ ２．１６４ ０５８．

则非线性系统（１５）的首穿失效概率近似为

　 　 ＰＦ（Ｔ） ＝ Ｐ { ∃ｔ ∈ （０，Ｔ）， Ｘ（ ｔ） ＞ ｂ } ≈ Ｐ { ∃ｔ ∈ （０，Ｔ）， Ｙ（ ｔ） ＞ ｂ } ， （２１）
等效线性化系统的脉冲响应函数为

　 　 ｈ（ ｔ） ＝ １
ω ｄ

ｅｘｐ（ － βω ０ ｔ）ｓｉｎ（ω ｄ ｔ），

其中 ω ｄ ＝ ω ２
ｅ － （βω ０） ２ ， 取 Δｔ ＝ ０．０５，ｎ ＝ ３００．

图 ３　 不同非线性化参数及不同安全域边界下的平均上穿率

Ｆｉｇ． ３　 Ｍｅａｎ ｈｉｇｈ ｌｅｖｅｌ ｃｒｏｓｓｉｎｇ ｒａｔｅｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｈｒｅｓｈｏｌｄ ｌｅｖｅｌｓ ｂ ａｎｄ ｎｏｎ⁃ｌｉｎｅａｒｉｔｙ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ε

利用本文方法每组参数进行 １０ 次试验，考虑到 ３．１ 小节的试验效果，每次试验的样本数

取 Ｍ ＝ ２００． ３ 种参数下的试验结果见表 ３～５，表中第 １、３ 列仍是每次试验 ２００ 个样本中同时
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落入 Ｆｋ 与 Ｇｋ 的样本数量；第 ２、４ 列分别是每次试验的首穿失效概率估计值．１０ 次试验的首穿

失效概率算术平均值及变异系数见表 ６．为了比较，利用 ＭＣＳ（１０６（或 １０８）个样本）方法，对非

线性系统进行 Ｅｕｌｅｒ（欧拉）离散，可得 ３ 组参数下首穿失效概率估计值，见表 ６；对等效线性系

统，本文还利用区域分解法对 ３ 组参数情况给出了首穿失效概率的估计值，每组参数试验 １０
次，每次 １００ 个样本，１０ 次试验的首穿失效概率算术平均值及变异系数见表 ６．图 ４ 是本文方

法（虚线）与区域分解法（实线）给出的概率估计值随样本数的变化情况．
表 ３　 第一组参数下的试验结果

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｃａｓｅ １

ｍ ＰＦ ｍ ＰＦ

２０ ３．８８７ ４４８ ５Ｅ－５ ２６ ５．０５３ ６８３ ０Ｅ－５

１９ ３．６９３ ０７６ ０Ｅ－５ ２３ ４．４７０ ５６５ ５Ｅ－５

２１ ４．０８１ ８２１ ０Ｅ－５ １８ ３．４９８ ７０３ ５Ｅ－５

３１ ６．０２５ ５４５ ０Ｅ－５ ２４ ４．６６４ ９３８ ０Ｅ－５

１７ ３．３０４ ３３１ ０Ｅ－５ １９ ３．６９３ ０７６ ０Ｅ－５

表 ４　 第二组参数下的试验结果

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｃａｓｅ ２

ｍ ＰＦ ｍ ＰＦ

３０ ７．７７２ ７９５ ２Ｅ－７ ２３ ５．９５９ １４２ ９Ｅ－７

３１ ８．０３１ ８８８ １Ｅ－７ ２８ ７．２５４ ６０８ ９Ｅ－７

３５ ９．０６８ ２６０ ７Ｅ－７ ３１ ８．０３１ ８８８ １Ｅ－７

２９ ７．５１３ ７０１ ８Ｅ－７ ２６ ６．７３６ ４２２ ６Ｅ－７

３９ １．０１０ ４６３ ４Ｅ－６ ３７ ９．５８６ ４４７ ０Ｅ－７

表 ５　 第三组参数下的试验结果

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｃａｓｅ ３

ｍ ＰＦ ｍ ＰＦ

３０ ２．１２４ ９２３ ７Ｅ－３ ２５ １．７７０ ７６９ ８Ｅ－３

３２ ２．２６６ ５８５ ４Ｅ－３ ２１ １．４８７ ４４６ ６Ｅ－３

２５ １．７７０ ７６９ ８Ｅ－３ ２２ １．５５８ ２７７ ４Ｅ－３

２４ １．６９９ ９３９ ０Ｅ－３ ２６ １．８４１ ６００ ６Ｅ－３

２６ １．８４１ ６００ ６Ｅ－３ １９ １．３４５ ７８５ １Ｅ－３

表 ６　 本文方法与 ＭＣＳ 方法、区域分解法的结果比较

Ｔａｂｌｅ ６　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ， ｔｈｅ ＭＣＳ ａｎｄ ｔｈｅ ｄｏｍａｉｎ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ

ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｐａｒａｍｅｔｅｒ
ｃａｓｅ

１ ２ ３

ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ
ｅｓｔｉｍａｔｅｄ ｖａｌｕｅ ４．４３１ ７×１０－５ ８．００５ ９×１０－７ １．７７０ ８×１０－３

ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｖａｒｉａｔｉｏｎ １４．０２％ １５．７５％ １６．２５％

ｄｏｍａｉｎ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ
ｍｅｔｈｏｄ

ｅｓｔｉｍａｔｅｄ ｖａｌｕｅ ４．４８７ １×１０－５ ９．７０２ ７×１０－７ １．８２６ １×１０－３

ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｖａｒｉａｔｉｏｎ １０．６７％ １２．２５％ １１．７３％

ＭＣＳ ｅｓｔｉｍａｔｅｄ ｖａｌｕｅ ４．２０９ ４×１０－５ ８．４３７ ３×１０－７ ２．０１１ ９×１０－３

　 　 由表 ６ 及图 ４ 可见，与 ＭＣＳ 相比，本文方法是正确有效的；与区域分解法相比，表 ６ 显示

本文方法正确，但区域分解法的变异系数更小，图 ４ 也显示了区域分解法给出的估计值在大概

５０ 个样本后便趋于稳定，显示出区域分解法的稳健性，而本文方法至少需 ２００ 个样本，但本文

９６４基于失效域重构和重要抽样法的结构动力学系统首穿失效概率



方法思想简单、算法简单、重要抽样密度函数构造简单，也是有效的估计方法．

图 ４　 ３ 组参数下，本文方法（虚线）与区域分解法（实线）的首穿失效概率随样本数的变化图

Ｆｉｇ． ４　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｐａｓｓａｇｅ ｆａｉｌｕｒｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｓａｍｐｌｅ ｓｉｚｅ Ｍ
（ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ（ｄｏｔ ｌｉｎｅ）， ｔｈｅ ｄｏｍａｉｎ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ（ｓｏｌｉｄ ｌｉｎｅ））

４　 总　 　 结

系统失效域是基本失效区域之和，而由局部设计点描述的基本失效区域之间存在着大量

重叠．本文重构失效域，并基于重要抽样法、等效线性化及平均上穿率，提出了线性与非线性系

统首穿失效概率的估计方法．关键点是失效域的重构和等效线性化原理．本文给出线性和非线

性数值算例，并与 ＭＣＳ 及区域分解方法相比较，显示出本文方法的正确性及有效性，虽不及区

域分解法稳健高效，但由于思想简单、重要抽样密度函数构造简单，也不失为首穿失效概率估

计的有效方法，并且算例结果也显示了本文等效线性化方法的有效性；另一方面，考虑到变异

系数及工程应用的要求，利用本方法至少需 ２００ 个样本，估计效果更好．
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