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摘要：　 Ｈ７Ｎ９ 型禽流感严重威胁人类健康和生命安全．为研究 Ｈ７Ｎ９ 病毒的传播规律，提出了一个

结合人群、家禽和环境中病毒之间相互作用的 ＳＩ⁃Ｖ⁃ＳＥＩＲ 禽流感传染病模型．通过动力学分析，给
出基本再生数 Ｒ０ 的表达式，并证明无病平衡点和地方病平衡点的稳定性．接着应用模型分析广东

省 ２０１６ 年—２０１７ 年的 Ｈ７Ｎ９ 疫情，获得疫情初期 Ｒ０ ＝ １８．８，此时禽类的接种率需达到 ９４．７％才能

控制病毒在禽类和环境中的传播，而采取措施后 Ｒ０ ＝ ０．１４．结果表明，降低环境中的病毒载量、和
禽类之间以及禽到人的传染率能有效地减少染病人数．
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引　 　 言

自 ２０１３ 年 ２ 月华东地区发现首例人感染新型 Ｈ７Ｎ９ 流感病毒病例以来［１］，Ｈ７Ｎ９ 流感已

经在中国出现 ５ 波疫情．截至 ２０１７ 年 ６ 月，全国已报告 １ ５３３ 人确诊感染 Ｈ７Ｎ９ 流感病毒，其
中 ５９２ 人死亡．疫情迅速蔓延，感染和死亡人数不断增加，引起了全球公共卫生界的警惕．广东

省是 Ｈ７Ｎ９ 流感传播的高危地区［２］，截止 ２０１７ 年 ６ 月，广东省共有 ２５８ 例人感染 Ｈ７Ｎ９ 流感病

例，主要发生在每年的 １０ 月份到次年 ４ 月份．由于目前尚无有效治愈 Ｈ７Ｎ９ 的方法，死亡率较

高，对人群健康和社会经济造成了严重影响，因此研究其传播机制具有十分重要的现实意义．
目前已有部分数学模型从不同的侧重点对 Ｈ７Ｎ９ 进行研究．例如，２０１４ 年，Ｚｈａｎｇ 等［３］ 建

立了一种具有候鸟、居民禽、家禽和人的动力学模型，发现候鸟很可能为长江三角洲地区 ２０１３
年—２０１４ 年疫情的最初感染源，估计基本再生数为 ４．１１ ～ ６．０２． ２０１６ 年，Ｌｉｎ 等［４］ 建立了几种

传播模型，发现有环境类感染的不含周期效应的模型最适合模拟 Ｈ７Ｎ９ 的传播模式．同年 Ｌｕ
等［５］采用 Ｂａｙｅｓ（贝叶斯）模型分析人群发病率的时空变化，评估了关闭和重开活禽市场对疫

情的影响．２０１７ 年，Ｘｉｎｇ 等［６］建立了一种具有候鸟、居民禽、家禽和人的动力学模型，探索温度

和周期性关闭活禽市场对 Ｈ７Ｎ９ 病毒的影响．很多研究表明，接触家禽或者环境中的 Ｈ７Ｎ９ 病

毒是人类感染禽流感的最主要途径［７⁃８］ ．为此，我们将进一步考虑禽类、环境中的病毒和人的相
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互作用，提出一个新的 ＳＩ⁃Ｖ⁃ＳＥＩＲ 模型．
本文将从理论和数值上分析此模型的动力学行为，并把模型应用于广东省 ２０１６ 年—２０１７

年的禽流感疫情，分析该地区在关闭活禽市场后的基本再生数变化，并讨论不同的模型参数对

传播动力学的影响．本文第 １ 节详细叙述模型，给出了基本再生数的表达式，并证明模型的无

病平衡点和地方病平衡点的稳定性；第 ２ 节给出模型的应用，通过选取广东地区的疫情数据进

行数值分析；最后给出结论．

１　 数 学 模 型

建立一个简单的 Ｈ７Ｎ９ 传染病模型．其中， Ｎｐ（ ｔ） 和 Ｎｈ（ ｔ） 分别表示禽类和人类的总数量，
Ｎｐ（ ｔ） 分为两个子类：易感禽类 Ｓｐ（ ｔ） 和感染禽类 Ｉｐ（ ｔ） ； Ｎｈ（ ｔ） 分为 ４ 个子类：易感者 Ｓｈ（ ｔ）、
潜伏期患者 Ｅｈ（ ｔ）、 感染者 Ｉｈ（ ｔ） 和康复者 Ｒｈ（ ｔ） ．人类和家禽可通过与受感染家禽接触或环

境中的病毒 （Ｖ） 感染 Ｈ７Ｎ９ 病毒．变量 Ｖ 的单位是病毒粒子［９］，用于模拟被感染的家禽向环境

中传播 Ｈ７Ｎ９ 病毒的演变．Ｖ 源于受感染家禽，存活于环境中［３，９］ ．疾病传播的流程图如图 １ 示．

图 １　 Ｈ７Ｎ９ 传播模型的流程图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｆｌｏｗｃｈａｒｔ ｏｆ ｔｈｅ Ｈ７Ｎ９ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｍｏｄｅｌ

对应的动力学模型可由下列高维微分方程组表示：

　 　

Ｓｐ ＝ Ａ － （λ１１ ＋ λ１２）Ｓｐ － ｄｐＳｐ，

Ｉｐ ＝ （λ１１ ＋ λ１２）Ｓｐ － ｄｐＳｐ，

Ｖ ＝ ｒＩｐ － ｄｖＶ，

Ｓｈ ＝ － （λ２１ ＋ λ２２）Ｓｈ ＋ ｂｈＮ － ｄｈＳｈ，

Ｅｈ ＝ （λ２１ ＋ λ２２）Ｓｈ － ｄｈＥｈ － γＥｈ，

Ｉｈ ＝ γＥｈ － （η ＋ δ） Ｉｈ － ｄｈＩｈ，

Ｒｈ ＝ δＩｈ － ｄｈＲｈ ．
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模型参数定义见表 １（具体值对应广东省情况）．感染力 λ１１，λ１２，λ２１，λ２２ 定义如下：

　 　
λ１１ ＝ λｐ

Ｉｐ
Ｎｐ

， λ１２ ＝ βｐ（１ － ｅ －α１Ｖ），

λ２１ ＝ λｈ

Ｉｐ
Ｎｐ

， λ２２ ＝ βｈ（１ － ｅ －α２Ｖ） ．
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因目前没有直接证据证明 Ｈ７Ｎ９ 可以人传人［６，１０⁃１１］，故假设人类不参与病原体的传播．模
型动力学行为主要由下列子系统决定：
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Ｓｐ ＝ Ａ － （λ１１ ＋ λ１２）Ｓｐ － ｄｐＳｐ，

Ｉｐ ＝ （λ１１ ＋ λ１２）Ｓｐ － ｄｐＳｐ，

Ｖ ＝ ｒＩｐ － ｄｖＶ ．
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（２）

注意到禽类总数 Ｎｐ 满足 Ｎｐ ＝ Ａ － ｄｐＮｐ ，故禽类总数的平衡点 Ｎ
－

ｐ ＝ Ａ ／ Ｎｐ 是全局渐近稳定，
由此获得式（２）的极限系统：

　 　
Ｉｐ ＝ （λ１１ ＋ λ１２）（Ｎ

－

ｐ － Ｉｐ） － ｄｐＩｐ，

Ｖ ＝ ｒＩｐ － ｄｖＶ ．{ （３）

系统（３）的稳定性决定了系统（１）和（２）的稳定性，因此下面的理论分析主要针对系统（３）．根
据模型对应的生物意义及简单计算，方程（３）的正向不变集为

　 　 Ω ＝ { （ Ｉｐ，Ｖ） ∈ Ｒ２
＋ ｜ ０ ≤ Ｉｐ ≤ Ｎ

－

ｐ， ０ ≤ Ｖ ≤ １
ｄｖ

Ｖ } ．

表 １　 模型参数及取值

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ａｎｄ ｔｈｅｉｒ ｖａｌｕｅｓ

ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ｖａｌｕｅ ｎｏｔｅ

Ａ ｒｅｃｒｕｉｔｍｅｎｔ ｒａｔｅ ｏｆ ｐｏｕｌｔｒｙ １４ ５８０ ０００ ［ａ］
ｂｈ ｂｉｒｔｈ ｒａｔｅ ｏｆ ｈｕｍａｎ １ ／ （７５×５２） ｗｅｅｋ－１ ［ｂ］
ｄｈ ｎａｔｕｒａｌ ｄｅａｔｈ ｒａｔｅ ｏｆ ｈｕｍａｎ （１ ／ （７５×５２））×０．９８ ｗｅｅｋ－１ ［ｂ］
λｐ ｂａｓｅｌｉｎｅ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｒａｔｅ ａｍｏｎｇ ｐｏｕｌｔｒｙ ｖａｒｉａｂｌｅ
λｈ ｂａｓｅｌｉｎｅ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｒａｔｅ ｆｒｏｍ ｐｏｕｌｔｒｙ ｔｏ ｈｕｍａｎ ｖａｒｉａｂｌｅ
βｐ ｂａｓｅｌｉｎｅ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｒａｔｅ ｆｒｏｍ ｖｉｒｕｓ ｉｎ ＶＥ ｔｏ ｐｏｕｌｔｒｙ ｖａｒｉａｂｌｅ
βｈ ｂａｓｅｌｉｎｅ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｒａｔｅ ｆｒｏｍ ＶＥ ｔｏ ｈｕｍａｎｓ ｖａｒｉａｂｌｅ
α１ ｒｅｓｃａｌｅｄ ｃｏｎｓｔａｎｔ ｏｆ ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔａｌ ｉｎｆｅｃｔｉｏｕｓｎｅｓｓ ｔｏ ｐｏｕｌｔｒｙ ０．０３４ ６ ｗｅｅｋ－１ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ
α２ ｒｅｓｃａｌｅｄ ｃｏｎｓｔａｎｔ ｏｆ ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔａｌ ｉｎｆｅｃｔｉｏｕｓｎｅｓｓ ｔｏ ｈｕｍａｎｓ ０．０２４ ４ ｗｅｅｋ－１ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ
ｄｐ ｒａｔｅ ｏｆ ｓｃｒｅｅｎｉｎｇ ａｎｄ ｃｕｌｌｉｎｇ ｉｎ ｐｏｕｌｔｒｙ １ ／ ６ ｗｅｅｋ－１ ［ｃ］
ｄｖ ｅｌｉｍｉｎａｔｉｏｎ ｒａｔｅ ｏｆ ＶＥ ｉｎ ｎａｔｕｒａｌ ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔ ０．９６１ ０ ｗｅｅｋ－１ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ

ｒ ｐｒｏｄｕｃｔｉｏｎ ｒａｔｅ ｏｆ ＶＥ ｆｒｏｍ ｐｏｕｌｔｒｙ ０．１４３ ３ ｗｅｅｋ－１ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ

γ ｒｅｃｉｐｒｏｃａｌ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｃｕｂａｔｉｏｎ ｐｅｒｉｏｄ ７ ／ ３．３ ｗｅｅｋ－１ ｒｅｆ． ［３］

η ｄｉｓｅａｓｅ⁃ｒｅｌａｔｅｄ ｄｅａｔｈ ｏｆ ｈｕｍａｎ ０．９６ ｗｅｅｋ－１ ｒｅｆ． ［３］

δ ｒｅｃｏｖｅｒｙ ｒａｔｅ ｏｆ ｉｎｆｅｃｔｉｏｕｓ ｈｕｍａｎ １ ｗｅｅｋ－１ ｒｅｆ． ［９］

　 　 注　 ［ａ］为由家禽出栏率估计所得．
［ｂ］为假设人均寿命为 ７５ 岁．
［ｃ］为由现实中实测估计所得．

Ｎｏｔｅ　 ［ａ］ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｍａｒｋｅｔｉｎｇ ｒａｔｅ ｏｆ ｄｏｍｅｓｔｉｃ ｐｏｕｌｔｒｙ．
［ｂ］ ｗｉｔｈ ａｎ ａｖｅｒａｇｅ ｌｉｆｅ ｔｉｍｅ ｏｆ ｈｕｍａｎ ｔａｋｅｎ ａｓ ７５ ｙｅａｒｓ．
［ｃ］ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ ｆｒｏｍ ｆｉｌｄ ｓｕｒｖｅｙ．

２　 基本再生数与稳定性

基本再生数 Ｒ０ 作为衡量疾病爆发或消亡的阈值，有重要的生物意义［１２］ ．根据文献［１３］提
出的下一代生成矩阵的方法，得

　 　 Ｆ ＝ λ ｐ α１β ｐＮ
－
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从而

　 　 ＦＶ －１ ＝
λ ｐ

ｄｐ

＋
α１β ｐＮ

－

ｐｒ
ｄｐｄｖ

α１β ｐＮ
－

ｐ

ｄｖ

０ ０
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ê
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，

其中 Ｎ
－

ｐ ＝ ｄ －１
ｐ Ａ ．基本再生数是矩阵 ＦＶ －１ 的谱半径，因此

　 　 Ｒ０ ＝ ρ（ＦＶ －１） ＝
λ ｐ

ｄｐ

＋
α１β ｐＮ

－

ｐｒ
ｄｐｄｖ

．

２．１　 无病平衡点的全局渐近稳定性

令系统（２）的右边为零，求得模型的无病平衡点 （Ｓｐ，Ｉｐ，Ｖ） ＝ （Ａ ／ ｄｐ，０，０）， 注意到系统

（３）的等号右边可看作一个向量值函数：

　 　 ｆ（ｘ） ＝ ｆ（ Ｉｐ，Ｖ） ＝
ｆ１
ｆ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

λ ｐ

Ｉｐ
Ｎｐ

＋ β ｐ（１ － ｅ －α１Ｖ）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú （Ｎ

－

ｐ － Ｉｐ） － ｄｐＩｐ

ｒＩｐ － ｄｖＶ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

． （４）

定理 １　 当 Ｒ０ ＜ １ 时，模型（１）的无病平衡点局部渐近稳定．
证明　 系统（３）在无病平衡点的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵为

　 　 Ｊ０ ＝ λ ｐ － ｄｐ α１β ｐＮ
－

ｐ

ｒ － ｄｖ

é

ë

ê
êê

ù

û
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．

特征方程为

　 　 λＩ － Ｊ０ ＝ λ ＋ ｄｐ － λ ｐ － α１β ｐＮ
－

ｐ

－ ｒ λ ＋ ｄｖ

＝ ０． （５）

下面只需证明式（５）的解有负实部即可．
记

　 　 ｍ ＝ ｄｐ － λ ｐ， ｕ ＝ ｍ ＋ ｄｖ， ｖ ＝ ｍｄｖ － ｒα１β ｐＮ
－

ｐ，
则特征方程（５）可简写为

　 　 λ ２ ＋ ｕλ ＋ ｖ ＝ ０． （６）

方程（６）的解为 λ ＝ （ － ｕ ± Δ ） ／ ２，且 Δ ＝ ｕ２ － ４ｖ ＝ （ｍ － ｄｖ） ２ ＋ ４α１β ｐＮ
－

ｐ ＞ ０， 从而 Ｊ０

的所有特征值均为实数． 若要使得特征值都是负数， 应有 － ｕ ＋ Δ ＜ ０， 即 ｕ２ ＜ Δ， 而 ｕ２ － Δ

＝ ４（ｍｄｖ － α１β ｐＮｐ） ．另外 Ｒ０ ＜ １ 等价于 ｒα１β ｐＮ
－

ｐ ＜ （ｄｐ － λ ｐ）ｄｖ ＝ｍｄｖ，因此当 Ｒ０ ＜ １ 时，Ｊａｃｏ⁃
ｂｉ 矩阵的特征值全为负实数，无病平衡点是局部渐近稳定的．

进一步地有下面的结论．
定理 ２　 当 Ｒ０ ＜ １ 时，模型（１）的无病平衡点全局渐近稳定，此时疾病灭绝．

证明　 由于 Ｒ０ ＜ １， 所以
λ ｐ

ｄｐ

＋
α１β ｐＮ

－

ｐｒ
ｄｐｄｖ

＜ １， 则
λ ｐ

ｄｐ
＜ １，

　 　 Ｉｐ ＝ λ ｐ

Ｉｐ
Ｎｐ

＋ β ｐ（１ － ｅ －α１Ｖ）
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú Ｓｐ － ｄｐＩｐ ≤

４１３ 周　 　 飘　 　 飘　 　 　 祝　 　 光　 　 湖



　 　 　 　 λ ｐ

Ｉｐ
Ｓｐ

Ｓｐ ＋ β ｐ（１ － ｅ －α１Ｖ）Ｎ
－

ｐ － ｄｐＩｐ ≤

　 　 　 　 ｄｐＩＰ ＋ β ｐ（１ － ｅ －α１Ｖ）Ｎ
－

ｐ － ｄｐＩｐ ＝ β ｐ（１ － ｅ －α１Ｖ）Ｎ
－

ｐ，
　 　 Ｖ１ ＝ ｒＩｐ － ｄｖＶ ．
令

　 　
Ｉｐ１ ＝ β ｐＮ

－

ｐ（１ － ｅ －α１Ｖ） ＝ Ｐ（ Ｉｐ１，Ｖ１），

Ｖ１ ＝ ｒＩｐ － ｄｖＶ ＝ Ｑ（ Ｉｐ１，Ｖ１） ．{ （７）

由于

　 　
∂Ｐ（ Ｉｐ１，Ｖ１）

δＩｐ １

＋
∂Ｑ（ Ｉｐ１，Ｖ１）

δＶ１

＝ － ｄｖ ＜ ０，

因此系统（７）只有平衡点（０，０）．由 Ｄｕｌａｃ 定理可知，系统（７）是全局渐进稳定的，则当 ｔ → ∞
时，有 （ Ｉｐ１（ ｔ），Ｖ１（ ｔ）） → （０，０） ． 由于 Ｉｐ（ ｔ） ≤ Ｉｐ１（ ｔ），Ｖ１（ ｔ） ≤ Ｖ（ ｔ）， 所以当 ｔ → ∞ 时，有
（ Ｉｐ（ ｔ），Ｖ（ ｔ）） →（０，０） ．那么系统（２）中 Ｓｐ（ ｔ） →Ａ ／ ｄｐ，即无病平衡点是全局吸引的，同时无病

平衡点又是局部稳定的，所以系统（２）中无病平衡点是全局渐近稳定的．证毕．
此时，环境中的病毒和感染禽类的数量均趋向于零，代入系统（１）可知，模型中的感染病

人也趋向于零，疾病将灭绝．
２．２　 地方病平衡点的全局渐近稳定性

为了分析地方病平衡点的稳定性，需要一个引理（文献［１４］中的推论 ３．２）．
引理 １　 设函数 ｆ：Ｒｎ

＋→ Ｒｎ 连续可微，满足

１） ｆ（ｘ） 是协作的，即它的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵是 Ｍｅｔｚｌｅｒ 矩阵，且 ∂ｆ（ｘ） 不可约；
２） ｆ（０） ＝ ０， 且对所有的 ｉ ＝ １，２，…，ｎ， 当 ｘｉ ＝ ０ 时 ｆｉ（ｘ） ≥ ０；
３） ｆ（ｘ） 严格次线性．
令 ｓ（∂ｆ（０）） 是矩阵 ∂ｆ（０） 的特征值的最大实部，如果 ｓ（∂ｆ（０）） ＞ ０， 那么对系统 ｘ ＝

ｆ（ｘ） 而言，要么系统的任意解趋向无穷；要么存在唯一的正平衡点，全局渐近稳定．
定理 ３　 若 Ｒ０ ＞ １， 模型（２）存在唯一的地方病平衡点且全局渐近稳定，此时病毒将长期

存在于禽类、环境和人群中．
证明　 １）系统（３）的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵为

　 　 ∂ｆ（ｘ） ＝
Ａ１ － Ｂ － Ｃ － ｄｐ Ｄ － Ｅ

ｒ － ｄｖ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

这里的 ｆ（ｘ） 由式（４）定义，其中

　 　 Ａ１ ＝ λ ｐ

Ｎ
－

ｐ

Ｎｐ
， Ｂ ＝ ２λ ｐ

Ｉｐ
Ｎｐ

， Ｃ ＝ β ｐ（１ － ｅ －α１Ｖ），

　 　 Ｄ ＝ α１β ｐＮ
－

ｐｅ
－α１Ｖ， Ｅ ＝ α１β ｐＩｐｅ

－α１Ｖ ．
容易看出它的非对角元均非负，因此是 Ｍｅｔｚｌｅｒ 矩阵．令 Ａ ＝ ｄｆ（ｘ） 为邻接矩阵，由于 Ａ 所对应

的可达性矩阵 Ｑ 中全部元素均为 １，所以 ∂ｆ（ｘ） 不可约［１５］ ．
２） ｆ（０） ＝ ０ 是显然成立的；当 ｘｉ ＝ ０ 时，即当 Ｉｐ，Ｖ 分别为 ０ 时，则

　 　 { ｆｉ（ｘ） } ＝ β ｐ（１ － ｅ －α１Ｖ）Ｎ
－

ｐ

ｒＩｐ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
，
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易验证 ｆｉ（ｘ） ≥ ０，ｉ ＝ １，２．
３） 即对 ∀α ∈ （０，１）， 有

　 　 ｆ１（αｘ） － αｆ１（ｘ） ＝
αλ ｐＩ２ｐ（１ － α）

Ｎｐ

＋ β ｐＮ
－

ｐ（１ － ｅ －α１Ｖ）（１ － α） ＞ ０，

　 　 ｆ２（αｘ） － αｆ２（ｘ） ＝ ｒＩｐ（１ － α） ＞ ０．
即 ｆ（αＩｐ，αＶ） ＞ αｆ（ Ｉｐ，Ｖ）， 因此是严格次线性的．

注意到 ∂ｆ（０） ＝ Ｆ － Ｖ， 而文献［１３］指出 Ｒ０ ＞ １ 等价于 ｓ（Ｆ － Ｖ） ＞ ０．因为系统（３）有紧

正向不变集 Ω 意味着它的解不会趋向于无穷，故由引理 １，系统（３）存在唯一的正平衡点 （ Ｉ∗ｐ ，
Ｖ∗） 全局渐近稳定，对应地，系统（２）存在唯一的地方病平衡点 （Ｓ∗

ｐ ，Ｉ∗ｐ ，Ｖ∗）， 它全局渐近稳

定．设地方病平衡点稳定时人类的稳态人口为 （Ｓ∗
ｈ ，Ｅ∗

ｈ ，Ｉ∗ｈ ，Ｒ∗
ｈ ）， 于是由平衡点关系获得

　 　 Ｓ∗
ｈ ＝

ｂｈＮ∗

ｄｈ ＋ ［λ ｈＩ∗ｐ ／ Ｎｐ ＋ β ｈ（１ － ｅ －α２Ｖ∗）］
，

　 　 Ｅ∗
ｈ ＝

［λ ｈＩ∗ｐ ／ Ｎｐ ＋ β ｈ（１ － ｅ －α２Ｖ∗）］Ｓ∗
ｈ

γ ＋ ｄｈ
，

　 　 Ｉ∗ｈ ＝
γＥ∗

ｈ

η ＋ δ ＋ ｄｈ
， Ｒ∗

ｈ ＝
δＩ∗ｈ
ｄｈ

，

其中 （ｂｈ － ｄｈ）Ｎ∗ ＝ ηＩ∗， Ｓ∗
ｈ ＋ Ｅ∗

ｈ ＋ Ｉ∗ｈ ＋ Ｒ∗
ｈ ＝ Ｎ∗，由此可见（Ｓ∗

ｈ ，Ｅ∗
ｈ ，Ｉ∗ｈ ，Ｒ∗

ｈ ） 的值被唯一确

定下来．
以上结论表明，当 Ｒ０ ＞ １ 时，无病平衡点不稳定，系统（１）存在唯一正平衡点，Ｈ７Ｎ９ 病毒

感染者将一直存在，并且感染人数逐渐稳定，形成地方病．

３　 模 型 应 用

３．１　 参数选取

选取广东省 ２０１６ 年 １１ 月—２０１７ 年 ６ 月 Ｈ７Ｎ９ 的周病例数（从香港特别行政区政府卫生

防护中心获取），在此期间总发病数为 ６３ 例，发病率为 ０．０５７ ３ ／ １０ ０００．初值由广东区疫情数据

估计而得，模型以周为单位．根据广东省统计信息网，估计禽类的扑杀率 ｄｐ ＝ １ ／ ６ 和禽类载量 Ａ
＝ １４ ５８０ ０００，再利用 Ｎｐ ＝ ｄ －１

ｐ Ａ 假设禽类初始总数 Ｎｐ（０） ＝ １７ ９４８ ０００．从 ２０１７ 年 １ 月开始，政
府采取了多种控制措施，特别是加强了对活禽市场管理（如清理和关闭），从而降低了疾病的

传染率，因此将传染率 （λ ｐ，λ ｈ，β ｐ，β ｈ） 分成两段代入模型，并利用 Ｍａｒｋｏｖ （马尔科夫） 链

Ｍｏｎｔｅ⁃Ｃａｒｌｏ（蒙特卡罗）估计未知参数，得到图 ２ 模型的拟合图．可看出， Ｈ７Ｎ９ 疫情在 ２０１７ 年

１ 月左右最为严重，随后感染人数逐渐下降，疫情逐渐消失．
３．２　 数值分析

运用 ＭＡＴＬＡＢ 软件进行数值模拟，进一步分析动力学性质．分别对初值 Ｉｐ（０） 和 Ｖ０（０） 以

及参数 α１，α２，ｒ和 ｄｖ 取不同值，研究初始时刻染病禽类数量和环境病毒载量、以及环境病毒的

传染率、染病家禽对病毒生产率和环境病毒的消除率对人群感染的影响，模型其他参数的取值

基于广东实际情况进行选取和估计．
分别将初始时刻的病毒数量初值 Ｖ（０） 和感染病毒数 Ｉｐ（０） 视为变量，其他参数不变，感

染病人的时间演化图如图 ３（ａ）所示．结果发现模型峰值随着 Ｉｐ（０） 和 Ｖ（０） 的不断增大而升

高，即感染人数逐渐增多，在 ２０１７ 年 １ 月初达到峰值，之后病例数迅速下降且逐渐趋于零．通
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过计算估计在 ２０１６ 年 １１ 月—２０１７ 年 １ 月初期间，模型的基本再生数 Ｒ０ ＝ １８．８， 这期间疾病

流行并迅速蔓延．此时需要对家禽的接种率为 Ｖ ／ Ｎ ＝ １ － １ ／ Ｒ０ ＝ ９４．７％，从而可控制 Ｈ７Ｎ９ 在禽

类和环境中的传播．疫情的蔓延使得广东省各地迅速采取了各类措施，如关闭市场和清理环境

等，对应的降低了传染力，而后的基本再生数下降为 Ｒ０ ＝ ０．１４０ ４ ＜ １， 此时 Ｈ７Ｎ９ 疫情随着时

间的推移逐渐消亡．

图 ２　 ２０１６ 年 １１ 月—２０１７ 年 ６ 月广东省 Ｈ７Ｎ９ 的周病例数和模型的拟合图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｆｉｔｔｉｎｇ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｈ７Ｎ９ ｈｕｍａｎ ｃａｓｅｓ ｆｒｏｍ Ｎｏｖ． ２０１６ ｔｏ Ｊｕｎ． ２０１７ ｉｎ Ｇｕａｎｇｄｏｎｇ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ

（ａ） 不同的感染禽类初值的影响 （ｂ） 不同的环境中病毒初值的影响

（ａ） Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｉｎｉｔｉａｌ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｉｎｆｅｃｔｅｄ ｐｏｕｌｔｒｙ （ｂ） Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｉｎｉｔｉａｌ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｖｉｒｕｓ ｉｎ ｔｈｅ ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔ
图 ３　 在不同的初值条件下感染人数的时间演化图

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｆｅｃｔｅｄ ｈｕｍａｎ ｎｕｍｂｅｒ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｉｎｉｔｉａｌ ｖａｌｕｅｓ

比较图 ３ 发现，感染禽类和环境中的病毒初值对感染 Ｈ７Ｎ９ 人数都有很大的影响，感染禽

类比环境中病毒对发病率影响更加显著，这与 Ｂｒｅｂａｎ 等［９］ 分析 ２００９ 年疫情得到的环境中病

毒传播水平较低的结果相符合．
保持初值以及其他参数不变，分别改变 α１，α２，ｒ 和 ｄｖ， 得到的人群感染数量演化图如图 ４

所示，发现模型峰值随着 α１，α２ 和 ｒ 的增大及 ｄｖ 的减少而升高，此时感染病例数逐渐增多．
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（ａ） 环境病毒对禽类的传播参数 α１ 对病例数的影响 （ｂ） 环境病毒对人类的传播参数 α２ 对病例数的影响

（ａ） Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｅｒ α１ｏｆ ｒｅｓｃａｌｅｄ ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔａｌ （ｂ） Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｅｒ α２ ｏｆ ｒｅｓｃａｌｅｄ ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔａｌ

ｉｎｆｅｃｔｉｏｕｓｎｅｓｓ ｔｏ ｐｏｕｌｔｒｙ ｏｎ ｔｈｅ ｈｕｍａｎ ｉｎｃｉｄｅｎｃｅ ｉｎｆｅｃｔｉｏｕｓｎｅｓｓ ｔｏ ｈｕｍａｎ ｏｎ ｔｈｅ ｈｕｍａｎ ｉｎｃｉｄｅｎｃｅ

（ｃ） 家禽对环境中病毒的生产率 ｒ 对病例数的影响 （ｄ） 病毒死亡率 ｄｖ 对病例数的影响

（ｃ） Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｒ ｏｆ ＶＥ ｐｒｏｄｕｃｔｉｏｎ ｒａｔｅ （ｄ） Ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｄｖ ｏｆ ＶＥ ｅｌｉｍｉｎａｔｉｏｎ ｒａｔｅ ｉｎ

ｆｒｏｍ ｐｏｕｌｔｒｙ ｏｎ ｔｈｅ ｈｕｍａｎ ｉｎｃｉｄｅｎｃｅ ｎａｔｕｒａｌ ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔ ｏｎ ｔｈｅ ｈｕｍａｎ ｉｎｃｉｄｅｎｃｅ
图 ４　 模型参数对感染人群的影响

Ｆｉｇ． ４　 Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｍｏｄｅｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｎ ｔｈｅ ｈｕｍａｎ ｉｎｃｉｄｅｎｃｅ

４　 结　 　 论

本文提出并分析了一个含有环境中病毒的 Ｈ７Ｎ９ 传染病模型，运用了微分方程稳定性理

论和数值模拟对模型进行讨论．证明了当基本再生数小于 １ 时系统（１）存在无病平衡点且全局

渐近稳定，此时疾病随时间的推进将逐渐消亡．若基本再生数大于 １，系统（１）存在全局稳定的

正平衡点，Ｈ７Ｎ９ 传染病将发展为地方病．
通过数值分析发现，降低初始时刻环境中的病毒和感染禽类数量能有效减少人类的感染，

但仅仅降低初值还不足够，后期还要通过降低家禽间的传染率（例如对染病禽类进行扑杀），
降低禽类到人类的传染率（例如实施关闭活禽市场），以及减少环境中病毒对禽类的传染率和

对人类的传染率（例如减少去比较密集的地方，离养殖场较近的地方），减少感染的家禽对环

境中病毒的生产率（例如对染病家禽进行焚烧和掩埋，防止病毒进入环境），均可以有效地减

弱 Ｈ７Ｎ９ 的传播．广东省对控制禽流感实施了许多防控措施，例如，“１１１０ 政策”“集中屠宰、冷
链配送、生鲜上市”和“定期关闭活禽交易市场”等，使得禽流感疫情得到了有效的控制，但
Ｈ７Ｎ９ 仍有卷土重来的风险，仍需及时进行风险评估和多加防范．

文中的模型还有许多因素没有考虑，例如温度和湿度等环境因素对 Ｈ７Ｎ９ 病例数的影响，
我们将在以后的工作中做进一步研究与讨论．
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