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摘要：　 通过构造向量形式的振动微分方程组，利用均向量场（ＡＶＦ）法得到振动响应的向量差分

迭代格式．该离散格式能够保能量，同时具有二阶精度的特征，从而给出非线性振动问题的均向量

场法．介绍了均向量场法的基本步骤．在建立 ＡＶＦ 格式时，对于微分方程中若干常见的项，直接给

出相应的映射项．应用均向量场法研究了非线性单摆问题和 Ｋｅｐｌｅｒ（开普勒）问题，数值结果说明了

该方法保能量和具有长时间求解能力的特性．
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引　 　 言

动力学问题的经典算法非常丰富，如中心差分法、Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ（龙格⁃库塔）法、Ｗｉｌｓｏｎ θ 方

法和 Ｎｅｗｍａｒｋ β 方法等，但这些方法本身会耗散系统的能量，其长期跟踪能力不够理想．在数

值计算方面，学者们正在关注和研究两大类算法：能量守恒算法和辛算法，它们都是非常优秀

的算法，其中能量守恒算法能够保持系统的能量，而辛算法能够保持系统的辛结构．在数值算

法应尽可能多地保持原问题的本质特征指导原则下，冯康先生等首先提出辛算法的思想，他和

他的研究团队取得了一系列重大成果，并且引起国内外学者的极大兴趣，产生了许多重要的后

继成果［１⁃５］ ．计算试验已经表明，辛算法具有优异的稳定性和长时间跟踪能力．对于具体的一个

守恒系统而言，用能量守恒算法积分还是用辛算法积分一般认为是比较两难的问题．近年来，
这一难点在一定程度上也已得到解决，由钟万勰先生及其研究团队创新性地提出了保辛⁃保能

的算法［６］ ．
在研究非线性动力学问题时，能保持系统能量的能量守恒算法比传统的数值算法有更大

的优越性．守恒系统的能量守恒格式的研究仍是现在国际前沿课题［２，７］ ．除了经典的离散梯度

法外，近来发展的平均向量场方法［８⁃９］ 就是一种构造能量守恒格式的方法（下文简称“均向量

场法”）．均向量场法适合于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ（哈密尔顿）系统，是一种有效的离散梯度法．人们对数值

积分首次积分研究后发现，对于一些特殊的微分方程其数值方法的误差可以得到控制，即能够
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使数值方法的误差随着时间的增长而保持在很小的范围内．
有一类单步法是基于 Ｂ 级数构造而成的，即幂级数在每一时间步长处都是向量场基本差

分的和式．Ｂ 级数法可以保线性不变量．在这一背景下，产生了保系统能量的平均向量场方法，
它是一类特殊的 Ｂ 级数方法，可以保持所有向量场的能量．

均向量场法［１０⁃１１］令人关注之处在于能够保持所有 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的能量．而自然界中的许

多物理现象都可以看作 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统，其微分方程一般可表示为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 微分系统．国内外也

有多位学者进行了相关研究，如文献［１２］给出 ＡＶＦ 方法两种局部精确和保能量的修正形式，
并应用于求解 Ｃｏｕｌｏｍｂ⁃Ｋｅｐｌｅｒ 问题；Ｃａｉ 等［１３］ 给出了 ＡＶＦ 方法在三维时域 Ｍａｘｗｅｌｌ 方程中的

数值分析；李昊辰等［１４］研究了非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ（薛定谔）方程的平均向量场方法．本文首先

以线性微分方程为例介绍二阶精度的 ＡＶＦ 方法，然后讨论其在两个非线性问题中的应用：单
摆问题和 Ｋｅｐｌｅｒ 问题．针对被积函数的不同形式，给出均向量场法中具体的映射迭代格式，从
而便于应用该方法．

均向量场法的优势在于使用时不需要知道系统具体的能量函数，即可建立迭代格式，并能

保持系统的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 能量，然后通过求解代数方程得到迭代解，从而在保证精度的前提下大

大方便了应用．

１　 均向量场法

对一般的常微分方程组

　 　 ｘ ＝ ｆ（ｘ），　 　 ｘ ∈ Ｒｄ， （１）
建立如下映射 ｘｎ → ｘｎ＋１：

　 　
ｘｎ＋１ － ｘｎ

ｈ
＝ ∫１

０
ｆ［ξｘｎ ＋ （１ － ξ）ｘｎ＋１］ｄξ， （２）

其中 ｈ 是积分步长［１５］ ．
运用内积运算和微积分中值定理等，可证明均向量场法是能够保能量的，具体参见文献

［１６］中的证明．
式（２）是二阶精度的，也是本文所采用的格式．高阶的均向量场法具有更复杂的映射形式，

本文不做讨论．

２　 均向量场法的一般步骤

对于微分方程或微分方程组，应用均向量场法的一般步骤可分为如下 ３ 步：
１） 引入若干状态变量（往往是一些导数项），把原微分方程（组）写成向量方程组的形式；
２） 基于均向量场法写出具体的映射迭代格式；
３） 结合初值条件，迭代求解得到不同时刻的振动响应．
在执行第 ２）步时，迭代格式右端积分项需要针对被积函数的具体形式进行化简．如式（２）

中，当被积函数 ｇ（ｘ）取常见的若干函数形式时，所得积分结果分别罗列如下：
① 线性项 ｇ（ｕ） ＝ ｕ， 代入积分得

　 　 ∫１
０
ｇ［ξｕｎ ＋ （１ － ξ）ｕｎ＋１］ｄξ ＝

ｕｎ ＋ ｕｎ＋１

２
．

② 幂次项 ｇ（ｕ） ＝ ｕｍ， 积分得
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　 　 ∫１
０
ｇ［ξｕｎ ＋ （１ － ξ）ｕｎ＋１］ｄξ ＝

ｕｍ＋１
ｎ＋１ － ｕｍ＋１

ｎ

（ｍ ＋ １）（ｕｎ＋１ － ｕｎ）
．

③ 对正、余弦函数，积分得

　 　 ∫１
０
ｓｉｎ［ξｕｎ ＋ （１ － ξ）ｕｎ＋１］ｄξ ＝

ｃｏｓ ｕｎ － ｃｏｓ ｕｎ＋１

ｕｎ＋１ － ｕｎ
，

　 　 ∫１
０
ｃｏｓ［ξｕｎ ＋ （１ － ξ）ｕｎ＋１］ｄξ ＝

ｓｉｎ ｕｎ＋１ － ｓｉｎ ｕｎ

ｕｎ＋１ － ｕｎ
．

④ 两个向量函数 ｕ 和 ｖ 的乘积，积分结果为

　 　 ∫１
０
［ξｕｎ ＋ （１ － ξ）ｕｎ＋１］［ξｖｎ ＋ （１ － ξ）ｖｎ＋１］ｄξ ＝

　 　 　 　
２ｕｎ＋１ｖｎ＋１ ＋ ２ｕｎｖｎ ＋ ｕｎｖｎ＋１ ＋ ｕｎ＋１ｖｎ

６
．

在第 ２）步中，所得迭代格式一般是隐式的．但在一些情况下可通过代数方程求解得到显

式格式，需视具体问题而定．

３　 在线性微分系统中的应用

首先以一个线性系统为例．弹簧谐振子的振动是一个线性系统，其振动方程 ｘ ＋ ω ２ｘ ＝ ０ 可

化为

　 　

ｄｘ
ｄｔ

＝ ｙ，

ｄｙ
ｄｔ

＝ － ω ２ｘ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（３）

其中 ｘ 表示振动位移，ｙ 表示速度．给定初始位移和速度条件 ｘ（０） ＝ ｘ０， ｙ（０） ＝ ｙ０ ．
由均向量场法的一般步骤，得到对应的迭代格式如下：

　 　

ｘｋ＋１ － ｘｋ

τ
＝ １

２
（ｙｋ＋１ ＋ ｙｋ），

ｙｋ＋１ － ｙｋ

τ
＝ － ω ２

２
（ｘｋ＋１ ＋ ｘｋ） ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（４）

对式（４）进一步化简，得到一般的迭代公式：
　 　 ｚｋ＋１ ＝ Ａｚｋ， （５）

其中 ｚ ＝ ［ｘ，ｙ］ ′，矩阵 Ａ 为 Ｊａｃｏｂｉ（雅可比）矩阵，形式为

　 　 Ａ ＝
ａ１１ τａ１２

－ τω ２ａ２１ ａ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

其中 τ 为积分步长，且

　 　 ａ１１ ＝ ａ２２ ＝ ４ － （τω） ２

４ ＋ （τω） ２， ａ１２ ＝ ａ２１ ＝ ４
４ ＋ （τω） ２ ．

对比后发现，此形式与 Ｅｕｌｅｒ（欧拉）中点格式［１７］完全相同．对于 Ｅｕｌｅｒ 中点格式，文献［１６⁃
１７］已经指出其在保守系统中的保辛特性及高精度．由第 ２ 节中的具体映射格式知，对于线性

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统，均向量场法的迭代格式可退化为 Ｅｕｌｅｒ⁃中点格式．
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另外，由式（４）中两式相除可得

　 　
ｙ２
ｋ＋１ － ｙ２

ｋ

２
＝ － ω ２

２
（ｘ２

ｋ＋１ － ｘ２
ｋ） ． （６）

此式恰好反映了弹簧谐振子振动过程中的能量变化情况，故该算法是保能量的．

选取 ω ＝ ２ ， ｘ０ ＝ ０，ｙ０ ＝ １．为计算方便，此处数值均选为量纲一．图 １ 给出该线性系统式

（３）的数值模拟结果，所对比的精确解为

　 　 ｘ ＝ ｘ０ｃｏｓ（ωｔ） ＋
ｙ０

ω
ｓｉｎ（ωｔ） ．

在数值离散方程组时时间步长的引入会导致一定的误差．可选较小的时间步长 τ， 以减少

误差．实际上相对于经典算法，采用同样的时间步长时，均向量场法的误差，即使在长时间后，
也是非常小的［１６，１８⁃２０］ ．

图 １　 一个线性微分系统的数值解与精确解的比较

Ｆｉｇ． １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｆｏｒ ａ ｌｉｎｅａｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｓｙｓｔｅｍ

图 ２　 运动过程的相图

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｍｏｔｉｏｎ
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图 ２ 为 τ ＝ ０．２ 时运动过程的相图，时间取 ｔ ≤ ３０ ｓ ．由图 ２ 可知，均向量场法所得的相图

始终在精确解附近的一定范围内，从而说明了均向量场法具有长时间求解的能力．如果时间步

长取得更小，则误差也变小．

４　 在单摆问题中的应用

考虑无阻尼单摆的自由振动系统［２１⁃２２］，取角位移变量 ｘ， 振动方程可写成

　 　

ｄ２ｘ
ｄｔ２

＋ ω ２
０ｓｉｎ ｘ ＝ ０，

ｘ（０） ＝ Ａ， ｄｘ（０）
ｄｔ

＝ ０，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（７）

其中 ω ２
０ ＝ ｇ ／ ｌ 为单摆微幅振动固有频率的平方，ｌ 为摆长，ｇ 为重力加速度，Ａ 是初始摆角．

引入新变量 ｑ ＝ ｘ 和角速度变量 ｐ ＝ ｑ， 方程（７）可化为

　 　
ｐ ＝ － ω ２

０ｓｉｎ ｑ，
ｑ ＝ ｐ ．{ （８）

初始条件为 ｑ（０） ＝ Ａ，ｄｑ
ｄｔ

（０） ＝ ０．其 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数（即系统能量）为 Ｈ（ｑ，ｐ） ＝ １
２
ｐ２ － ｃｏｓ ｑ ．按第

２ 节中的方法，可写出保能量的二阶均向量场法计算公式：

　 　
ｐｎ＋１ － ｐｎ

τ
＝ ω ２

０

ｃｏｓ ｑｎ＋１ － ｃｏｓ ｑｎ

ｑｎ＋１ － ｑｎ
， （９ａ）

　 　
ｑｎ＋１ － ｑｎ

τ
＝
ｐｎ＋１ ＋ ｐｎ

２
． （９ｂ）

由式（９ｂ） ／ （９ａ），并化简得

　 　 １
２
（ｐ２

ｎ＋１ － ｐ２
ｎ） ＝ ω ２

０（ｃｏｓ ｑｎ＋１ － ｃｏｓ ｑｎ） ． （１０）

离散时间段 τ 在式（１０）中被消去了．按单摆的力学知识，式（１０）易于由动能定理得到，且
其正确性与离散时间段 τ 的大小无关．由式（１０）得

　 　 ｐｎ＋１ ＝ ± ｐ２
ｎ ＋ ２ω ２

０（ｃｏｓ ｑｎ＋１ － ｃｏｓ ｑｎ） ． （１１）
式（１１）中正负号根据单摆摆动方向确定，即顺时针运动取负号，而逆时针运动时为正．

基于式（１１）和（９ｂ），选取 Ａ ＝ ２，ω ２
０ ＝ １，若直接按固定时间步长，求解变量 ｑ和 ｐ，会出现超

越方程，难以求解．故这里固定摆角步长 ｄｑ， 求出对应的不同时间间隔，从而可得动态响应（如
位移、速度和加速度等）．

由于单摆模型的解析解很难给出，以 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法的数值解为参考比较各方法的误

差．图 ３～图 ６ 是初始摆角 Ａ 为 １２０°时的摆角⁃时间曲线、角速度⁃时间曲线，并且与 ＯＤＥ 数值积

分方法的结果（图中为实线条所示）比较，两者吻合得很好．还可得出，在摆角位移随时间变化

图中，接近极值点时，宜选择更小的 ｄｑ， 以反映真实的摆角变化．
表 １ 给出不同初始摆角时的固有频率参数 Ｔ０ ／ Ｔ 的值，其中 Ｔ０ 是线性单摆振动的周期，即

Ｔ０ ＝ ２π ｌ ／ ｇ ．由表 １看出，当 Ａ ＝ １３５° 时，本文解（取 ｄｑ ＝ ０．０１ ｒａｄ）与精确解的误差为 ０．１７％；
２ 阶摄动解的误差为 ６．１％；ＤＱ 法误差为 ０．２４％．而当 Ａ ＝ １５０° 时，本文解（取 ｄｑ ＝ ０．０１ ｒａｄ）与
精确解的误差为 ２．０２％；２ 阶摄动解的误差为 １５．８５％；ＤＱ 法误差为 １．２５％．
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图 ３　 当 ｄｑ ＝ ０．１ ｒａｄ 时的摆角⁃时间曲线 图 ４　 当 ｄｑ ＝ ０．１ ｒａｄ 时的角速度⁃时间曲线

（初摆角 Ａ ＝ １２０°） （初摆角 Ａ ＝ １２０°）

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｓｗｉｎｇ ａｎｇｌｅ⁃ｔｉｍｅ ｃｕｒｖｅ ｆｏｒ Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ａｎｇｕｌａｒ ｖｅｌｏｃｉｔｙ⁃ｔｉｍｅ ｃｕｒｖｅ ｆｏｒ

ｄｑ ＝ ０．１ ｒａｄ （Ａ ＝ １２０°） ｄｑ ＝ ０．１ ｒａｄ （Ａ ＝ １２０°）

图 ５　 当 ｄｑ ＝ ０．０５ ｒａｄ 时的摆角⁃时间曲线 图 ６　 当 ｄｑ ＝ ０．０５ ｒａｄ 时的角速度⁃时间曲线

（初摆角 Ａ ＝ １２０°） （初摆角 Ａ ＝ １２０°）

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｓｗｉｎｇ ａｎｇｌｅ⁃ｔｉｍｅ ｃｕｒｖｅ ｆｏｒ Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ａｎｇｕｌａｒ ｖｅｌｏｃｉｔｙ⁃ｔｉｍｅ ｃｕｒｖｅ ｆｏｒ

ｄｑ ＝ ０．０５ ｒａｄ （Ａ ＝ １２０°） ｄｑ ＝ ０．０５ ｒａｄ （Ａ ＝ １２０°）

表 １　 不同初始摆角时的固有频率参数 Ｔ０ ／ Ｔ 的值（ｄｑ ＝ ０．０１ ｒａｄ）

Ｔａｂｌｅ １　 Ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｐａｒａｍｅｔｅｒ Ｔ０ ／ Ｔ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｉｎｉｔｉａｌ ｓｗｉｎｇ ａｎｇｌｅｓ （ｄｑ ＝ ０．０１ ｒａｄ）

Ａ ／ （ °）
Ｔ０ ／ Ｔ

ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｐｒｅｓｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ２ｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎ［２２］ ＤＱ ｍｅｔｈｏｄ［２３］

３０ ０．９８２ ９ ０．９８２ ８７ ０．９８２ ９ ０．９８２ ９

６０ ０．９３１ ８ ０．９３０ ５ ０．９３３ ５ ０．９３１ ９

９０ ０．８４７ ２ ０．８４７ ２０９ ０．８６２ ０ ０．８４７ ２

１２０ ０．７２８ ４ ０．７２８ ６９ ０．７８９ ５ ０．７２８ ３

１３５ ０．６５５ ８ ０．６５４ ６４９ ０．７６０ ０ ０．６５４ ２

１５０ ０．５７９ １ ０．５６７ ３ ０．７３７ ６ ０．５６６ ６

５　 在含耦合项的微分方程组系统中的应用

含耦合项的非线性问题有很多种，如旋转梁引起的耦合问题，又如非线性耦合振子等．为
简便计，这里讨论经典力学中的微分方程组模型：Ｋｅｐｌｅｒ 问题［１２，１９］ ．其对应的微分方程组为

　 　 ｑ１ ＝ －
ｑ１

（ｑ２
１ ＋ ｑ２

２） ３ ／ ２， （１２ａ）
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　 　 ｑ２ ＝ －
ｑ２

（ｑ２
１ ＋ ｑ２

２） ３ ／ ２， （１２ｂ）

其中 ｑ１，ｑ２ 的物理意义是质点位置的横、纵坐标．式（１２）可写成如下方程组：

　 　

ｑ１ ＝ ｐ１，

ｐ１ ＝ －
ｑ１

（ｑ２
１ ＋ ｑ２

２） ３ ／ ２，

ｑ２ ＝ ｐ２，

ｐ２ ＝ －
ｑ２

（ｑ２
１ ＋ ｑ２

２） ３ ／ ２，

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

（１３）

其 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数 Ｈ ＝
ｐ２
１ ＋ ｐ２

２

２
－ １

ｑ２
１ ＋ ｑ２

２

是守恒量，而且，角动量 Θ ＝ ｑ１ｐ２ － ｑ２ｐ１ 也是守恒量．

基于二阶均向量场法的步骤，得 Ｋｅｐｌｅｒ 问题中式（１３）的等效数值格式如下：

　 　
ｑ１，ｎ＋１ － ｑ１，ｎ

τ
＝
ｐ１，ｎ＋１ ＋ ｐ１，ｎ

２
， （１４ａ）

　 　
ｐ１，ｎ＋１ － ｐ１，ｎ

τ
＝

ｑ２，ｎ＋１

ｑ２
１，ｎ＋１ ＋ ｑ２

２，ｎ＋１

－
ｑ２，ｎ

ｑ２
１，ｎ ＋ ｑ２

２，ｎ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ （ｑ１，ｎ＋１ｑ２，ｎ － ｑ１，ｎｑ２，ｎ＋１）， （１４ｂ）

　 　
ｑ２，ｎ＋１ － ｑ２，ｎ

τ
＝
ｐ２，ｎ＋１ ＋ ｐ２，ｎ

２
， （１４ｃ）

　 　
ｐ２，ｎ＋１ － ｐ２，ｎ

τ
＝

ｑ１，ｎ＋１

ｑ２
１，ｎ＋１ ＋ ｑ２

２，ｎ＋１

－
ｑ１，ｎ

ｑ２
１，ｎ ＋ ｑ２

２，ｎ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ （ｑ１，ｎｑ２，ｎ＋１ － ｑ１，ｎ＋１ｑ２，ｎ） ． （１４ｄ）

分别运算式（１４ａ） ／ （１４ｂ）和式（１４ｃ） ／ （１４ｄ），可消去 τ， 得

　 　
ｐ２
１，ｎ＋１ － ｐ２

１，ｎ

２
＝

ｑ２，ｎ＋１

ｑ２
１，ｎ＋１ ＋ ｑ２

２，ｎ＋１

－
ｑ２，ｎ

ｑ２
１，ｎ ＋ ｑ２

２，ｎ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ｑ１，ｎ＋１ － ｑ１，ｎ

ｑ１，ｎ＋１ｑ２，ｎ － ｑ１，ｎｑ２，ｎ＋１
， （１５ａ）

　 　
ｐ２
２，ｎ＋１ － ｐ２

２，ｎ

２
＝

ｑ１，ｎ＋１

ｑ２
１，ｎ＋１ ＋ ｑ２

２，ｎ＋１

－
ｑ１，ｎ

ｑ２
１，ｎ ＋ ｑ２

２，ｎ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ｑ２，ｎ＋１ － ｑ２，ｎ

ｑ１，ｎｑ２，ｎ＋１ － ｑ１，ｎ＋１ｑ２，ｎ
． （１５ｂ）

由式（１５ａ）＋（１５ｂ），化简得

　 　
ｐ２
１，ｎ＋１ ＋ ｐ２

２，ｎ＋１

２
－ １

ｑ２
１，ｎ＋１ ＋ ｑ２

２，ｎ＋１

＝
ｐ２
１，ｎ ＋ ｐ２

２，ｎ

２
－ １

ｑ２
１，ｎ ＋ ｑ２

２，ｎ

． （１６）

式（１６）即对应于原系统的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 量（能量）守恒．这也间接地验证了均向量场法格式是保能

量的．
图 ７ 给出时间步长取不同值（０．０３ ｓ 和 ０．０７ ｓ）时的轨道图形．当 ｄｔ 取 ０．０７ ｓ 时，所得结果

在图 ７（ａ）上显示有一定的进动，这对于数值积分而言误差是难免的；而小步长 ０．０３ ｓ 时，在长

时间内几乎没有出现进动．图 ８ 是积分时间为 １８ ｓ 时，本文解与精确解的比较．由图 ８ 可知，取
大步长 ０．０７ ｓ 时，轨道图的初始误差较小，然后逐步增大．但步长取 ０．０２ ｓ 时，本文解与真实椭

圆轨道解基本重合，长时间内的误差也很小．
图 ９ 给出 ｄｔ ＝ ０．０７ ｓ 时的角动量误差随时间的变化， 其中初始角动量为 Θ０ ＝ ０．８， 此处的

误差定义为（Θ － Θ０） ／ Θ０， 不同时刻的误差均在 １０－２以内．图 １０ 给出了系统能量随时间的变

３５非线性振动分析的均向量场法



化， 其中初始 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数 Ｈ０ ＝ ０．５， 能量误差定义为 （Ｈ － Ｈ０） ／ Ｈ０， 不同时刻的误差均在

１０－５以内．

（ａ） ｄｔ ＝ ０．０７ ｓ （ｂ） ｄｔ ＝ ０．０３ ｓ

图 ７　 不同 ｄｔ 时的轨道图

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｏｒｂｉｔ ｄｉａｇｒａｍｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｄｔ ｖａｌｕｅｓ

（ａ） ｄｔ ＝ ０．０７ ｓ （ｂ） ｄｔ ＝ ０．０２ ｓ

图 ８　 本文解与轨道真实解［２４］间的比较

Ｆｉｇ． ８　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｏｒｂｉｔ ｄｉａｇｒａｍｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ［２４］

图 ９　 当 ｄｔ ＝ ０．０７ ｓ 时的角动量误差 图 １０　 当 ｄｔ ＝ ０．０７ ｓ 时 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 守恒量误差

随时间的变化 随时间的变化

Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ａｎｇｕｌａｒ ｍｏｍｅｎｔｕｍ ｅｒｒｏｒ ｖａｒｙｉｎｇ Ｆｉｇ． １０　 Ｔｈｅ Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ ｃｏｎｓｅｒｖｅｄ ｑｕａｎｔｉｔｙ ｅｒｒｏｒ

ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ， ｄｔ ＝ ０．０７ ｓ ｖａｒｙｉｎｇ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ， ｄｔ ＝ ０．０７ ｓ

６　 结　 　 论

１） 采用保能量的均向量场法研究非线性振动方程，需先转为状态空间的一阶微分方程
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组，利用映射格式建立迭代方程组，该方法能够保持 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的能量．
２） 本文给出了常见函数在均向量场格式中积分后的转化形式，便于直接应用该法．
３） 对于非线性程度较高的单摆振动，甚至含耦合项的微分振动系统，算例结果说明本文

方法在积分步长相对较大时精度较二阶摄动法高，与微分求积法精度接近．如果减少积分步

长，精度会更好．
４） 在解决线性振动系统时，均向量场法可退化为经典的 Ｅｕｌｅｒ⁃中点法．
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