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摘要：　 针对多裂纹问题，若采用常规的数值求解技术，计算效率较低．为实现多裂纹问题的大规模

数值模拟，建立了本征裂纹张开位移（ｃｒａｃｋ ｏｐｅｎｉｎｇ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ， ＣＯＤ）边界积分方程及其迭代算

法，并引入 Ｅｓｈｅｌｂｙ 矩阵的定义，将多裂纹分为近场裂纹和远场裂纹来处理裂纹间的相互影响．以
采用常单元作为离散单元的快速多极边界元法为参照，对提出的计算模型和迭代算法进行了数值

验证．结果表明，本征 ＣＯＤ 边界积分方程方法在处理多裂纹问题时取得较大的改进，其计算效率显

著高于传统的边界元法和快速多极边界元法．
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引　 　 言

多裂纹固体是一大类结构材料，特别是脆性结构材料的力学模型，广泛应用于新型复合材

料、结构陶瓷材料以及纳米材料中．裂纹的存在，对这类固体材料的力学和物理性能有着不可

忽视的影响．因此，多裂纹固体材料或构件的研究对于物理与工程问题具有重要意义．针对线

弹性断裂力学问题的研究，通常有解析法和数值法两类研究方法．解析法一般较适于裂纹形状

相对简单、数量相对少的情况，而数值法适于分析裂纹较复杂、数量相对大的情况．由于多裂纹

问题的解析解通常难以获得，寻求数值解是解决多裂纹问题的有效途径．在各种数值法中，考
虑到基体和裂纹表面都必须离散，通常传统的有限元法求解规模非常庞大．因此，基于边界积

分方程的数值方法：边界元法（ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ， ＢＥＭ） ［１⁃２］，成为求解多裂纹问题的主

要计算方法，已逐渐为研究者达成统一共识，近年来取得了一系列研究成果［３⁃７］ ．
在边界元法中，最终离散形成的系数矩阵是非对称的满阵，存储量和计算量都将随着裂纹

数量的增多而急剧变大．采用裂纹问题的 Ｇｒｅｅｎ（格林）函数，如 Ｅｒｄｏｇａｎ 基本解，虽然能满足裂

纹表面条件，避免了裂纹面的离散，但并不适合于多裂纹问题．Ｔｅｌｌｅｓ 等［８⁃１０］ 提出了数值 Ｇｒｅｅｎ
函数法（ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｇｒｅｅｎ’ｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ， ＮＧＦ），将原问题分解成 Ｋｅｌｖｉｎ 基本解加上一个补充解问

题的叠加．其中，补充解依照裂纹的数量和构形通过数值方法来计算，避免了系统方程组中出
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现裂纹面的位移、面力未知量．从所建立的边界积分方程和离散后的系统矩阵来看，数值 Ｇｒｅｅｎ
函数法建立的裂纹模型相对子域边界元法［１１⁃１２］ 和对偶边界积分方程方法［１３⁃１５］ 来说更具可行

性和高效性．但是，随着裂纹数量的增多，补充解问题的求解矩阵也将随着裂纹数量的增多而

急剧增大，极大地增加了算法的复杂性．因此，数值 Ｇｒｅｅｎ 函数法并不能从根本上解决裂纹规

模过大的问题，这也是现有文献中利用数值 Ｇｒｅｅｎ 函数法计算的算例只包含了少量且通常情

况下是规则裂纹的原因所在．
对于大规模的裂纹问题，引入以对偶边界积分方程方法为基础的快速多极展开技术［１６］的

快速多极边界元法（ｆａｓｔ ｍｕｌｔｉｐｏｌｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ， ＦＭＢＥＭ） ［１７⁃１８］，是解决裂纹规模较

大问题的有效途径之一．快速多极展开技术将边界元求解的存储量和计算量都降至 Ｏ（Ｎｌｇ Ｎ）
甚至 Ｏ（Ｎ） 的量级，从而使边界元法快速且准确地求解多裂纹问题成为可能．目前，快速多极

边界元法中较多的处理方法是将裂纹面离散为非连续的二次单元，而外边界采用连续的二次

单元．采用二次单元或其他高阶单元作为离散单元虽能提高计算精度，但随着裂纹规模的不断

增加，付出的代价便是极大地增加了计算存储量，导致计算效率不高．本文采用常单元作为边

界单元离散结构边界和所有裂纹面，其中裂纹的上、下表面对称离散．不仅节省了计算存储量，
程序编制也相对简便，这是采用常单元作为离散单元的优点．另一方面，考虑到裂纹尖端的应

力集中现象，为提高计算精度，裂纹尖端附近需配置较多的常单元．不可置否，采用常单元来描

述裂纹尖端是不利的，由于裂纹尖端附近的应力集中现象相当严重，仍难以处理因裂纹面的几

何重合导致积分核的“病态”性质，因而退化为采用非连续单元应对，不过也有较大的误差，有
待进一步研究．

为真正实现对多裂纹问题的大规模数值模拟（裂纹数量为 １０３ ～ １０５的量级），笔者及其导

师提出了本征裂纹张开位移（本征 ＣＯＤ） ［１９⁃２１］的概念，具体定义为：在无限大固体中，在裂纹表

面虚拟面力的作用下产生的 ＣＯＤ ．针对大量随机分布的裂纹问题，建立了本征 ＣＯＤ 边界积分

方程的基本格式及其数值迭代算法．同时，引入 Ｅｓｈｅｌｂｙ 矩阵的定义，将多裂纹问题分成近场裂

纹和远场裂纹两组，其中近场裂纹中裂纹间的相互影响较大，通过 Ｅｓｈｅｌｂｙ 矩阵来处理；而远

场裂纹中裂纹间的相互影响较小，通过迭代计算来处理，具有“远小近大”的特点．因为裂纹面

的未知量将会出现在求解域的外边界上，系数矩阵的规模较数值 Ｇｒｅｅｎ 函数法要小，体现了用

小规模模型求解大规模裂纹问题的实际意义．与其他数值方法相比，本征 ＣＯＤ 计算模型的另

一优点是不需要对裂纹面进行离散．以快速多极边界元法为参照，对提出的计算模型和迭代算

法进行了数值验证，从而显示了本研究的意义：为求解多裂纹问题提供了一种新的能够兼顾计

算精度与效率、整体性能与局部细节的数值计算方法，在普通计算机上实现二维和三维多裂纹

固体整体性能和断裂性能的大规模数值模拟．

１　 计 算 模 型

１．１　 本征 ＣＯＤ 边界积分方程

对于含裂纹数量为 ＮＣ 的二维多裂纹固体 Ω，其外边界用 Γ 表示，并假定多裂纹固体是各

向同性的，不受体积力作用，可以得到以本征 ＣＯＤ 为变量的位移边界积分方程，具体形式为

　 　 γｕｉ（ξ） ＝ ∫
Γ
ｕ∗
ｉｊ （ξ，ｘ）τ ｊ（ｘ）ｄΓ（ｘ） － ∫

Γ
τ∗
ｉｊ （ξ，ｘ）ｕ ｊ（ｘ）ｄΓ（ｘ） －

　 　 　 　 ∑
ＮＣ

ｍ ＝ １
∫
Ａ ＋ｍ

Δｕ ｊ（ｘ）τ∗
ｉｊ （ξ，ｘ）ｄＡ（ｘ），　 　 ξ ∈ （Γ ∪ Ω） ＼Ａｍ， ｍ ＝ １，２，…，ＮＣ， （１）
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其中 ξ和 ｘ分别为源点和场点，Ａｍ 表示裂纹边界．核函数 ｕ∗
ｉｊ 和 τ∗

ｉｊ 分别表示 Ｋｅｌｖｉｎ 位移基本解

和面力基本解，即源点 ξ 在 ｉ 向单位力作用下场点 ｘ 在 ｊ 向的位移和面力，当源点 ξ和场点 ｘ重
合时，核函数 ｕ∗

ｉｊ 和 τ∗
ｉｊ 分别具有弱奇异、强奇异性； ｕ ｊ 和 τ ｊ 分别为相应的位移、面力分量．γ 为

自由项系数，取决于源点 ξ的位置及边界或界面的几何形状，当源点 ξ在域 Ω内部时， γ ＝ １；当
ξ 在外边界 Γ 上，且外边界 Γ 光滑连续时， γ ＝ １ ／ ２．Δｕ ｊ 为本征 ＣＯＤ，具体形式为

　 　 Δｕ ｊ（ｘ） ＝ ｕ ｊ（ｘ） ｘ∈Ａ ＋ － ｕ ｊ（ｘ） ｘ∈Ａ －， （２）
其中 Ａ ＋ 和 Ａ － 分别为裂纹的上、下表面．从式（１）可以看出，如果所有的本征 ＣＯＤ 已知，多裂纹

问题就能够用 Ｇａｕｓｓ（高斯）求积公式和边界点法离散处理，不需要对裂纹进行离散［３］ ．
相应地，将本征 ＣＯＤ 位移边界积分方程（１）经过微分，代入广义 Ｈｏｏｋｅ（胡克）定律，可以

得到以 ＣＯＤ 为变量的应力边界积分方程：

　 　 γσｉｊ（ξ） ＝ ∫
Γ
ｕ∗
ｉｊｋ（ξ，ｘ）τｋ（ｘ）ｄΓ（ｘ） － ∫

Γ
τ∗
ｉｊｋ（ξ，ｘ）ｕｋ（ｘ）ｄΓ（ｘ） －

　 　 　 　 ∑
ＮＣ

ｍ ＝ １
∫
Ａ ＋ｍ

Δｕｋ（ｘ）τ∗
ｉｊｋ（ξ，ｘ）ｄＡ（ｘ），　 　 ξ ∈ （Γ ∪ Ω） ＼（∪ Ａｍ） ． （３）

利用面力和应力的关系式 τｉ ＝ σｉｊｎ ｊ， 还能得到如下面力边界积分方程：

　 　 γτｉ（ξ） ＝ ｎ ｊ（ξ） ∫
Γ
ｕ∗
ｉｊｋ（ξ，ｘ）τｋ（ｘ）ｄΓ（ｘ） － ｎ ｊ（ξ） ∫

Γ
τ∗
ｉｊｋ（ξ，ｘ）ｕｋ（ｘ）ｄΓ（ｘ） －

　 　 　 　 ｎ ｊ（ξ）∑
ＮＣ

ｍ ＝ １
∫
Ａ ＋ｍ

Δｕｋ（ｘ）τ∗
ｉｊｋ（ξ，ｘ）ｄＡ（ｘ），　 　 ξ ∈ （Γ ∪ Ω） ＼（∪ Ａｍ）， （４）

其中 ｎ ｊ 为源点 ξ 处的单位外法线方向余弦，核函数 ｕ∗
ｉｊｋ 和 τ∗

ｉｊｋ 为 ｕ∗
ｉｊ ，ｕ∗

ｉｊ 的导数和通过源点 ξ 的

外法线方向余弦的线性组合．
本文定义方程（１）、（３）和（４）为本征 ＣＯＤ 边界积分方程，构成了本征 ＣＯＤ 边界积分方程

的基本格式，其中所有裂纹面上的 ＣＯＤ 为待求量．
为不失一般性，考虑一无限域内含裂纹长为 ２ａ 的水平裂纹问题，建立全局直角坐标系，法

向即为纵坐标方向，并将坐标原点配置在裂纹的中点．式（４）可写成

　 　 ｎ ｊ（ξ） ∫Ｈ
Ａ ＋
Δｕｋ（ｘ）τ∗

ｉｊｋ（ξ，ｘ）ｄＡ（ｘ） ＝ － τｉ（ξ），　 　 ξ ∈ Ａ ＋， （５）

其中 τｉ 为全局坐标系中的面力分量．
将水平裂纹问题的核函数 τ∗

ｉｊｋ（ξ，ｘ） 基本解的简化形式代入式（５）中，即有

　 　 Ｇ
２π（１ － ν） ∫

ａ

－ａ

δｉ
ｒ２（ξ，ｘ）

ｄＡ（ｘ） ＝ － τｉ（ξ）， （６）

其中 Ｇ 和 ν 分别为剪切模量和 Ｐｏｉｓｓｏｎ（泊松）比，方程左边的积分项为 Ｈａｄａｍａｒｄ 主值积分，符
号 δ 表示 ＣＯＤ， τｉ 为局部坐标系中的面力分量，ｒ 为源点 ξ 和场点 ｘ 间的距离．利用配点法和

Ｇａｕｓｓ 求积将式（６）离散：

　 　 Ｇ
２π（１ － ν）ａ ∑

Ｎｇ

ｊ ＝ １， ｊ≠ｉ

Ｗ ｊ

（ξ ｊ － ξｉ） ２ δ ｊ － ∑
Ｎｇ

ｊ ＝ １， ｊ≠ｉ

Ｗ ｊ

（ξ ｊ － ξｉ） ２
＋ ２
１ － ξ２

ｉ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
δｉ －{

　 　 　 　 － ∑
Ｎｇ

ｊ ＝ １， ｊ≠ｉ

Ｗ ｊ

ξ ｊ － ξｉ
－ ｌｎ

１ － ξｉ
１ ＋ ξｉ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

∂δｉ
∂ξ

＋
Ｗｉ

２
∂２δｉ
∂ξ２ } ＝ － τｉ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎｇ， （７）

其中 Ｗ ｊ 和 ξ ｊ 分别为 Ｇａｕｓｓ 点的权函数和 Ｇａｕｓｓ 点坐标， Ｎｇ 为 Ｇａｕｓｓ 点总数．
注意到式（７）中还包含了 ＣＯＤ δ 的偏导数 δｉ，为了计算该偏导数 δｉ， 利用 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值多
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项式，将 ＣＯＤ δ 展开成

　 　 δ ＝ ∑
Ｎｇ

ｋ ＝ １
ｌｋδｋ， （８）

其中 ｌｋ 表示 Ｌａｇｒａｎｇｅ 插值多项式的系数．如果插值多项式包含了裂纹的左右两尖端，式（８）的
插值多项式级数为 Ｎｇ ＋ ２，并且满足 δ（ － ａ） ＝ δ（ ＋ ａ） ＝ ０．在准备本征 ＣＯＤ 的数据库之前，将裂

纹面力展开为 Ｎｐ 阶的多项式：

　 　 τ ＝ ｃ０ ＋ ｃ１
η
ａ

＋ ｃ２
η
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ … ＋ ｃＮｐ

η
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｎｐ

，　 　 η ∈ ［ － ａ， ＋ ａ］ ． （９）

最终式（７）可写成矩阵的形式：

　 　 ａ －１Ｓ０δ ＝ τ， Ｓ０ ＝
Ｓ ０
０ Ｓ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ， （１０）

其中，本征 ＣＯＤ δ 就是待求解的矢量，其规模为 ２Ｎｇ × １；Ｓ０ 为离散方程组（７）的系数矩阵，其
规模为 Ｎｇ × Ｎｇ ．对二维断裂弹问题，张开型和滑开型裂纹问题最终离散的矩阵 Ｓ０ 是相同的．

图 １　 多裂纹的分组定义

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｇｒｏｕｐ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｃｒａｃｋｓ

１．２　 局部 Ｅｓｈｅｌｂｙ 矩阵

为不失一般性，考虑图 １ 中的多裂纹问题，选
定裂纹 Ａ 为当前裂纹（研究对象），将裂纹分为两

组：近场裂纹 （虚线圆内） 和远场裂纹 （虚线圆

外）．近场裂纹组所含裂纹较少，裂纹间的相互影

响大；而远场裂纹含有较多的裂纹，裂纹间的相互

影响小．
考虑无限域中含裂纹数量为 ＮＬ 的多裂纹问

题，并且都包含在当前裂纹 Ａ 的近场裂纹组中，即
未含远场裂纹组．若源点 ξ 位于当前裂纹 Ａ 的表

面，式（５）将变成

　 　 ｎ ｊ（ξ） ∫Ｈ
Ａ ＋ｉ

Δｕｋ（ｘ）τ∗
ｉｊｋ（ξ，ｘ）ｄＡ（ｘ） ＋

　 　 　 　 ｎ ｊ（ξ） ∑
ＮＬ

ｍ ＝ １，ｍ≠ｉ
∫
Ａ ＋ｍ

Δｕｋ（ｘ）τ∗
ｉｊｋ（ξ，ｘ）ｄＡ（ｘ） ＝ － τ ｉ（ξ），　 　 ξ ∈ Ａｉ， （１１）

其中，左端第一项积分具有超强奇异性，因为源点 ξ 在当前裂纹 Ａ 的表面上；左端第二项积分

由于源点 ξ 在近场裂纹组的其他裂纹面上，为一正常积分，通过 Ｇａｕｓｓ 离散便可得到．离散化可

得最终的系数方程组，写成矩阵的形式为

　 　

ａ －１
１ Ｓ０ Ｓ１２ … Ｓ１，ＮＬ

Ｓ２１ ａ －１
２ Ｓ０ … Ｓ２，ＮＬ

︙ ︙ ⋱ ︙
ＳＮＬ，１ ＳＮＬ，２ … ａ －１

ＮＬ
Ｓ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

δ １

δ ２

︙
δ ＮＬ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

＝

τ１

τ２

︙
τＮＬ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

， （１２）

其中 ａｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ＮＬ） 为每条裂纹的半长，主对角线上的子矩阵 Ｓ０ 为式（７）中左端第一项采

用配点法和 Ｇａｕｓｓ 离散形成的系数矩阵，非主对角的子矩阵 Ｓｉｋ 为左端第二项正常积分最终离

散形成的系数矩阵．整理并推广，得到本征 ＣＯＤ δ 的计算公式：
　 　 δ （ｋ） ＝ Ｓｋτ（ｋ），　 　 ｋ ＝ １，２，…，ＮＬ，…，ＮＣ， （１３）
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其中 ＮＣ 表示裂纹总数， τ（ｋ） ＝ { τ１，τ２，…，τＮＬ
} Ｔ

ｋ 为近场裂纹组所有裂纹的虚拟面力矢量，上标

Ｔ 表示矩阵的转置，矩阵大小为 （２Ｎｇ × ＮＬ） × １；矢量 δ （ｋ） 表示第 ｋ 条裂纹的本征 ＣＯＤ，大小为

２Ｎｇ × １；矩阵 Ｓｋ 表示左端矩阵的逆，包含了近场裂纹组中所有裂纹的信息， Ｓｋ 也就是为处理

裂纹间的影响而引入的局部 Ｅｓｈｅｌｂｙ 矩阵，其大小为 ２Ｎｇ × （２Ｎｇ × ＮＬ），Ｎｇ 为 Ｇａｕｓｓ 点总数，且
离散每条裂纹的 Ｇａｕｓｓ 点总数保持一致．

从式（１３）可以看出，局部 Ｅｓｈｅｌｂｙ 矩阵 Ｓｋ 把近场裂纹组的所有裂纹虚拟面力和当前裂纹

的本征 ＣＯＤ 联系了起来，与所取的无量纲距离（图 １ 中的虚圆）有关．一旦这个无量纲距离选

定后，局部 Ｅｓｈｅｌｂｙ 矩阵 Ｓｋ 也就相应确定了，并且通常情况下不同的裂纹对应的 Ｓｋ 都不相同．
因此，对无限域中的多裂纹问题，选择合适的无量纲距离以及对应的局部 Ｅｓｈｅｌｂｙ 矩阵 Ｓｋ 就成

为求解的关键．近场裂纹的选择还与研究对象中裂纹的疏密程度有关，需要综合考虑计算精度

与计算效率的平衡，通过计算实践加以确定．对于稀疏裂纹的情况，裂纹间的影响相对较弱，即
使近场裂纹中仅包含了一条当前裂纹，也能保证解的收敛性．反之，对于密集裂纹的情况，裂纹

间的影响相对较强，近场裂纹中就需要多包含一些裂纹．
１．３　 应力强度因子计算公式

根据断裂力学理论，无限域中含有一条内置裂纹问题，其裂纹面承受载荷作用时应力强度

因子的计算公式为

　 　 ＫＲ
Ｉ ＝ １

πａ
∫ａ

－ａ

ｐ（η）（ａ － η）

ａ２ － η ２
ｄη， （１４）

　 　 ＫＬ
Ｉ ＝ １

πａ
∫ａ

－ａ

ｐ（η）（ａ ＋ η）

ａ２ － η ２
ｄη ． （１５）

将面力展开多项式代入上述两式中并积分，便可得到本征 ＣＯＤ 计算模型应力强度因子的

计算公式，具体为

　 　

ＫＲ ＝ ｃ０ ＋ １
２
［ｃ１ ＋ ｃ２］ ＋ １ × ３

２ × ４
［ｃ３ ＋ ｃ４］ ＋ … ＋{

　 　
１ × ３ × … × （Ｎｐ － １）

２ × ４ × … × Ｎｐ
［ｃＮｐ－１

＋ ｃＮｐ
］} πａ ，

ＫＬ ＝ ｃ０ ＋ １
２
［ｃ２ － ｃ１］ ＋ １ × ３

２ × ４
［ｃ４ － ｃ３］ ＋ … ＋{

　 　
１ × ３ × … × （Ｎｐ － １）

２ × ４ × … × Ｎｐ
［ｃＮｐ

－ ｃＮｐ－１］} πａ ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

（１６）

其中 ＫＲ 和 ＫＬ 分别表示裂纹右端和裂纹左端的应力强度因子．还应指出的是，本征 ＣＯＤ 裂纹模

型是根据裂纹的虚拟面力展开计算应力强度因子，避免了采用常规边界元方法中通过计算裂

纹尖端局域应力或位移换算应力强度因子时的不便．
１．４　 求解步骤

在本征 ＣＯＤ 计算模型中，所有裂纹的本征 ＣＯＤ 均为待求解量．主要分为以下 ３ 个阶段．
１．４．１　 前处理阶段

该阶段主要包括：① 数据初始化； ② 计算局部 Ｅｓｈｅｌｂｙ 矩阵； ③ 暂时忽略所有裂纹的存

在，结合已知的边界条件求解边界未知量； ④ 计算全部的虚拟面力； ⑤ 计算对应的初始应力

强度因子．
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１．４．２　 迭代收敛阶段

经过离散，并结合边界条件，可将本征 ＣＯＤ 位移边界积分方程（１）写成矩阵的形式：
　 　 Ａｘ ＝ Ｂδ ＋ ｂ， （１７）

其中 Ａ为系数矩阵，Ｂ为与域积分有关的系数矩阵，ｂ为右向量，由外边界已知量及相应积分核

来确定，ｘ 为外边界未知向量，δ 为所有裂纹全局坐标系中的本征 ＣＯＤ，其数值必须通过迭代

来修正．Ａ，Ｂ 和 ｂ 中的元素都是常量，只需一次便可计算．
在迭代计算阶段，假定所有裂纹不存在，对求解域进行一次整体计算．首先对式（１１）处理虚

拟裂纹问题，即 δ ＝ ０， 然后准备本征 ＣＯＤ 的数据库．分为 ３ 步： ① 利用离散后的式（３）计算沿

虚拟裂纹面上的应力； ② 确定式（９）中的面力展开系数； ③ 利用式（１０）计算所有的 ＣＯＤ δ ．
需要注意的是，此时计算得到的 ＣＯＤ δ 还是在局部坐标下的 ＣＯＤ，还应将其转化为全局坐标

系下的 ＣＯＤ δ， 其由两部分组成：① 利用近场裂纹的虚拟面力以及局部 Ｅｓｈｅｌｂｙ 矩阵，计算当

前裂纹的本征 ＣＯＤ； ② 利用远场裂纹的 ＣＯＤ 对当前裂纹虚拟面力的影响，修正当前裂纹的

本征 ＣＯＤ；然后计算全部裂纹对应的应力强度因子．
在迭代收敛阶段，将本征 ＣＯＤ 数据库中保存的局部坐标系下的 ＣＯＤ δ 转换到全局坐标下

的本征 ＣＯＤ，然后根据式（１６）计算裂纹尖端的应力强度因子．由于本征 ＣＯＤ 是通过迭代一步

步求解的，应力强度因子也不例外．
由式（１７）可知边界未知量 ｘ 的计算公式为

　 　 ｘ（ｋ＋１） ＝ Ａ －１（ｂ ＋ Ｂδ （ｋ））， （１８）
其中 ｋ 为迭代步数，通常不超过 ８ 次．

迭代求解两次的应力强度因子计算之差的最大值给定为

　 　 Ｋｍａｘ ＝ ｍａｘ Ｋ（ｋ） － Ｋ（ｋ－１） ， （１９）
即两次迭代之间应力强度因子分量的最大差值．本文采用的收敛判据为：所有裂纹两次应力强

度因子计算之差的最大值小于给定值，按如下定义：

　 　
Ｋｍａｘ

σ πａ
≤ １０ －３ ． （２０）

如果不满足收敛判据式（２０），利用全部裂纹的本征 ＣＯＤ，重新求解研究对象的边界未知

量，用更新的边界未知量 ｘ 来准备下一次的迭代，返回上一步式（１８）；如果满足了收敛判据式

（２０），则进行后处理阶段．
１．４．３　 样后处理阶段

迭代收敛之后，研究目标可进行以下计算： ① 研究对象的整体性能，如刚度、Ｐｏｉｓｓｏｎ 比、
各向异性等； ② 最大的裂纹应力强度因子与研究对象的断裂性能； ③ 研究对象的局部细节，
如感兴趣的局部应力（应变）场等．

２　 数 值 验 证

２．１　 计算精度的验证

２．１．１　 正方形内含 ４ 条裂纹的问题

考虑正方形板内置 ４ 条等长裂纹的问题，如图 ２ 所示．分别采用本征 ＣＯＤ 数值方法和快

速多极边界元法进行分析．在本征 ＣＯＤ 数值方法中，正方形板的外边界采用了 ２００ 个节点离

散，离散裂纹面的 Ｇａｕｓｓ 点数为 Ｎｇ ＝ ９； 快速多极边界元法中，正方形板的外边界和所有裂纹

面分别采用了 ４００ 和 ３６０ 个常单元离散，且裂纹上、下面的节点对称配置．图 ３ ～ ５ 分别给出的
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是采用上述两种数值方法得到的关于裂纹尖端 Ａ，Ｂ和Ｃ 这 ３ 处的Ⅰ型无量纲应力强度因子比

较．从图 ３～５ 可以看出，本征 ＣＯＤ 边界积分方程解法具有很高的计算精度．

图 ２　 正方形板内含 ４ 条裂纹 图 ３　 裂纹尖端 Ａ 的Ⅰ型无量纲应力强度因子比较

Ｆｉｇ． ２　 Ａ ｓｑｕａｒｅ ｐｌａｔｅ ｃｏｎｔａｉｎｉｎｇ ４ ｃｒａｃｋｓ Ｆｉｇ． ３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｎｏｎ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ
ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｓａｍｅ ｌｅｎｇｔｈ ｍｏｄｅ⁃Ⅰ ＳＩＦｓ ｏｆ ｃｒａｃｋ ｔｉｐ Ａ

图 ４　 裂纹尖端 Ｂ 的Ⅰ型无量纲应力强度因子比较 图 ５　 裂纹尖端 Ｃ 的Ⅰ型无量纲应力强度因子比较

Ｆｉｇ． ４　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｎｏｎ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ Ｆｉｇ． ５　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｎｏｎ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ
ｍｏｄｅ⁃Ⅰ ＳＩＦｓ ｏｆ ｃｒａｃｋ ｔｉｐ Ｂ ｍｏｄｅ⁃Ⅰ ＳＩＦｓ ｏｆ ｃｒａｃｋ ｔｉｐ Ｃ

图 ６　 正方形板内含 Ｎ × Ｎ 等长多裂纹

Ｆｉｇ． ６　 Ａ ｓｑｕａｒｅ ｐｌａｔｅ ｃｏｎｔａｉｎｉｎｇ Ｎ × Ｎ ｃｒａｃｋｓ
ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｓａｍｅ ｌｅｎｇｔｈ

２．２　 计算效率的验证

考虑正方形板内含 Ｎ × Ｎ 等长多裂纹问题，
如图 ６ 所示．本征 ＣＯＤ 数值方法中近场裂纹 ＮＬ ＝
９， 离散裂纹面的 Ｇａｕｓｓ 点数 Ｎｇ ＝ ９， 外边界采用

了 ２００ 个单元离散；快速多极边界元法的多极展

开和局部展开截断阶数 ｐ ＝ ２０， 生成的四叉树结

构的叶子节点包含的最大边界单元数为 １００，
ＧＭＲＥＳ 迭代收敛误差 ε ＝ １．０ × １０ －６，外边界采用

了 ４００ 个离散单元．
图 ７ 和图 ８ 分别给出了两种数值算法的迭代

次数和 ＣＰＵ 计算时间随裂纹总数 ＮＣ 变化的比较．
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从图 ７ 可以看出，随着裂纹数的不断增加，快速多极边界元法所需的迭代次数增加较急剧，而
本征 ＣＯＤ 数值方法所需的迭代次数相对稳定（通常不超过 ８ 次），进一步表明本征 ＣＯＤ 数值

方法在处理多裂纹问题的可行性和可靠性．从图 ８ 可以看出，本征 ＣＯＤ 数值方法的计算效率

远高于采用常单元离散的快速多极边界元法．尽管两种数值算法计算模型的自由度数不一样，
从本算例亦可以得出本征 ＣＯＤ 数值方法具有很高的计算效率，为模拟多裂纹问题提供了一种

新的数值分析手段．

图 ７　 本征 ＣＯＤ 和快速多极边界元法的 图 ８　 本征 ＣＯＤ 和快速多极边界元法的

迭代次数比较 ＣＰＵ 计算时间比较

Ｆｉｇ． ７　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ Ｆｉｇ． ８　 Ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ２ ａｐｐｒｏａｃｈｅｓ ｗｉｔｈ
ｔｈｅ ｅｉｇｅｎ ＣＯＤ ａｎｄ ｔｈｅ ＦＭＢＥＭ ｔｈｅ ｅｉｇｅｎ ＣＯＤ ａｎｄ ｔｈｅ ＦＭＢＥＭ

３　 结　 　 论

本文建立了本征 ＣＯＤ 计算模型，求解矩阵较数值 Ｇｒｅｅｎ 函数法小，体现了用小规模模型

求解大规模裂纹问题的实际意义．通过近场裂纹和远场裂纹的划分，引入局部 Ｅｓｈｅｌｂｙ 矩阵，该
矩阵能刻画近场裂纹对当前裂纹的强相互作用，避免了密集裂纹情况下的数值迭代发散．数值

算例分别从计算精度和计算效率两方面验证了本征 ＣＯＤ 边界积分方程解法模拟多裂纹问题

的可行性，并与快速多极边界元法作比较．数值结果表明：本征 ＣＯＤ 数值方法及其计算模型具

有科学性和内在的合理性，研究方法和技术路线是完全可行的，为求解多裂纹问题提供新的兼

顾计算精度与效率、整体性能与局部细节的数值计算方法，在普通计算机上实现多裂纹固体材

料力学性能的大规模数值模拟，具有重要的理论意义和工程应用价值．
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８０２ 多裂纹问题计算分析的本征 ＣＯＤ 边界积分方程方法
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