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摘要：　 受磁场驱动的微机电系统在工作中存在着力、磁、流⁃固耦合等非线性特征，其力学行为非

常复杂，并将影响系统运行的安全性与可靠性．该文采用非局部 Ｅｕｌｅｒ 梁模型研究磁场激励下简支

输流微梁（一种微机电系统）的动力学行为，通过动力系统分支理论和谐波平衡法来考察系统的稳

定性和幅频特性曲线．结果表明，可以采用改变磁场强度、流速和阻尼的三重方式调节微机电系统

的频率．研究中还发现，小尺度效应和磁场强度可以影响临界流速，阻尼的存在可以改变临界流速

的个数和系统的分岔类型．
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引　 　 言

微梁作为微机电系统工程、微流控装置等许多高科技领域中的核心部件，其应用范围非常
广泛，涉及微型谐振器、微驱动器、微传感器和微米输送系统［１⁃２］ ．几乎所有涉及微型设备工作

效率改善的问题都要求对其动力学行为的深入了解［３］ ．为此，国内外学者做了大量的研究工

作，其中 Ｒｉｎａｌｄｉ 等在经典连续介质结构环境下，分析了尺寸、边界条件、耗散、材料、流速对输

流微型管道、微型谐振器的稳定性、阻尼、频率的数值结果的影响［４］ ．Ｓｅｔｏｏｄｅｈ 等基于应变梯度
理论，研究了功能梯度输流微管道的非线性动力学行为［５］ ．受磁场驱动的微机电系统，在工作

中存在着微构件的机械力与磁场力相互耦合及流固耦合等非线性特征，其力学行为非常复杂，
并且涉及小尺度效应问题，影响系统运行的安全性与可靠性［６⁃９］ ．Ｚｈｅｎ 等研究了单壁纳米管输
流梁热力耦合以及非局部弹性振动的问题［１０］ ．据笔者所知，目前对于磁场激励下输流微梁动

力学特性的研究还处于初级阶段，为此本文采用非局部 Ｅｕｌｅｒ 梁模型，通过 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 数值离散

方法、动力系统分支理论和谐波平衡法来研究纵向磁场激励下输流微梁的动力学行为，考察了

不同磁场强度、流速和阻尼对系统振动频率的影响．

１　 流固耦合控制方程

如图 １ 所示，输流微梁的长度为 Ｌ， 横截面积为 Ａ， 抗弯刚度为 ＥＩ， 单位长度质量为 ｍ， 通
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过该管道的非黏性流体的单位长度质量为 Ｍ， 流体在微梁中的流速为 Ｕｆ， 黏性阻尼系数为 Ｃ，
假定管道及流体的重力、表面张力以及外部压力（例如气压的影响）可以忽略不计，并且微梁

只在 ＸＺ 平面内振动．基于 Ｅｕｌｅｒ 梁模型有下面的位移方程：

　 　
Ｕ
－
（Ｘ，Ｚ，Ｔ） ＝ Ｕ（Ｘ，Ｔ） － Ｚ ∂Ｗ
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，

Ｗ
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（１）

其中， Ｘ 是轴向坐标， Ｔ 是时间， Ｕ 和 Ｗ 代表微梁中面沿 Ｘ 轴和 Ｚ 轴的位移， Ｕ
－
和 Ｗ

－
分别是管

沿着 Ｘ 轴和 Ｚ 轴方向的总位移．
在纵向磁场的作用下简支微梁发生横向位移和轴向位移，产生的应变如下：
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其中 εＸＸ 是轴向应变．

图 １　 简支输流微梁在纵向磁场作用下的模型图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ａ ｓｉｍｐｌｙ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｍｉｃｒｏ ｂｅａｍ ｃｏｎｖｅｙｉｎｇ ｆｌｕｉｄ ｉｎ ａ ｌｏｎｇｉｔｕｄｉｎａｌ ｍａｇｎｅｔｉｃ ｆｉｅｌｄ

对于管道输送流体时所做的横向振动，管道与内部流体的动能表示为
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其中　 　 θ ＝ － ∂Ｗ ／ ∂Ｘ ．
管道的势能表示为

　 　 Π ＝ １
２ ∫

Ｌ

０
∫
Ａ
σＸＸεＸＸｄＡｄｘ， （４）

其中 σＸＸ 为正应力．将方程（２）代入方程（４），得到 Π 的表达式：

　 　 Π ＝ Π１ ＋ １
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其中 Π１ ＝ ∫
Ｖ
（ｕ１ ＋ ｕ２ ＋ ｕ３）ｄＶ （具体的表达式见文献［１１］）， ＮＸ ＝ ∫

Ａ
σＸＸｄＡ ．

外力所做的功可以表示为

　 　 Ｗ１ ＝ ∫Ｌ
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其中 ｆＺ 为纵向磁场作用下的 Ｌｏｒｅｎｔｚ 力：

　 　 ｆＺ ＝ ηＨ２
Ｘ
∂２Ｗ
∂Ｘ２ ． （７）
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对于一维 Ｅｕｌｅｒ 梁模型，考虑非局部效应的本构关系［１２⁃１４］可以表示为

　 　 σＸＸ － （ｅ０ａ） ２ ∂２σＸＸ

∂Ｘ２
＝ ＥεＸＸ， （８）

式中 Ｅ 为弹性模量， ｅ０ａ 为小尺度参数．
基于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 变分原理，磁场激励下输流微梁的振动方程可以写为

　 　 ∫ｔ １
ｔ０
（δΠ － δＴ１ － δＷ１）ｄｔ ＝ ０． （９）

把方程（３）、（５） ～ （８）代入方程（９）可得系统无量纲运动微分方程：
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其中
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在研究非局部效应的影响时，只需取无穷阶微分方程中级数的前两个非局部项 （ｎ ＝ １，２）
即可满足精度要求［１０］，于是运动微分方程（１１）可转化为
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采用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 数值离散方法，Ｅｕｌｅｒ 梁的变形可以表示为

　 　 ｗ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｑｉ（ ｔ）ϕｉ（ｘ）， （１３）

其中 ϕｉ（ｘ） 表示梁的特征模态， ｑｉ（ ｔ） 为关于时间 ｔ 的广义坐标．将方程（１３）代入方程（１２）中，
两端同乘 ϕｉ， 然后在［０， １］区域内积分，可得非线性耦合常微分方程组，用矩阵表示为

　 　 Ｍｑ（ ｔ） ＋ （ｃＭ ＋ ２ｕ β Ｂ）ｑ（ ｔ） ＋ （ － τ ２Ｆ ＋ Ｅ ＋ ｕ２Ｄ － ψＤ）ｑ（ ｔ） ＋

　 　 　 　 １
２

ϑｑＴ（ ｔ）Ｓｑ（ ｔ）Ｓｑ（ ｔ） ＝ ０， （１４）

其中 ｑ（ ｔ） ＝ { ｑ ｊ（ ｔ） } ， （·） Ｔ 表示矩阵的转置，
　 　 Ｍ ＝ ［ｍｉｊ］， Ｂ ＝ ［ｂｉｊ］， Ｆ ＝ ［ ｆｉｊ］， Ｅ ＝ ［ｅｉｊ］， Ｄ ＝ ［ｄｉｊ］， Ｓ ＝ ［ ｓｉｊ］，

表达式分别为
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采用方程（１３）的前两项离散方程时，即可获得简支输流微梁的振动方程组：

００５ 纵向磁场激励下简支输流微梁的动力学行为研究



　 　

ｍ１１ｑ１（ ｔ） ＋ （ｃｍ１１ ＋ ２ｕ β ｂ１１）ｑ１（ ｔ） ＋ ２ｕ β ｂ１２ｑ２（ ｔ） ＋
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１（ ｔ） ＋ ｓ２２ｑ２

２（ ｔ）） ＝ ０，
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　 　 （ － τ ２ ｆ２２ ＋ ｅ２２ ＋ ｕ２ｄ２２ － ψｄ２２）ｑ２（ ｔ） ＋ １
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（１６）
令 ｑ１（ ｔ） ＝ ｐ１（ ｔ），ｑ２（ ｔ） ＝ ｐ２（ ｔ） ．于是，方程组（１６）可化为 ４ 个一次微分方程，并写成矩阵形

式，可得
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其中

　 　

Ｈ１ ＝ －
－ τ ２ ｆ１１ ＋ ｅ１１ ＋ ｕ２ｄ１１ － ψｄ１１

ｍ１１
， Ｈ２ ＝ － ｃ ＋ ２ｕ β

ｍ１１
ｂ１１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｈ３ ＝ －
２ｕ β ｂ１２

ｍ１１
， Ｈ４ ＝ －

２ｕ β ｂ２１

ｍ２２
，

Ｈ５ ＝ －
－ τ ２ ｆ２２ ＋ ｅ２２ ＋ ｕ２ｄ２２ － ψｄ２２

ｍ２２
， Ｈ６ ＝ － ｃ ＋ ２ｕ β

ｍ２２
ｂ２２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

Ｈ７ ＝ １
２ｍ１１

ϑｓ１１ｑ１（ ｔ）（ ｓ１１ｑ２
１（ ｔ） ＋ ｓ２２ｑ２

２（ ｔ）），

Ｈ８ ＝ １
２ｍ２２

ϑｓ２２ｑ２（ ｔ）（ ｓ１１ｑ２
１（ ｔ） ＋ ｓ２２ｑ２

２（ ｔ）） ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

（１８）

线性系统系数矩阵的特征方程可以写作

　 　 ｄｅｔ（λＩ － Ｂ） ＝ ０， （１９）
其中 Ｉ 是单位矩阵， Ｂ 是方程（１７）右端的系数矩阵； λ 是系统的特征值，通常特征值是复数形

式，其实部代表系统阻尼，虚部代表振动频率．
运用谐波平衡法，令 ｑ１（ ｔ） ＝ Ａ１ｃｏｓ（ωｔ），ｑ２（ ｔ） ＝ Ａ２ｃｏｓ（ωｔ），将其代入输流微梁的振动方程

组，令一次谐波系数为 ０，忽略超过一次的高阶谐波，可以得到
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ｍ１１ω ２ － （ － τ ２ ｆ１１ ＋ ｅ１１ ＋ ｕ２ｄ１１ － ψｄ１１）

ϑｓ２１１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

１ ／ ２

，

Ａ２ ＝ ± ８
３

ｍ２２ω ２ － （ － τ ２ ｆ２２ ＋ ｅ２２ ＋ ｕ２ｄ２２ － ψｄ２２）
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（２０）

２　 数值结果分析

纵向磁场激励下输流微梁的振动表现出多值、分岔等非线性现象，现对式 （１２） 所表示的

系统进行数值求解，选取系统无量纲参数 β ＝ ０．２，ϑ ＝ １，τ ＝ ０．１ 和 τ ＝ ０．２ ［１１］， ψ ＝ １２．０２ 和 ψ

１０５江　 鹏　 飞　 　 　 闫　 　 妍　 　 　 王　 文　 全



＝ ４８．０８ ［６］， ｃ ＝ １０ 和 ｃ ＝ １５．通过特征值虚部与实部随流速的演化图和幅频响应曲线，得到系统

参数对微梁动力学行为的影响．

图 ２　 τ ＝ ０， ｃ ＝ ０， ψ ＝ ０ 时，特征值 λ 的虚部与实部随流速的演化图

Ｆｉｇ． ２　 Ｆｏｒ τ ＝ ０， ｃ ＝ ０， ψ ＝ ０， ｔｈｅ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｉｍａｇｉｎａｒｙ ａｎｄ ｒｅａｌ ｐａｒｔｓ
ｏｆ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ λ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｆｌｏｗ ｖｅｌｏｃｉｔｙ

图 ２ 为不考虑小尺度效应，无阻尼、无纵向磁场时特征值虚部与实部随流速 ｕ 的演化图，
从图中可以看出内部流体有效地影响了输流管道的振动频率和稳定性．在Ⅰ区 （０≤ ｕ≤ ｕＤ１ ＝
π）， ４ 个特征值的实部均为 ０，当流速增加到临界流速 ｕＤ１， 一阶模态所对应的一对特征值

（λ １，２） 的虚部减小为 ０，相应运动出现第一次失稳，并通过叉形分岔进入Ⅱ区，与 ｕＤ１ 对应的奇

点为鞍点．随着流速的增加，特征区域进入Ⅱ区 （ｕＤ１ ＜ ｕ ＜ ｕＦ ＝ ２π）， 显而易见，由于存在正实

部的特征值，在该区域系统的解是不稳定的，当流速穿过 ｕＦ 点时，出现的第二次分岔为 Ｈｏｐｆ
分岔，与 ｕＦ 对应的奇点为焦点，在 ｕＦ 处，一阶和二阶模态开始互相耦合．在Ⅲ区 （ｕＦ ＜ ｕ ＜ ｕＤ２

＝ １２．４５４ ８）， 特征值的实部特征为 λＲｅⅢ ＝ { ＋， －， ＋， － } ， 当流速增加到 ｕＤ２ 时，再次发生叉

形分岔进入Ⅳ区，与 ｕＤ２ 对应的奇点为鞍点．

图 ３　 τ ＝ ０， ｃ ＝ １０， ψ ＝ ０ 时，特征值 λ 的虚部与实部随流速的演化图

Ｆｉｇ． ３　 Ｆｏｒ τ ＝ ０， ｃ ＝ １０， ψ ＝ ０， ｔｈｅ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｉｍａｇｉｎａｒｙ ａｎｄ ｒｅａｌ ｐａｒｔｓ
ｏｆ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ λ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｆｌｏｗ ｖｅｌｏｃｉｔｙ

图 ３ 为不考虑小尺度效应，阻尼项 ｃ ＝ １０， 无纵向磁场时特征值虚部与实部随流速 ｕ 的演

化图．显而易见，在 ｕ 较小时系统实部一直小于 ０，此时振动系统是稳定的，直到 ｕ ＝ ２．７２４ ０ 时

产生叉式分岔，此后系统含有正实部的特征值，因此系统处于不稳定状态．当流速 ｕ ＝ ６．２４５ ６，
１０．８７６ ８，１４．４３８ ２ 发生第二次、第三次、第四次分岔．图 ４ 为不考虑小尺度效应，阻尼项 ｃ ＝ １５，

２０５ 纵向磁场激励下简支输流微梁的动力学行为研究



无纵向磁场时特征值虚部与实部随流速 ｕ 的演化图．从图 ２～４ 可以看出，阻尼可以改变临界流

速的个数，并且使系统的耦合模态颤振消失，这与文献［１５］的结论一致．

图 ４　 τ ＝ ０， ｃ ＝ １５， ψ ＝ ０ 时，特征值 λ 的虚部与实部随流速的演化图

Ｆｉｇ． ４　 Ｆｏｒ τ ＝ ０， ｃ ＝ １５， ψ ＝ ０， ｔｈｅ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｉｍａｇｉｎａｒｙ ａｎｄ ｒｅａｌ ｐａｒｔｓ
ｏｆ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ λ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｆｌｏｗ ｖｅｌｏｃｉｔｙ

图 ５　 τ ＝ ０， ｃ ＝ ０，ψ ＝ １２．０２ 时，特征值 λ 的虚部与实部随流速的演化图

Ｆｉｇ． ５　 Ｆｏｒ τ ＝ ０， ｃ ＝ ０， ψ ＝ １２．０２， ｔｈｅ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｉｍａｇｉｎａｒｙ ａｎｄ ｒｅａｌ ｐａｒｔｓ
ｏｆ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ λ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｆｌｏｗ ｖｅｌｏｃｉｔｙ

图 ６　 τ ＝ ０， ｃ ＝ ０， ψ ＝ ４８．０８ 时，特征值 λ 的虚部与实部随流速的演化图

Ｆｉｇ． ６　 Ｆｏｒ τ ＝ ０， ｃ ＝ ０， ψ ＝ ４８．０８， ｔｈｅ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｉｍａｇｉｎａｒｙ ａｎｄ ｒｅａｌ ｐａｒｔｓ
ｏｆ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ λ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｆｌｏｗ ｖｅｌｏｃｉｔｙ

图 ５ 为不考虑小尺度效应、无阻尼，纵向磁场 ψ ＝ １２．０２ 时特征值虚部与实部随流速 ｕ 的
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演化图．图 ６ 为不考虑小尺度效应、无阻尼，纵向磁场 ψ ＝ ４８．０８ 时特征值虚部与实部随流速 ｕ
的演化图．对比图 ２、图 ５、图 ６ 可知纵向磁场的存在可以增大输流管道的临界流速以及振动频

率，但磁场不改变特征值随流速变化的分岔类型．
图 ７ 为考虑小尺度效应 τ ＝ ０．１， 无阻尼、无纵向磁场情况下特征值虚部与实部随流速 ｕ

的演化图．图 ８ 为考虑小尺度效应 τ ＝ ０．２， 无阻尼、无纵向磁场情况下特征值虚部与实部随流

速 ｕ 的演化图．

图 ７　 τ ＝ ０．１， ｃ ＝ ０， ψ ＝ ０ 时，特征值 λ 的虚部与实部随流速的演化图

Ｆｉｇ． ７　 Ｆｏｒ τ ＝ ０．１， ｃ ＝ ０， ψ ＝ ０， ｔｈｅ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｉｍａｇｉｎａｒｙ ａｎｄ ｒｅａｌ ｐａｒｔｓ
ｏｆ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ λ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｆｌｏｗ ｖｅｌｏｃｉｔｙ

图 ８　 τ ＝ ０．２， ｃ ＝ ０， ψ ＝ ０ 时，特征值 λ 的虚部与实部随流速的演化图

Ｆｉｇ． ８　 Ｆｏｒ τ ＝ ０．２， ｃ ＝ ０， ψ ＝ ０， ｔｈｅ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｉｍａｇｉｎａｒｙ ａｎｄ ｒｅａｌ ｐａｒｔｓ
ｏｆ ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ λ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｆｌｏｗ ｖｅｌｏｃｉｔｙ

４０５ 纵向磁场激励下简支输流微梁的动力学行为研究



图 ９　 τ ＝ ０， ｃ ＝ ０， ψ ＝ ０ 时，系统在不同流速下的幅频特性曲线（实线 Ａ１，点线 Ａ２）

Ｆｉｇ． ９　 Ｆｏｒ τ ＝ ０， ｃ ＝ ０， ψ ＝ ０， ａｍｐｌｉｔｕｄｅ⁃ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｕｎｄｅｒ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｌｏｗ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ （ ｔｈｅ ｓｏｌｉｄ ｌｉｎｅｓ ｉｎｄｉｃａｔｅ Ａ１， ｔｈｅ ｄｏｔｔｅｄ ｌｉｎｅｓ ｉｎｄｉｃａｔｅ Ａ２）

图 １０　 τ ＝ ０， ｃ ＝ ０， ψ ＝ ４８．０８ 时，系统在不同流速下的幅频特性曲线（实线 Ａ１， 点线 Ａ２）

Ｆｉｇ． １０　 Ｆｏｒ τ ＝ ０， ｃ ＝ ０， ψ ＝ ４８．０８， ａｍｐｌｉｔｕｄｅ⁃ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｕｎｄｅｒ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｌｏｗ ｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓ （ ｔｈｅ ｓｏｌｉｄ ｌｉｎｅｓ ｉｎｄｉｃａｔｅ Ａ１， ｔｈｅ ｄｏｔｔｅｄ ｌｉｎｅｓ ｉｎｄｉｃａｔｅ Ａ２）

对比图 ２、图 ７、图 ８ 可知，小尺度效应可以增大临界流速和振动频率，但不改变特征值随

流速变化的分岔类型．
由图 ２～８ 可知，采用改变磁场强度、流速和阻尼的三重方式来调节输流微梁的振动频率

是可行的．对于一个给定的频率，它可以对应不同的流速（或者磁场），并且在临界点处特征值

对载荷的变化很敏感，很小的流速变化就会导致有效的频率改变，因此可以在较大范围内调整

流速以期获得需要的频率，此种调节方式对于微机电系统的优化设计具有重要意义．
下面来考察系统在不同流速下的幅频特性曲线，由图 ９ 与图 １０ 可知系统的固有频率 ω 随

振幅 Ａ 的变化而改变．当临界流速 ｕ ＝ π，２π （见图 ９）， ｕ ＝ ７．６１２ ５，９．３５７ ３（见图 １０）时，幅频
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特性曲线也处于临界状态．

３　 结　 　 论

本文采用非局部 Ｅｕｌｅｒ 梁模型考察简支输流微梁在纵向磁场激励下的非线性动力学行

为，所得结果表明： １） 小尺度效应和纵向磁场可以增大系统的临界流速和振动频率，但不改

变特征值随流速变化的分岔类型； ２） 阻尼的存在可以改变临界流速的个数和系统的分岔类

型； ３） 不同流速下系统的固有频率随振幅的变化而改变； ４） 采用改变磁场强度、流速和阻尼

的三重方式来调节输流微梁的振动频率是行之有效的．
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