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摘要：　 研究了 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 拓扑向量空间中的一类参数广义弱向量拟平衡问题（ＰＧＷＶＱＥＰ）的稳定

性．首先，给出了此问题的参数间隙函数，研究了参数间隙函数的连续性．然后， 提出了一个与参数

间隙函数相关的关键假设，讨论了它的连续性，并给出关键假设的等价刻画．最后， 借助于假设，获
得了 ＰＧＷＶＱＥＰ 解映射 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 半连续的充分必要条件．并举例验证了所得结果．
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引　 　 言

１９９４ 年，Ｂｌｕｍ 和 Ｏｅｔｔｌｉ［１］首先提出了平衡问题的数学模型．随后，这一模型于 １９９７ 年在文

献［２⁃３］中被推广到向量情形，即向量平衡问题．众所周知，向量平衡问题为向量变分不等式问

题、向量互补问题、向量优化问题和向量鞍点问题等众多问题提供了一个统一的研究框架．一
般而言，将带约束条件的向量平衡问题称为向量拟平衡问题．向量（拟）平衡问题为向量（拟）
优化问题、向量（拟）鞍点问题、向量（拟）互补问题及向量（拟）变分不等式等问题提供了统一

的模型．因而，近年来受到国内外众多专家学者的重视而被广泛研究．
在优化问题中，向量变分不等式和向量平衡问题领域，对解集稳定性的研究是非常有趣和

重要的课题．在相关研究中，有大量关于优化问题、向量变分不等式问题或向量平衡问题（见文

献［４⁃１３］和相关文献）解集稳定性的论文．在有限维空间中，Ｌｉ 和 Ｃｈｅｎ［１４］提出了一个假设 Ｈｇ，
并通过假设 Ｈｇ， 获得了一类参数弱向量变分不等式解映射 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 下半连续的充分性条件．
在 Ｂａｎａｃｈ 空间中，Ｃｈｅｎ 和 Ｌｉ［１５］给出了一个类似的条件（记为 Ｈｇ１），并运用 Ｈｇ１ 得到了参数集

值弱向量变分不等式（ＰＳＷＶＶＩ） 解集映射 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 下半连续的充分性条件．Ｃｈｅｎ 等［１６］ 将文

献［１４⁃１５］的问题扩展到 ＰＧＶＱＶＩ 问题，借助假设 Ｈｇ２ 对其进行了研究．注意到，上述文献中主

要研究了解集映射 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 下半连续的充分性条件．然而在实际问题研究与算法构造中，对
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解集映射 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 半连续的必要性进行研究也是非常有趣的，也即是说，解映射是 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ
下半连续的能否得到类似条件 Ｈｇ 成立？ 在 Ｂａｎａｃｈ 空间中，Ｚｈｏｎｇ 和 Ｈｕａｎｇ［１７］ 从一个侧面回

答了这个问题，证明了条件 Ｈｇ３ 不仅是参数集值弱向量变分不等式解集映射 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 下半连

续的充分条件，也是其必要条件．最近，针对 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 拓扑向量空间中的两类参数向量拟平衡

问题，Ａｎｈ 和 Ｈｕｎｇ［１８］给出了两个关键假设 Ｈｐ（γ０） 和 Ｈｈ（γ０）， 并证明了它们分别是这两类问

题解映射 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 连续的充分必要条件．
受文献［１８⁃１９］的启发，本文借助参数间隙函数 ｈ（ｘ，γ） 讨论一类参数广义弱向量拟平衡

问题解映射的 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 连续性．首先，定义该问题并给出适当的非线性标量化函数．其次，给出

参数间隙函数并讨论其连续性．最后，研究参数向量拟平衡问题解映射的 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 连续性，并
且举例说明所得结果的正确性．由此获得了一些较新的结果．

１　 预 备 知 识

本文均假设 Ｘ，Ｙ，Ｚ，Ｐ 是局部凸 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 拓扑向量空间．Ａ⊆ Ｘ，Ｂ⊆ Ｙ和Γ⊆ Ｐ是非空子

集．假设集值映射 Ｃ： Ｘ →２Ｚ 对任意 ｘ ∈ Ｘ，有 Ｃ（ｘ） 是 Ｚ 中的闭凸锥且 ｉｎｔ Ｃ（ｘ） ≠ ⌀ ．Ｋ：Ａ ×
Γ → ２Ａ，Ｔ：Ａ × Γ →２Ｂ 是集值映射．ｆ：Ａ × Ｂ × Ａ × Γ → Ｚ 是均衡函数，即 ｆ（ｘ，ｔ，ｘ，γ ） ＝ ０ 对任

意 ｘ ∈ Ａ，ｔ ∈ Ｂ 和 γ ∈ Γ 恒成立．
考虑如下 ＰＧＷＶＱＥＰ： 存在 ｘ ∈ Ｋ（ｘ，γ） 和 ｔ ∈ Ｔ（ｘ，γ），对任意 γ ∈ Γ 满足

　 　 ｆ（ｘ，ｔ，ｙ，γ ） ∈ Ｚ ＼ － ｉｎｔ Ｃ（ｘ），　 　 ∀ｙ ∈ Ｋ（ｘ，γ ） ．
特殊情形

１） 如果 ｆ（ｘ，ｔ，ｙ，γ） ｆ（ｘ，ｔ，ｙ）， 则 ＰＧＷＶＱＥＰ 模型退化为 Ｚｈｏｎｇ 和 Ｈｕａｎｇ［１９］的模型；
２） 如果 ｆ（ｘ，ｔ，ｙ，γ） 〈 ｔ，ｙ － ｘ〉，则 ＰＧＷＶＱＥＰ 模型退化为 Ｃｈｅｎ 等［１６］的广义参数向量拟

变分不等式；
３） 若 Ｘ ＲＲ ｍ，Ｙ ＲＲ ｎ，Ｚ ＲＲ ，Ｃ（ｘ） ＲＲ ＋，Ｋ（ｘ，γ） Ａ，Ｔ（ｘ，γ） Ｔ（ｘ）， ｆ（ｘ，ｔ，ｙ，γ） 〈 ｔ，

ｙ － ｘ〉， 则 ＰＧＷＶＱＥＰ 模型退化为 Ａｕｂｉｎ 和 Ｅｋｅｌａｎｄ［２０］的 Ｓｔａｍｐａｃｃｈｉａ 变分不等式．
对任意的 γ∈Γ，记 Ｅ（γ） ＝ { ｘ∈ Ｘ： ｘ∈ Ｋ（ｘ，γ） } ．用 Ｓ（γ） 表示 ＰＧＷＶＱＥＰ 的解集，其

中 Ｓ（γ） ＝ { ｘ ∈ Ｅ（γ）：∃ｔ ∈ Ｔ（ｘ，γ），ｓ．ｔ． ｆ（ｘ，ｔ，ｙ，γ） ∈ Ｚ ＼ － ｉｎｔ Ｃ（ｘ），∀ｙ ∈ Ｋ（ｘ，γ） } ．在
本文中，假设 Ｓ（γ） 非空．

下面，回顾一些与连续性相关的概念及性质．
定义 １［２０⁃２１］ 　 设 Ｘ 和 Ｙ 是拓扑向量空间，Ｇ：Ｘ → ２Ｙ 是集值映射．
􀃠 称 Ｇ在点 ｘ０ ∈ Ｘ 处是下半连续（ｌｓｃ）的，如果对任意满足 Ｖ∩ Ｇ（ｘ０） ≠⌀的开集 Ｖ⊆

Ｙ，都存在 ｘ０ 的邻域 Ｕ（ｘ０），使得对任意的 ｘ ∈ Ｕ（ｘ０） 有 Ｖ ∩ Ｇ（ｘ） ≠ ⌀；
􀃡 称 Ｇ在点 ｘ０ ∈ Ｘ 处是上半连续（ｕｓｃ）的，如果对 Ｙ中任意包含 Ｇ（ｘ０） 的开集 Ｖ，都存在

ｘ０ 的邻域 Ｕ（ｘ０），使得对任意的 ｘ ∈ Ｕ（ｘ０） 有 Ｇ（ｘ） ⊆ Ｖ；
􀃢 称 Ｇ在点 ｘ０ ∈Ｘ 处是 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 上半连续（Ｈ⁃ｕｓｃ）的，如果对 Ｙ中原点的任意开邻域Ｂ，

存在 ｘ０的邻域 Ｕ（ｘ０） ⊆ Ｘ，使得 Ｇ（ｘ） ⊆ Ｇ（ｘ０） ＋ Ｂ，∀ｘ ∈ Ｕ（ｘ０）；
􀃣 称 Ｇ在点 ｘ０ ∈ Ｘ 处是 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 下半连续（Ｈ⁃ｌｓｃ）的，如果对 Ｙ中原点的任意开邻域 Ｂ，

存在 ｘ０ 的邻域 Ｕ（ｘ０） ⊆ Ｘ，使得 Ｇ（ｘ０） ⊆ Ｇ（ｘ） ＋ Ｂ，∀ｘ ∈ Ｕ（ｘ０）；
􀃤 称 Ｇ 在点 ｘ０ ∈ Ｘ 处是连续的，如果 Ｇ 在点 ｘ０ ∈ Ｘ 既是 ｕｓｃ 的，又是 ｌｓｃ 的；
􀃥 称 Ｇ在点 ｘ０ ∈Ｘ 处是 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 连续的，若 Ｇ在点 ｘ０ ∈Ｘ 既是 Ｈ⁃ｕｓｃ 的，又是 Ｈ⁃ｌｓｃ 的；
􀃦 称 Ｇ在点 ｘ０ ∈ Ｘ处是闭的，若对网 { （ｘｎ，ｙｎ） } ⊆ｇｒａｐｈ Ｇ { （ｘ，ｙ） ｜ ｙ∈ Ｇ（ｘ），（ｘｎ，
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ｙｎ） → （ｘ０，ｙ０） } 有（ｘ０，ｙ０） ∈ ｇｒａｐｈ Ｇ；
􀃧 称 Ｇ 在 Ｘ 上是 ｌｓｃ（ｒｅｓｐ． ｕｓｃ、Ｈ⁃ｌｓｃ、Ｈ⁃ｕｓｃ）的，如果它在任意的 ｘ０ ∈ Ｘ 都是 ｌｓｃ（ ｒｅｓｐ．

ｕｓｃ、Ｈ⁃ｌｓｃ、Ｈ⁃ｕｓｃ）的．称 Ｇ 在 Ｘ 上是连续（Ｈ⁃连续）的，如果它在 Ｘ 上既是 ｕｓｃ（Ｈ⁃ｕｓｃ）的，又是

ｌｓｃ（Ｈ⁃ｌｓｃ）的．
引理 １［２０⁃２１］ 　 设 Ｘ 和 Ｙ 是拓扑向量空间，Ｇ：Ｘ → ２Ｙ 是集值映射．
􀃠 如果 Ｇ 在点 ｘ０ ∈ Ｘ 处是 ｕｓｃ 的，则 Ｇ 在点 ｘ０ 处是 Ｈ⁃ｕｓｃ 的．反之，如果 Ｇ 在点 ｘ０ 处是

Ｈ⁃ｕｓｃ 的且 Ｇ（ｘ０） 是紧的，则 Ｇ 在点 ｘ０ 处是 ｕｓｃ 的．
􀃡 如果 Ｇ在点 ｘ０ ∈ Ｘ 处是 Ｈ⁃ｌｓｃ 的，则 Ｇ在点 ｘ０ 处是 ｌｓｃ 的．反之，如果 Ｇ在点 ｘ０ 处是 ｌｓｃ

的且 Ｇ（ｘ０） 是紧的，则 Ｇ 在点 ｘ０ 处是 Ｈ⁃ｌｓｃ 的．
􀃢 Ｇ 在点 ｘ０ ∈ Ｘ 处是 ｌｓｃ 的，当且仅当对 Ｘ 中任意满足 ｘα → ｘ０ 的网 { ｘα } 和任意 ｙ０ ∈

Ｇ（ｘ０） 有 ｙα ∈ Ｇ（ｘα） 使得 ｙα → ｙ０ ．
􀃣 若 Ｇ具有紧值，则Ｇ在点ｘ０∈Ｘ处是 ｕｓｃ 的，当且仅当对 Ｘ中任意满足ｘα → ｘ０ 的网{ ｘα }

和满足的 ｙα ∈ Ｇ（ｘα） 的网 { ｙα } ，有 ｙ０ ∈ Ｇ（ｘ０） 和一个子网 { ｙβ } ⊂ { ｙα } ，使得 ｙβ → ｙ０ ．
引理 ２［２２⁃２３］ 　 记 Ｘ，Ｙ 是凸 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 拓扑向量空间．集值映射 Ｃ：Ｘ → ２Ｙ 对任意 ｘ ∈ Ｘ，有

Ｃ（ｘ） 是 Ｙ 中的闭凸锥且 ｉｎｔ Ｃ（ｘ） ≠ ⌀ ．ｅ： Ｘ → Ｙ 是集值映射 ｉｎｔ Ｃ（·） 的连续选择，即，ｅ（·）
是连续的，且 ｅ（ｘ） ∈ ｉｎｔ Ｃ（ｘ） ．设集值映射 Ｖ：Ｘ →２Ｙ 为 Ｖ（ｘ） ＝ Ｙ ＼ － ｉｎｔ Ｃ（ｘ） ．定义非线性标

量化函数 ξ ｅ：Ｘ × Ｙ → ＲＲ 为 ξ ｅ（ｘ，ｙ） ＝ ｍｉｎ { ｒ ∈ ＲＲ ：ｙ ∈ ｒｅ（ｘ） － Ｃ（ｘ） } ， 则

􀃠 若 Ｖ，Ｃ 是 ｕｓｃ 的，则 ξ ｅ（·，·） 是连续的；
􀃡 ξ ｅ（ｘ，ｙ） ＜ ｒ ⇔ ｙ ∈ ｒｅ（ｘ） － ｉｎｔ Ｃ（ｘ）；
􀃢 ξ ｅ（ｘ，ｙ） ≥ ｒ ⇔ ｙ ∉ ｒｅ（ｘ） － ｉｎｔ Ｃ（ｘ） ．

２　 ＰＧＷＶＱＥＰ 的参数间隙函数

在本节中，将介绍 ＰＧＷＶＱＥＰ 的参数间隙函数，并讨论它的重要性质．在本文中假设 Ｋ 和

Ｔ 在 Ａ × Γ 上连续且具有紧值，Ｖ 和 Ｃ 在 Ｘ 上是 ｕｓｃ 的， ｆ 在 Ａ × Ｂ × Ａ × Γ 上是连续的．
定义 ２　 称函数 ｇ：Ａ × Γ → ＲＲ 是 ＰＧＷＶＱＥＰ 的参数间隙函数，若
􀃠 ｇ（ｘ，γ） ≤ ０， ∀ｘ ∈ Ｋ（ｘ，γ）；
􀃡 ｇ（ｘ，γ） ＝ ０ ⇔ ｘ ∈ Ｓ（γ） ．
对任意 γ ∈ Γ，定义函数 ｈ：Ａ × Γ → ＲＲ 如下：
　 　 ｈ（ｘ，γ） ＝ ｍｉｎ

ｔ∈Ｔ（ｘ，γ）
ｍｉｎ

ｙ∈Ｋ（ｘ，γ）
ξ ｅ（ｘ， ｆ（ｘ，ｔ，ｙ，γ）），　 　 ∀ｘ ∈ Ｋ（ｘ，γ） ．

因为对任意 （ｘ，γ） ∈ Ａ × Γ，有 Ｋ（ｘ，γ） 和 Ｔ（ｘ，γ） 是紧集，ξ ｅ 和 ｆ 是连续的，故 ｈ 是良定的．
定理 １　 ｈ（ｘ，γ） 是 ＰＧＷＶＱＥＰ 的参数间隙函数．
证　 定义函数 ψ：Ｅ（Γ） × Ｂ × Γ → ＲＲ 如下：
　 　 ψ（ｘ，ｔ，γ） ＝ ｍｉｎ

ｙ∈Ｋ（ｘ，γ）
ξ ｅ（ｘ， ｆ（ｘ，ｔ，ｙ，γ）），　 　 ∀ｘ ∈ Ｅ（Γ）， ｔ ∈ Ｂ， γ ∈ Γ，

其中

　 　 Ｅ（Γ） ＝∪
γ∈Γ

Ｅ（γ） ＝∪
γ∈Γ

{ ｘ ∈ Ａ：ｘ ∈ Ｋ（ｘ，γ） } ．

􀃠 易知 ψ（ｘ，ｔ，γ） ≤ ０．反证法．假设存在（ｘ０，ｔ０，γ０） ∈ Ｅ（γ０） × Ｂ × Γ 使得 ψ（ｘ０，ｔ０，γ０）
＞ ０， 则

　 　 ０ ＜ ψ（ｘ０，ｔ０，γ０） ＝ ｍｉｎ
ｙ∈Ｋ（ｘ０，γ０）

ξ ｅ（ｘ０， ｆ（ｘ０，ｔ０，ｙ，γ０）） ≤

　 　 　 　 ξ ｅ（ｘ０， ｆ（ｘ０，ｔ０，ｙ，γ０）），　 　 ∀ｙ ∈ Ｋ（ｘ０，γ０） ．

４５４ 参数广义弱向量拟平衡问题解映射的 Ｈ⁃连续性刻画



对任意给定的 ｅ（ｘ０） ∈ Ｃ（ｘ０），当 ｙ ＝ ｘ０ 时，有
　 　 ξ ｅ（ｘ０， ｆ（ｘ０，ｔ０，ｘ０，γ０）） ＝ ξ ｅ（ｘ０，０） ＝
　 　 　 　 ｍｉｎ { ｒ ∈ ＲＲ ：０ ∈ ｒｅ（ｘ０） － Ｃ（ｘ０） } ＝
　 　 　 　 ｍｉｎ { ｒ ∈ ＲＲ ： － ｒｅ（ｘ０） ∈－ Ｃ（ｘ０） } ＝
　 　 　 　 ｍｉｎ { ｒ ∈ ＲＲ ：ｒ ≥ ０ } ＝ ０，

其与假设 ψ（ｘ０，ｔ０，γ０） ＞ ０ 矛盾，故
　 　 ψ（ｘ，ｔ，γ） ≤ ０．

于是可得

　 　 ｈ（ｘ，γ） ＝ ｍｉｎ
ｔ∈Ｔ（ｘ，γ）

ｍｉｎ
ｙ∈Ｋ（ｘ，γ）

ξ ｅ（ｘ， ｆ（ｘ，ｔ，ｙ，γ）） ≤ ０，　 　 ∀ｘ ∈ Ｋ（ｘ，γ） ．

􀃡 由 ξ ｅ 和 ｆ 的连续性及 Ｔ 的紧性知，对于 ∀γ∈ Γ，ｈ（ｘ，γ） ＝ ０ 当且仅当存在 ｔ′∈ Ｔ（ｘ，
γ） 使得

　 　 ψ（ｘ，ｔ′，γ） ＝ ０，
即

　 　 ｍｉｎ
ｙ∈Ｋ（ｘ，γ）

ξ ｅ（ｘ， ｆ（ｘ，ｔ′，ｙ，γ）） ＝ ０，

则有

　 　 ξ ｅ（ｘ， ｆ（ｘ，ｔ′，ｙ，γ）） ≥ ０，　 　 ∀ｙ ∈ Ｋ（ｘ，γ） ．
由引理 ２ 知，此不等式成立当且仅当对任意 ｙ ∈ Ｋ（ｘ，γ） 有

　 　 ｆ（ｘ，ｔ′，ｙ，γ） ∉－ ｉｎｔ Ｃ（ｘ），
即

　 　 ｆ（ｘ，ｔ′，ｙ，γ） ∈ Ｚ ＼ － ｉｎｔ Ｃ（ｘ），
即　 　 　 ｘ ∈ Ｓ（γ） ． □

注 １　 相比于其他文献，本文的参数间隙函数 ｈ 是明显不同的．就文献［１９］而言，它的参数间隙函数不受

参数 γ 扰动，同时要求 ｔ 具有任意性，而本文中的函数受参数 γ 扰动，而且只要求 ｔ 具有存在性．

定理 ２　 ｈ 在 Ａ × Γ 上是连续的．
证　 􀃠 先证明 ｈ在 Ａ × Γ上是下半连续的．对任意 ａ∈ＲＲ ，取序列（或网） { （ｘα，γα） } ⊂

Ｘ × Γ，满足（ｘα，γα） → （ｘ０，γ０），ｈ（ｘα，γα） ≤ ａ， 即

　 　 ｈ（ｘα，γα） ＝ ｍｉｎ
ｔ∈Ｔ（ｘα，γα）

ｍｉｎ
ｙ∈Ｋ（ｘα，γα）

ξ ｅ（ｘα， ｆ（ｘα，ｔ，ｙ，γα）） ≤ ａ，

由 Ｔ 的紧性知，存在 ｔα ∈ Ｔ（ｘα，γα） 使得

　 　 ｈ（ｘα，γα） ＝ ｍｉｎ
ｙ∈Ｋ（ｘα，γα）

ξ ｅ（ｘα， ｆ（ｘα，ｔα，ｙ，γα）） ≤ ａ ．

因为 ξ ｅ 是连续的，在 Ｘ × Γ 上，Ｋ 连续且具有紧值，故存在 ｙα ∈ Ｋ（ｘα，γα）， 使得

　 　 ξ ｅ（ｘα， ｆ（ｘα，ｔα，ｙα，γα）） ＝ ｍｉｎ
ｙ∈Ｋ（ｘα，γα）

ξ ｅ（ｘα， ｆ（ｘα，ｔα，ｙ，γα）） ≤ ａ ． （１）

因 Ｋ，Ｔ是 ｕｓｃ 的且具有紧值，不失一般性，假设 ｙα → ｙ０ ∈Ｋ（ｘ０，γ０），ｔα → ｔ０ ∈ Ｔ（ｘ０，γ０） ．对式

（１）取极限有

　 　 ξ ｅ（ｘ０， ｆ（ｘ０，ｔ０，ｙ０，γ０）） ≤ ａ ．
于是对 ｔ０ ∈ Ｔ（ｘ０，γ０） 有

　 　 ｍｉｎ
ｙ∈Ｋ（ｘ０，γ０）

ξ ｅ（ｘ０， ｆ（ｘ０，ｔ０，ｙ，γ０）） ≤ ａ，

因此

　 　 ｈ（ｘ０，γ０） ＝ ｍｉｎ
ｔ∈Ｔ（ｘ０，γ０）

ｍｉｎ
ｙ∈Ｋ（ｘ０，γ０）

ξ ｅ（ｘ０， ｆ（ｘ０，ｔ，ｙ，γ０）） ≤ ａ，
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这表明， 对任意 ａ ∈ ＲＲ ，水平集 { （ｘ，γ）：ｈ（ｘ，γ） ≤ ａ } 是闭的，即 ｈ 是下半连续的．
􀃡 然后证明 ｈ 是上半连续的．对任意 ｂ ∈ ＲＲ ，取序列 { （ｘα，γα） } ⊂ Ｘ × Γ 满足（ｘα，γα）

→ （ｘ０，γ０），ｈ（ｘα，γα） ≥ ｂ ．有
　 　 ｈ（ｘα，γα） ＝ ｍｉｎ

ｔ∈Ｔ（ｘα，γα）
ｍｉｎ

ｙ∈Ｋ（ｘα，γα）
ξ ｅ（ｘα， ｆ（ｘα，ｔ，ｙ，γα）） ≥ ｂ ．

对任意 α，任意 ｔ ∈ Ｔ（ｘα，γα）， 有

　 　 ｍｉｎ
ｙ∈Ｋ（ｘα，γα）

ξ ｅ（ｘα， ｆ（ｘα，ｔ，ｙ，γα）） ≥ ｂ ． （２）

任取 ｔ０ ∈ Ｔ（ｘ０，γ０），因 Ｔ在Ｘ × Γ上连续且具有紧值，由式（２） 知，存在 ｔα ∈ Ｔ（ｘα，γα） 满

足 ｔα → ｔ０， 使得

　 　 ｍｉｎ
ｙ∈Ｋ（ｘα，γα）

ξ ｅ（ｘα，ｆ（ｘα，ｔα，ｙ，γα）） ≥ ｂ ． （３）

任取 ｙ０ ∈ Ｋ（ｘ０，γ０），因 Ｋ在 Ｘ × Γ 上是 ｌｓｃ 的且是紧的，由式（３）知，存在 ｙα ∈ Ｋ（ｘα，γα）
满足 ｙα → ｙ０， 使得

　 　 ξ ｅ（ｘα，ｆ（ｘα，ｔα，ｙα，γα）） ≥ ｂ ． （４）
因为 ξ ｅ 和 ｆ 的连续性，则对式（４）取极限有

　 　 ξ ｅ（ｘ０， ｆ（ｘ０，ｔ０，ｙ０，γ０）） ≥ ｂ ．
因此，由 ｙ０ 及 ｔ０ 的任意性和 Ｋ，Ｔ 的紧性知

　 　 ｈ（ｘ０，γ０） ＝ ｍｉｎ
ｔ∈Ｔ（ｘ０，γ０）

ｍｉｎ
ｙ∈Ｋ（ｘ０，γ０）

ξ ｅ（ｘ０， ｆ（ｘ０，ｔ，ｙ，γ０）） ≥ ｂ ．

这表明， 对任意 ｂ ∈ ＲＲ ，水平集 { （ｘ，γ）：ｈ（ｘ，γ） ≥ ｂ } 是闭的，即 ｈ 是上半连续的．
综上所述， ｈ 在 Ａ × Γ 上是连续的． □

３　 ＰＧＷＶＱＥＰ 解集映射的 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 连续性

在这部分，建立 ＰＧＷＶＱＥＰ 解映射 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 连续的充要条件．
定理 ３　 假设 Ａ 是紧集， Ｋ 在 Ａ × Γ 上连续且具有紧值， Ｔ 在 Ａ × Γ 上是 ｕｓｃ 的且具有紧

值．则 Ｓ 在 Γ 上既是 ｕｓｃ 的，又是闭的且具有紧值．
证　 （ａ） 反证法．假设 Ｓ在点 γ０ ∈Γ 处不是 ｕｓｃ 的．则存在包含 Ｓ（γ０） 开集Ｕ和Γ中满足

γα → γ０ 的网 {γα } ，使得存在 ｘα ∈ Ｓ（γα） ＼Ｕ 对任意 α 都成立．
由 ｘα ∈ Ａ 且 Ａ 是紧集，则 ｘα → ｘ０ ∈ Ａ ．Ｋ 在 Ａ × Γ 上连续且具有紧值，故 Ｋ 在点（ｘ０，γ０）

处是闭的，又因 ｘα ∈ Ｋ（ｘα，γα），则 ｘ０ ∈ Ｋ（ｘ０，γ０） ．
现证明 ｘ０ ∈ Ｓ（γ０） ．假设 ｘ０ ∉ Ｓ（γ０） ．因为 ｘα ∈ Ｓ（γα），故存在 ｔα ∈ Ｔ（ｘα，γα）， 使得

　 　 ｆ（ｘα，ｔα，ｙ，γα） ∈ Ｚ ＼ － ｉｎｔ Ｃ（ｘα），　 　 ∀ｙ ∈ Ｋ（ｘα，γα） ． （５）
由于 Ｔ 在点（ｘ０，γ０） 处是 ｕｓｃ 的且具有紧值，不失一般性，假设 ｔα → ｔ０ ∈ Ｔ（ｘ０，γ０） ．由假

设 ｘ０ ∉ Ｓ（γ０） 知，存在 ｙ０ ∈ Ｋ（ｘ０，γ０） 使得

　 　 ｆ（ｘ０，ｔ０，ｙ０，γ０） ∈－ ｉｎｔ Ｃ（ｘ０） ． （６）
由 Ｋ在点（ｘ０，γ０） 的下半连续性知，存在 ｙα ∈ Ｋ（ｘα，γα） 使得 ｙα → ｙ０ ．由 ｙα ∈ Ｋ（ｘα，γα），

由式（５）知
　 　 ｆ（ｘα，ｔα，ｙα，γα） ∈ Ｚ ＼ － ｉｎｔ Ｃ（ｘα） ． （７）
结合 ｘα，ｙα，ｔα，γα 的收敛性， ｆ 的连续性，Ｃ（·） 的闭性和式（７），有
　 　 ｆ（ｘ０，ｔ０，ｙ０，γ０） ∈ Ｚ ＼ － ｉｎｔ Ｃ（ｘ０），

这与式（６）矛盾，故假设 ｘ０ ∉ Ｓ（γ０） 不成立，即 ｘ０ ∈ Ｓ（γ０） ⊂ Ｕ ．这与对任意 α 有 ｘα ∉ Ｕ 成

立矛盾，因此 Ｓ 在 Γ 上是 ｕｓｃ 的．
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（ｂ） 记 γ０ ∈Γ是任意的，假设 {γα } ⊂Γ，ｘα ∈ Ｓ（γα），（ｘα，γα） → （ｘ０，γ０） ．用（ａ）类似

的方法，易知 ｘ０ ∈ Ｓ（γ０），因此 Ｓ 在 Γ 上是闭的．
（ｃ） 因为 Ｓ 在 Γ 上是闭的，所以对任意 γ∈ Γ 有 Ｓ（γ） 是 Ａ中的闭子集．由 Ａ的紧性，Ｓ 是

具有紧值的． □
下面通过例 １ 来说明定理 ３ 中关于 Ｋ 连续的假设是必要的．
例 １　 记 Ｘ ＝ Ｙ ＝ Ｚ ＝ Ｐ ＲＲ ，Ａ ＝ Ｂ ［ － ３，３］，Γ ［０，３］，Ｃ（ｘ） ＲＲ ＋，Ｋ（ｘ，γ） ［ － ３，γ），

Ｔ（ｘ，γ） ［０，３］，且 ｆ（ｘ，ｔ，ｙ，γ） ｘ（ｙ － ｘ） ．
容易验证除 Ｋ 不是 ｕｓｃ 的以外，定理 ３ 的所有条件均满足．但是由 ｕｓｃ 的定义知， Ｋ 不是

ｕｓｃ 的．因为当 γ ０ ＝ ０ 时， Ｋ（ｘ，γ ０） ＝ Ｋ（ｘ，０） ［ － ３，０），取 Ｖ ＝ （ － ４，０） ⊃ ［ － ３，０） ＝ Ｋ（ｘ，０），
对（ｘ，γ ０） 任意的邻域Ｕ，有 γ １ ＞ ０和（ｘ，γ １） ∈Ｕ，使得 Ｋ（ｘ，γ １） ＝ ［ － ３，γ １） ⫌ Ｖ，即 Ｋ（ｘ，γ １）
⊄ Ｖ ．

通过直接计算，可得

　 　 Ｓ（γ） ＝
{ － ３ } ， γ ＝ ０，
{ ０， － ３ } ， γ ∈ （０，３］ ．{

现在验证 Ｓ（γ） 在Γ 上不是 ｕｓｃ 的．因为当 γ ０ ＝ ０时，取 Ｖ ＝ （ － ４， － ２） ⊃ Ｓ（０） ＝ { － ３ } ，
对任意 γ ０ 的邻域 Ｕ，都有 γ ∈ Ｕ 使得 ０ ∈ Ｓ（γ） ⊄ Ｖ ．由定义 １ 知，Ｓ（γ） 在 γ ０ 处不是 ｕｓｃ 的．
因此，定理 ３ 中关于 Ｋ 连续的假设是不可或缺的．

推论 １　 若满足定理 ３ 的条件，结合引理 １ 中􀃠，易知 Ｓ 在 Γ 上是 Ｈ⁃ｕｓｃ 的．
受文献［４，１４，１６，１９］的启发，给出如下的关键假设．
Ｈｈ： 给定 γ０ ∈ Γ，对 Ｘ 中原点的任意开邻域 Ｕ，存在常数 ρ ＞ ０ 和 γ０ 一个邻域 Ｖ（γ０），使

得对任意的 γ ∈ Ｖ（γ０） 和 ｘ ∈ Ｅ（γ） ＼（Ｓ（γ） ＋ Ｕ），有 ｈ（ｘ，γ） ≤－ ρ ．
接下来，研究 Ｈｈ 的性质特征．
定理 ４　 假设 Ｋ 和 Ｔ 在 Ａ × Γ 上连续且具有紧值，对于 Ｘ 中原点的任意开邻域 Ｕ， 记

　 　 ΨＵ（γ） ｓｕｐ
ｘ∈Ｅ（γ） ＼（Ｓ（γ） ＋Ｕ）

ｈ（ｘ，γ） ．

则 Ｈｈ 成立当且仅当对 Ｘ 中原点的任意开邻域 Ｕ， 有

　 　 ｌｉｍ ｓｕｐ
γ→γ０

ΨＵ（γ） ＜ ０．

证　 若 Ｈｈ 成立，即对于 Ｘ中原点的任意开邻域Ｕ，存在 ρ ＞ ０和 γ０ 的一个邻域 Ｖ（γ０），对
任意 γ∈ Ｖ（γ０） 和 ｘ∈ Ｅ（γ） ＼（Ｓ（γ） ＋ Ｕ），有 ｈ（ｘ，γ） ≤－ ρ，这就意味着对任意γ∈ Ｖ（γ０），
都有 ΨＵ（γ） ≤－ ρ， 因此

　 　 ｌｉｍ ｓｕｐ
γ →γ０

ΨＵ（γ） ≤－ ρ ＜ ０．

反之，对于 Ｘ 中原点的任意开邻域 Ｕ， 若

　 　 θ ＝ ｌｉｍ ｓｕｐ
γ →γ０

ΨＵ（γ） ＜ ０，

则存在 γ０ 的一个邻域 Ｖ（γ０），对任意 γ ∈ Ｖ（γ０） 都有

　 　 ΨＵ（γ） ≤－ ρ ＝ １
５

θ ＜ ０．

因此，对任意 ｘ ∈ Ｅ（γ） ＼（Ｓ（γ） ＋ Ｕ）， 有

　 　 ｈ（ｘ，γ） ≤－ ρ，
即 Ｈｈ 成立． □

下面，借助于假设 Ｈｈ， 获得 ＰＧＷＶＱＥＰ 解映射 Ｈ⁃ｌｓｃ 的充分必要性结果．
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定理 ５　 假设 Ａ 是紧集，Ｋ 和 Ｔ 在 Ｘ × Γ 上是连续的且具有紧值， ｆ 在 Ａ × Ｂ × Ａ × Γ 上是

连续函数，则 Ｓ 在 Γ 上是 Ｈ⁃ｌｓｃ 的，当且仅当对任意 γ０ ∈ Γ，假设 Ｈｈ 成立．
证　 （ａ） 反证法．假设 Ｈｈ 成立， 但 Ｓ在γ０ ∈Γ 处不是 Ｈ⁃ｌｓｃ 的，则存在 Ｘ中原点的邻域Ｕ，

网 { ｘα } 和收敛到 γ０ 的网 {γα } 满足

　 　 ｘα ∈ Ｓ（γ０） ＼（Ｓ（γα） ＋ Ｕ） ． （８）
由定理 ３ 知， Ｓ（γ０） 是紧集，存在 ｘ０ ∈ Ｓ（γ０） 使得 ｘα → ｘ０ ．因为 Ｕ是 Ｘ 中原点的邻域，所

以存在 Ｘ 中原点的均衡开邻域 Ｂ０（即 λＢ０ ⊂ Ｂ０，∀λ ∈ ［ － １，１］） 使得 Ｂ０ ＋ Ｂ０ ＋ Ｂ０ ⊂ Ｕ（见
文献［２０］） ．因此，对任意 ε ∈ （０，１］，有（ｘ０ ＋ εＢ０） ∩ Ｅ（γ０） ≠ ⌀（ｘ０ ＋ εＢ０ 为 ｘ０ 的平移） ．
　 　 因为 Ｋ 在点（ｘ０，γ０） 是下半连续的，故存在收敛于 ｘ０ 的 ｘα ∈ Ｋ（ｘα，γα） ．取 { ｘα } 的子列
{ ｘβ } 使之满足：对任意 β，都有 ｘβ ∈ （ｘ０ ＋ εＢ０） 和（ｘ０ ＋ εＢ０） ∩ Ｅ（γβ） ≠ ⌀ 成立．记 ζβ ∈
（ｘ０ ＋ εＢ０） ∩ Ｅ（γβ），则有 ζβ ∉ Ｓ（γβ） ＋ Ｂ０ ．否则存在 δ β ∈ Ｓ（γβ） 使得 ζβ － δ β ∈ Ｂ０ ．因为 Ｂ０

是均衡邻域，故有 ｘβ － ｘ０ ∈ Ｂ０， 且

　 　 ｘβ － δ β ＝ （ｘβ － ｘ０） ＋ （ｘ０ － ζβ） ＋ （ζβ － δ β） ∈ Ｂ０ ＋ Ｂ０ ＋ Ｂ０ ⊂ Ｕ ．
这就意味着 ｘβ ∈ Ｓ（γβ） ＋ Ｕ， 与式（８）矛盾．因此

　 　 ζβ ∉ Ｓ（γβ） ＋ Ｂ０ ．
由假设 Ｈｈ 成立知，存在 ρ ＞ ０使得 ｈ（ζβ，γβ） ≤－ ρ ．因为 ζβ ∈（ｘ０ ＋ εＢ０），所以 ｘ０ ∈（ζβ

＋ Ｂ０） ．对于 Ｂ０，由定理 ２ 知，ｈ 在 Ｘ × Γ 上是连续的，因此

　 　 ｈ（ｘ０，γ０） ≤－ ρ ＜ ０，
即

　 　 ｈ（ｘ０，γ０） ＝ ｍｉｎ
ｔ∈Ｔ（ｘ０，γ０）

ｍｉｎ
ｙ∈Ｋ（ｘ０，γ０）

ξ ｅ（ｘ０， ｆ（ｘ０，ｔ，ｙ，γ０）） ＜ ０．

因此由 Ｋ，Ｔ 的紧性知，存在 ｔ０ ∈ Ｔ（ｘ０，γ０），ｙ０ ∈ Ｋ（ｘ０，γ０） 满足

　 　 ξ ｅ（ｘ０， ｆ（ｘ０，ｔ０，ｙ０，γ０）） ＜ ０．
由引理 ２ 知

　 　 ｆ（ｘ０，ｔ０，ｙ０，γ０） ∈－ ｉｎｔ Ｃ（ｘ０），
这与 ｘ０ ∈ Ｓ（γ０） 相矛盾，故 Ｓ 在 Γ 上是 Ｈ⁃ｌｓｃ 的．

（ｂ） 假设 Ｓ在Γ 上是 Ｈ⁃ｌｓｃ 的，但 Ｈｈ 在某些点 γ０ ∈Γ不成立．由定理 ４ 知，存在 Ｘ中原点

的一个邻域Ｕ，满足 ｌｉｍ ｓｕｐγ →γ０
ΨＵ（γ） ＝ ０（ΨＵ（γ） 与定理 ４中定义相同），则存在满足γα →γ０

的网 {γα } ⊂ Γ 使得

　 　 ｌｉｍ
γα→γ０

ΨＵ（γα） ＝ ｌｉｍ
γα→γ０

ｓｕｐ
ｘ∈Ｅ（γα） ＼（Ｓ（γα） ＋Ｕ）

ｈ（ｘ，γα） ＝ ０． （９）

因为 Ｅ（γα） ＼（Ｓ（γα） ＋ Ｕ） 是紧集且 ｈ是连续的，所以存在 ｘα ∈ Ｅ（γα） ＼（Ｓ（γα） ＋ Ｕ） 满

足 ΨＵ（γα） ＝ ｈ（ｘα，γα） ．由式（９）有
　 　 ｌｉｍ

γα→γ０
ｈ（ｘα，γα） ＝ ０．

因 Ｋ是连续的且具有紧性，不妨设 ｘα → ｘ０ ∈Ｋ（ｘ０，γ０） ．由 ｈ的连续性，有 ｈ（ｘ０，γ０） ＝ ０且

ｘ０ ∈ Ｓ（γ０） ．故对任意 δ ∈ Ｓ（γ０），可以找到一个网 { δ α } ，δ α ⊂ Ｓ（γα），满足 δ α → δ ．又因为

ｘα ∈ Ｅ（γα） ＼（Ｓ（γα） ＋ Ｕ），所以有 ｘα － δ α ∉Ｕ，取极限有 ｘ０ － δ ∉Ｕ ．这与 ｘ０ ∈ Ｓ（γ０） 矛盾，
故 Ｈｈ 对任意 γ０ ∈ Γ 都满足． □

下面，分别给出例 ２ 和 ３ 来验证定理 ５．
例 ２　 记 Ｘ ＝ Ｙ ＝ Ｐ ＲＲ ，Ｚ ＲＲ ２，Ａ ＝ Ｂ ［０，３］，Γ ［０，１］，Ｃ（ｘ） ＲＲ ２

＋，Ｋ（ｘ，γ） ［０，１］，
Ｔ（ｘ，γ） ［γ，１］， ｆ（ｘ，ｔ，ｙ，γ） （（ｙ － ｘ）π ｔ －１ － ５，（ｙ － ｘ）π ｔ －１），π 为圆周率．

８５４ 参数广义弱向量拟平衡问题解映射的 Ｈ⁃连续性刻画



不难验证定理 ５ 的条件都满足．直接计算

　 　 ｆ（ｘ，ｔ，ｙ，γ） ∈ ＲＲ ２ ＼ － ｉｎｔ ＲＲ ２
＋，　 　 ∀ｙ ∈ Ｋ（ｘ，γ）

得 Ｓ（γ） ＝ { ０ } ．显然，Ｓ 是 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 连续的．
下面验证对任意 γ ０ ∈ Γ，Ｈｈ 是成立的．取 ｅ（ｘ） ＝ （１，１） ∈ ｉｎｔ Ｃ（ｘ） ＝ ｉｎｔ ＲＲ ２

＋， 则

　 　 ｈ（ｘ，γ） ＝ ｍｉｎ
ｔ∈Ｔ（ｘ，γ）

ｍｉｎ
ｙ∈Ｋ（ｘ，γ）

ξ ｅ（ｘ， ｆ（ｘ，ｔ，ｙ，γ）） ＝

　 　 　 　 ｍｉｎ
ｔ∈Ｔ（ｘ，γ）

ｍｉｎ
ｙ∈Ｋ（ｘ，γ）

ｍａｘ { （ｙ － ｘ）π ｔ －１ － ５， （ｙ － ｘ）π ｔ －１ } ＝

　 　 　 　 ｍｉｎ
ｔ∈Ｔ（ｘ，γ）

ｍｉｎ
ｙ∈Ｋ（ｘ，γ）

（ｙ － ｘ）π ｔ －１ ＝

　 　 　 　 ｍｉｎ
ｔ∈Ｔ（ｘ，γ）

（０ － ｘ）π ｔ －１ ＝ － ｘ ．

对任意 ｘ∈ Ｋ（ｘ，γ），ｈ（ｘ，γ） ≤ ０，且当 ｘ ＝ ０ 时，ｈ（ｘ，γ） ＝ ０．显然，ｈ 是 ＰＧＷＶＱＥＰ 的参数间隙

函数．对任意给定的 γ ０ ∈ Γ，Ｕε（０） ＝ （ － ε，ε） 和 ０ ＜ ε ≤ γ ０，取 ρ ＝ ε 和足够小的 δ， 有

　 　 ｈ（ｘ，γ） ≤－ ρ， ∀γ ∈ （γ ０ － δ，γ ０ ＋ δ），
　 　 ∀ｘ ∈ Ｅ（γ） ＼（Ｓ（γ） ＋ Ｕε（０）） ＝ ［ε，１］，

即对任意 γ ０ ∈ Γ，Ｈｈ 是成立的．
例 ３　 记 Ｘ ＝ Ｙ ＝ Ｚ ＝ Ｐ ＲＲ ，Ａ ＝ Ｂ ［ － ３，３］，Γ ［０，１］，Ｃ（ｘ） ＲＲ ＋，Ｋ（ｘ，γ） ［ － １，１］，

Ｔ（ｘ，γ） { ｘ２ ＋ γ ２ } ，ｆ（ｘ，ｔ，ｙ，γ） ｔ（ｙ － ｘ） ．
直接计算得

　 　 Ｓ（γ） ＝
{ ０， － １ } ， γ ＝ ０，
{ － １ } ， γ ≠ ０ ．{

因此， Ｓ（γ） 在 Γ 上不是 Ｈ⁃ｌｓｃ 的．现在验证 Ｈｈ 在点 γ ０ ＝ ０ 处不成立．取 ｅ（ｘ） ＝ １ ∈ ｉｎｔ ＲＲ ＋ ．有
　 　 ｈ（ｘ，γ） ＝ ｍｉｎ

ｔ∈Ｔ（ｘ，γ）
ｍｉｎ

ｙ∈Ｋ（ｘ，γ）
ｔ（ｙ － ｘ） ＝

　 　 　 　 ｍｉｎ
ｔ∈Ｔ（ｘ，γ）

ｔ（ － １ － ｘ） ＝ （ｘ２ ＋ γ ２）（ － １ － ｘ） ．

对任意原点的邻域 Ｕ ＝ （ － ε，ε） 和 ρ ＞ ０，其中 ０ ＜ ε ＜ １，取收敛于 ０ 的序列 { γ ｋ } （０ ＜ γ ２
ｋ

＜ ρ），ｘｋ ＝ ０ ∈ Ｅ（γ ｋ） ＼（Ｓ（γ ｋ） ＋ Ｕ）， 有

　 　 ｈ（ｘｋ，γ ｋ） ＝ － γ ２
ｋ ＞ － ρ ．

因此， Ｈｈ 在点 γ ０ ＝ ０ 处不成立．
现在，结合定理 ３、５ 和引理 １ 可获得 ＰＧＷＶＱＥＰ 解映射 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 连续的充分必要条件．
定理 ６　 假设定理 ３ 和定理 ５ 中的条件都满足，则 Ｓ 在 Γ 上是 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 连续的当且仅当

对任意 γ０ ∈ Γ，Ｈｈ 成立．
证　 若满足定理 ３ 中的条件，则 Ｓ 在 Γ 上是 ｕｓｃ 的，又是闭的且具有紧值．结合引理 １ 中

􀃠，有 Ｓ 在 Γ 上是 Ｈ⁃ｕｓｃ 的．
若又满足定理 ５ 的条件，故若对任意 γ０ ∈Γ，Ｈｈ 是满足的，则 Ｓ在Γ 上是 Ｈ⁃ｌｓｃ 的．再结合

定义 １ 中􀃧知， Ｓ 在 Γ 上是 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 连续的．
若 Ｓ在Γ上是 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 连续的，则 Ｓ在Γ上是 Ｈ⁃ｌｓｃ 的．由定理 ５ 知，对任意 γ０ ∈Γ，Ｈｈ 是

满足的． □
最后，给出例 ４ 来说明定理 ６．
例 ４　 记 Ｘ ＝ Ｐ ＲＲ ，Ｙ ＝ Ｚ ＲＲ ２，Ａ ［０，６］，Ｂ （ １ ， ［ － １，１］） Ｔ，Γ ［０，１］，Ｃ（ｘ） ＲＲ ２

＋，
Ｋ（ｘ，γ） ［２，５］，Ｔ（ｘ，γ） （１，［γ ２，１］） Ｔ， ｆ（ｘ，ｔ，ｙ，γ） ２（ｙ － ｘ） ｔ ．

证　 易知定理 ４ 的所有条件都满足．通过直接计算得解映射 Ｓ（γ） ＝ { ２ } ．显然 Ｓ 是 Ｈａｕｓ⁃

９５４邵　 重　 阳　 　 　 彭　 再　 云　 　 　 王　 泾　 晶　 　 　 周　 大　 琼



ｄｏｒｆｆ 连续的．下面，验证假设 Ｈｈ 是满足的．取 ｅ（ｘ） ＝ （１，１） ∈ ｉｎｔ ＲＲ ２
＋， 有

　 　 ｈ（ｘ，γ） ＝ ｍｉｎ
ｔ∈Ｔ（ｘ，γ）

ｍｉｎ
ｙ∈Ｋ（ｘ，γ）

ξ ｅ（ｘ，２（ｙ － ｘ） ｔ） ＝

　 　 　 　 ｍｉｎ
ｔ∈Ｔ（ｘ，γ）

ｍｉｎ
ｙ∈Ｋ（ｘ，γ）

ｍａｘ
１≤ｉ ≤２

［２（ｙ － ｘ） ｔ］ ｉ ＝

　 　 　 　 ｍｉｎ
ｚ∈［γ２，１］

ｍｉｎ
ｙ∈Ｋ（ｘ，γ）

ｍａｘ { ２（ｙ － ｘ），２ｚ（ｙ － ｘ） } ＝ ４ － ２ｘ ．

对任意 ｘ∈ Ｋ（ｘ，γ），ｈ（ｘ，γ） ≤ ０，且当 ｘ ＝ ２ 时，ｈ（ｘ，γ） ＝ ０．显然，ｈ 是 ＰＧＷＶＱＥＰ 的参数

间隙函数．对任意给定的 γ ０ ∈ Γ，Ｕε（０） ＝ （ － ε，ε） 和 ０ ＜ ε ≤ γ ０ ．取 ρ ＝ ２ε 和足够小的 δ， 有

　 　 ｈ（ｘ，γ） ≤－ ρ，
　 　 ∀γ ∈ （γ ０ － δ，γ ０ ＋ δ）， ∀ｘ ∈ Ｅ（γ） ＼（Ｓ（γ） ＋ Ｕε（０）） ＝ ［２ ＋ ε，５］，

即，对任意 γ ０ ∈ Γ，Ｈｈ 是成立的．

４　 结　 　 论

本文主要研究了 Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ 拓扑向量空间中的一类参数广义弱向量拟平衡问题（ ＰＧ⁃
ＷＶＱＥＰ）解映射的 Ｈ⁃连续性，给出了一个关键假设及其等价刻画，运用非线性标量化函数，获
得了 ＰＧＷＶＱＥＰ 解映射 Ｈ⁃连续的充要条件．能否在一般序集下研究 ＰＧＷＶＱＥＰ 或相关问题的

稳定性，这将是下一个值得深入研究的课题．
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