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摘要：　 研究了一类具有时滞的非局部扩散 ＳＩＲ 传染病模型的行波解．首先， 利用反证法证明了 Ｉ
是有界的， 并根据 Ｉ 的有界性研究了波速 ｃ ＞ ｃ∗ 时行波解（波速大于最小波速的行波）的存在性．
其次，利用 ｃ ＞ ｃ∗ 的行波的存在性结果证明了临界波（波速等于最小波速的行波）的存在性．最后，
讨论了 Ｒ０ 对临界波存在性的影响．
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引　 　 言

传染病模型是生物数学中一类典型的数学模型，关于传染病模型行波解的存在性研究已

有大量的结果［１⁃１０］ ．例如，Ｗａｎｇ 和 Ｗｕ［１１］ 研究了一般的 Ｋｅｒｍａｃｋ⁃ＭｃＫｅｎｄｒｉｃｋ 模型行波解的存

在性．Ｌｉ 等［１２］研究了人口数量变化的非局部时滞 ＳＩＲ 传染病模型．文献［１３］研究了具有非线

性发生率的时滞 ＳＩＲ 模型等等．
最近， 邹霞和吴事良［１４］研究了以下具有时滞的非局部扩散 ＳＩＲ 传染病模型：

　 　

∂Ｓ（ｘ，ｔ）
∂ｔ

＝ ｄ１（Ｊ∗Ｓ（ｘ，ｔ） － Ｓ（ｘ，ｔ）） － ｆ（Ｓ（ｘ，ｔ））ｇ（ Ｉ（ｘ，ｔ － τ）），

∂Ｉ（ｘ，ｔ）
∂ｔ

＝ ｄ２（Ｊ∗Ｉ（ｘ，ｔ） － Ｉ（ｘ，ｔ）） ＋ ｆ（Ｓ（ｘ，ｔ））ｇ（ Ｉ（ｘ，ｔ － τ）） － γＩ（ｘ，ｔ），

∂Ｒ（ｘ，ｔ）
∂ｔ

＝ ｄ３（Ｊ∗Ｒ（ｘ，ｔ） － Ｒ（ｘ，ｔ）） ＋ γＩ（ｘ，ｔ），
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（１）

其中 ｄｉ ＞ ０（ ｉ ＝ １，２，３） 表示扩散系数， γ 表示恢复率，τ ≥０ 表示疾病的潜伏时间，Ｊ∗ｕ（ｘ，ｔ）
是关于空间 ｘ的标准卷积．Ｊ∗Ｓ（ｘ，ｔ） － Ｓ（ｘ，ｔ）， Ｊ∗Ｉ（ｘ，ｔ） － Ｉ（ｘ，ｔ）， Ｊ∗Ｒ（ｘ，ｔ） － Ｒ（ｘ，ｔ） 分别

表示由易感者、感染者、恢复者的扩散导致的净增长率．假设 Ｊ， ｆ 和 ｇ 满足条件：
（Ｈ１） ｆ， ｇ ∈ Ｃ（（０， ＋ ∞）， （０， ＋ ∞））， ｆ（０） ＝ ｇ（０） ＝ ０， ｆ ′（Ｓ） ＞ ０， ∀Ｓ≥０，且 ｇ′（ Ｉ）

＞ ０，ｇ″（ Ｉ） ≤ ０，∀Ｉ ≥ ０；
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（Ｈ２） Ｊ ∈ Ｃ１（Ｒ）， Ｊ（ｘ） ＝ Ｊ（ － ｘ） ≥ ０， ∫
Ｒ
Ｊ（ｘ）ｄｘ ＝ １ 且 Ｊ 具有紧支撑．

在条件（Ｈ１）和（Ｈ２）下， 邹霞和吴事良［１４］ 证明了当 ｃ ＞ ｍａｘ { ｃ∗， （３ ／ ２）ｄ２σ ０ } ， Ｒ０ ＝
（ ｆ（Ｓ －∞ ）ｇ′（０）） ／ γ ＞ １ 时， 系统（１）存在满足边界条件 Ｓ（ － ∞） ＝ Ｓ －∞ ，Ｉ（ ±∞） ＝ ０ 的行波解，
并得到了当 Ｒ０ ≤ １ 或者 Ｒ０ ＞ １，０ ＜ ｃ ＜ ｃ∗ 时， 系统（１）不存在行波解的结论， 其中 σ ０ ＝

Ｓ －∞ ∫＋∞

－∞
Ｊ（ｙ） ｜ ｙ ｜ ｄｙ ．随后， Ｚｈａｎｇ 等［１５］也研究了系统（１）的行波解的存在性问题， 他们利用

Ｓｃｈａｕｄｅｒ 不动点定理和双边 Ｌａｐｌａｃｅ 变换建立了系统（１）的行波解的存在性与不存在性．文献

［１４］是在大传播速度（即 ｃ ＞ ｍａｘ { ｃ∗， （３ ／ ２）ｄ２σ ０ } ） 条件下得到系统（１）的行波解的存在

性， 文献［１５］是在小传播速度（即 ｃ ＞ ｃ∗） 条件下得到行波解的存在性．然而， 文献［１４⁃１５］没
有讨论当波速 ｃ ＝ ｃ∗ 时， 系统（１）的行波解的存在性问题．众所周知， 反应扩散系统在 ｃ ＞ ｃ∗

条件下行波解的存在性已有很多研究， 但当 ｃ ＝ ｃ∗ 时行波解的存在性讨论很少， 相关结果可

参阅文献［９，１６⁃１８］， 其中 Ｗｕ［１８］在 Ｆｕ 等［６］研究的基础上，讨论了以下模型临界波的存在性：

　 　

∂Ｓ ｊ（ ｔ）
∂ｔ

＝ ｄ［ Ｓ ｊ ＋１（ ｔ） ＋ Ｓ ｊ －１（ ｔ） － ２Ｓ ｊ（ ｔ） ］ － βＳ ｊ（ ｔ） Ｉ ｊ（ ｔ），

∂Ｉ ｊ（ ｔ）
∂ｔ

＝ ［ Ｉ ｊ ＋１（ ｔ） ＋ Ｉ ｊ －１（ ｔ） － ２Ｉ ｊ（ ｔ）］ ＋ βＳ ｊ（ ｔ） Ｉ ｊ（ ｔ） － γＩ ｊ（ ｔ） ．
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（２）

Ｗｕ［１８］通过讨论系统（２）中 Ｉ 的有界性， 证得了在波速 ｃ ＞ ｃ∗ 条件下行波解的存在性， 从而得

到当 ｃ ＝ ｃ∗ 时行波解的存在性．最近， Ｙａｎｇ 等［１７］利用文献［１８］中的方法建立了以下模型临界

波的存在性：

　 　

∂Ｓ（ｘ，ｔ）
∂ｔ

＝ ｄ１（Ｊ∗Ｓ（ｘ，ｔ） － Ｓ（ｘ，ｔ）） － βＳ（ｘ，ｔ） Ｉ（ｘ，ｔ），

∂Ｉ（ｘ，ｔ）
∂ｔ

＝ ｄ２（Ｊ∗Ｉ（ｘ，ｔ） － Ｉ（ｘ，ｔ）） ＋ βＳ（ｘ，ｔ） Ｉ（ｘ，ｔ） － γＩ（ｘ，ｔ） ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（３）

注意到， 系统（３）是系统（１）的一个特例， 那自然要问：系统（１）是否存在具有临界波速的行

波解？ 回答是肯定的．
为了研究系统（１）的临界波， 仅需考虑系统（１）的子系统（由于系统（１）的第三个方程与

前两个方程不是耦合的）：

　 　

∂Ｓ（ｘ，ｔ）
∂ｔ

＝ ｄ１（Ｊ∗Ｓ（ｘ，ｔ） － Ｓ（ｘ，ｔ）） － ｆ（Ｓ（ｘ，ｔ））ｇ（ Ｉ（ｘ，ｔ － τ）），

∂Ｉ（ｘ，ｔ）
∂ｔ

＝ ｄ２（Ｊ∗Ｉ（ｘ，ｔ） － Ｉ（ｘ，ｔ）） ＋ ｆ（Ｓ（ｘ，ｔ））ｇ（ Ｉ（ｘ，ｔ － τ）） － γＩ（ｘ，ｔ） ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（４）

令 （Ｓ（ｘ ＋ ｃｔ），Ｉ（ｘ ＋ ｃｔ）） ＝ （Ｓ（ ｚ），Ｉ（ ｚ））， 其中 ｚ ＝ ｘ ＋ ｃｔ ．将其代入系统（４）可得如下相应的行

波系统：

　 　
ｃＳ′（ ｚ） ＝ ｄ１（Ｊ∗Ｓ（ ｚ） － Ｓ（ ｚ）） － ｆ（Ｓ（ ｚ））ｇ（ Ｉ（ ｚ － ｃτ）），
ｃＩ′（ ｚ） ＝ ｄ２（Ｊ∗Ｉ（ ｚ） － Ｉ（ ｚ）） ＋ ｆ（Ｓ（ ｚ））ｇ（ Ｉ（ ｚ － ｃτ）） － γＩ（ ｚ），{ （５）

其中边界条件为

　 　 （Ｓ，Ｉ）（ － ∞） ＝ （Ｓ －∞ ，０）， Ｉ（ ＋ ∞） ＝ ０， （６）
且 Ｓ 在 ＋ ∞ 处的取值是任意的．

现在， 给定 ｆ（Ｓ －∞ ）ｇ′（０） ＞ γ， 定义最小传播速度：
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　 　 ｃ∗ ｉｎｆ
λ ＞ ０

ｄ２∫＋∞

－∞
Ｊ（ｙ）ｅ －λｙｄｙ － ｄ２ ＋ ｆ（Ｓ －∞ ）ｇ′（０）ｅ －λｃτ － γ

λ
．

本文受文献［１７⁃１８］的启发， 主要研究系统（４）当 ｃ ＝ ｃ∗ 时行波解的存在性．因此， 首先利

用反证法证明 Ｉ 是有界的， 并根据 Ｉ 的有界性研究波速 ｃ ＞ ｃ∗ 时行波解的存在性．其次，利用 ｃ
＞ ｃ∗ 时行波的存在性结果证明临界波的存在性．最后， 讨论 Ｒ０ 对临界波存在性的影响．

这里需要指出的是，文献［１４］在证明行波解的存在性时， 对建立 Ｉ 的有界性附加了一定

的条件， 而本文使用文献［１７⁃１８］中的技巧， 在没有限制的条件下，利用反证法证明了 Ｉ 的有

界性， 进而建立了当 ｃ ＞ ｃ∗ 时行波解的存在性．由于时滞的存在和函数 ｇ 的性质的影响， 在证

明 Ｉ 的有界性时， 很多证明细节与文献［１７⁃１８］是不同的．
本文的安排如下： 第 １ 节研究当 ｃ ＞ ｃ∗ 时行波解的有界性； 第 ２ 节证明当 ｃ ＝ ｃ∗ 时行波

解的存在性； 第 ３ 节给出具体实例，验证了所得的临界波结果；最后，对全文内容进行总结．

１　 行波解的有界性

本节主要研究系统（４）行波解的有界性．由文献［１４］可得， 当 Ｒ０ ＞ １ 和 ｃ ＞ ｃ∗时， 系统

（４） 存在满足 ０ ＜ Ｓ ＜ Ｓ －∞ ，Ｉ ＞ ０ 的解（Ｓ，Ｉ）， 且 Ｓ（ － ∞） ＝ Ｓ －∞ ，Ｉ（ － ∞） ＝ ０．
引理 １　 若函数 （Ｓ，Ｉ） 是系统（５）波速为 ｃ ＞ ｃ∗ 的行波解且 ０ ＜ Ｓ ＜ Ｓ －∞ ，Ｉ ＞ ０， 则函数

∫
Ｒ
Ｊ（ｙ） Ｉ（ ｚ － ｙ）

Ｉ（ ｚ）
ｄｙ， ｆ（Ｓ（ ｚ））ｇ（ Ｉ（ ｚ － ｃτ））

Ｉ（ ｚ）
， Ｉ′（ ｚ）

Ｉ（ ｚ）
在 Ｒ 上有界．

证明　 首先， 对方程（５）的第二个方程的两边同时除以 Ｉ， 可得

　 　 ｃ Ｉ′（ ｚ）
Ｉ（ ｚ）

＝ ｄ２∫
Ｒ
Ｊ（ｙ） Ｉ（ ｚ － ｙ）

Ｉ（ ｚ）
ｄｙ － ｄ２ ＋ ｆ（Ｓ（ ｚ））ｇ（ Ｉ（ ｚ － ｃτ））

Ｉ（ ｚ）
－ γ ． （７）

因为 ０ ＜ Ｓ ＜ Ｓ －∞ ， 可得 Ｉ′ ／ Ｉ 的有界性与 ∫
Ｒ
Ｊ（ｙ） Ｉ（ ｚ － ｙ）

Ｉ（ ｚ）
ｄｙ，ｆ（Ｓ（ ｚ））ｇ（ Ｉ（ ｚ

－ ｃτ））
Ｉ（ ｚ）

的有界性

有关．
为了方便起见， 记 ｕ（ ｚ） Ｉ′ ／ Ｉ 和 μ ＝ （ｄ２ ＋ γ） ／ ｃ ．则式（７）为

　 　 ｕ（ ｚ） ＝
ｄ２

ｃ ∫ＲＪ（ｙ）
Ｉ（ ｚ － ｙ）
Ｉ（ ｚ）

ｄｙ － μ ＋ ｆ（Ｓ（ ｚ））ｇ（ Ｉ（ ｚ － ｃτ））
ｃＩ（ ｚ）

＝

　 　 　 　
ｄ２

ｃ ∫ＲＪ（ｙ）ｅ∫
ｚ－ｙ

ｚ
ｕ（ ｓ）ｄｓｄｙ － μ ＋ ｆ（Ｓ（ ｚ））ｇ（ Ｉ（ ｚ － ｃτ））

ｃＩ（ ｚ）
≥

　 　 　 　
ｄ２

ｃ ∫ＲＪ（ｙ）ｅ∫
ｚ－ｙ

ｚ
ｕ（ ｓ）ｄｓｄｙ － μ ．

记 κ
ｄ２

ｃ
和 Ｇ（ ｚ） ｅｘｐ μｚ ＋ ∫ｚ

０
ｕ（ ｓ）ｄｓ( ) ．因此， 对 Ｇ（ ｚ） 关于 ｚ 求导， 有

　 　 Ｇ′（ ｚ） ＝ （μ ＋ ｕ （ ｚ））Ｇ（ ｚ） ≥ κ∫
Ｒ
Ｊ（ｙ）ｅ∫

ｚ－ｙ

ｚ
ｕ（ ｓ）ｄｓｄｙＧ（ ｚ） ≥ ０． （８）

所以 Ｇ（ ｚ） 是非减的且ｌｉｍｚ→－∞ Ｇ（ ｚ） ＝ ０．由条件（Ｈ２）可知， ｒ ＞ ０，其中 ｒ是 ｓｕｐｐ Ｊ 的半径．因此，
取 ０ ＜ ２ｒ０ ＜ ｒ ．对方程（８）从 － ∞ 到 ｚ 积分， 可得

　 　 Ｇ（ ｚ） ≥ κ∫ｚ
－∞
∫
Ｒ
Ｊ（ｙ）ｅ∫

ｘ－ｙ

ｘ
ｕ（ ｓ）ｄｓｄｙＧ（ｘ）ｄｘ ＝
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　 　 　 　 κ∫
Ｒ
Ｊ（ｙ）ｅμｙ∫ｚ

－∞
Ｇ（ｘ － ｙ）ｄｘｄｙ ≥

　 　 　 　 κ∫
Ｒ
Ｊ（ｙ）ｅμｙ∫ｚ

ｚ－ｒ０
Ｇ（ｘ － ｙ）ｄｘｄｙ ≥

　 　 　 　 κｒ０∫
Ｒ
Ｊ（ｙ）ｅμｙＧ（ ｚ － ｒ０ － ｙ）ｄｙ，

则

　 　 ∫０
－∞

Ｊ （ｙ）ｅμｙ Ｇ（ ｚ － ｒ０ － ｙ）
Ｇ（ ｚ）

ｄｙ ≤ （κｒ０）
－１ ． （９）

然后， 对方程（８）关于 ｘ 从 ｚ － ｒ０ 到 ｚ 积分，可得

　 　 Ｇ（ ｚ） － Ｇ（ ｚ － ｒ０ － ｙ） ≥ κ∫ｚ
ξ －ｒ０
∫
Ｒ
Ｊ（ｙ）ｅ∫

ｘ－ｙ

ｘ
ｕ（ ｓ）ｄｓｄｙＧ（ｘ）ｄｘ ＝

　 　 　 　 κ∫
Ｒ
Ｊ（ｙ）ｅμｙ∫ｚ

ｚ－ｒ０
Ｇ（ｘ － ｙ）ｄｘｄｙ ≥

　 　 　 　 κｒ０∫－２ｒ０

－∞
Ｊ（ｙ）ｅμｙＧ（ ｚ － ｒ０ － ｙ）ｄｙ ≥

　 　 　 　 κｒ０∫－２ｒ０

－∞
Ｊ（ｙ）ｅμｙｄｙＧ（ ｚ ＋ ｒ０） ．

因为 ｒ ＞ ２ｒ０ 和∫－２ｒ０

－∞
Ｊ（ｙ）ｅμｙｄｙ ＞ ０ 且

　 　 ω ０
１

κｒ０∫－２ｒ０

－∞
Ｊ（ｙ）ｅμｙｄｙ

，

所以， 对任意的 ξ ∈ Ｒ， 有

　 　 Ｇ（ ｚ ＋ ｒ０） ≤ ω ０Ｇ（ ｚ） ． （１０）
由于

　 　 ∫
Ｒ
Ｊ（ｙ） Ｉ（ ｚ － ｙ）

Ｉ（ ｚ）
ｄｙ ＝ ∫

Ｒ
Ｊ（ｙ）ｅμｙ Ｇ（ ｚ － ｙ）

Ｇ（ ｚ）
ｄｙ，

结合式（９）和（１０）可得

　 　 ∫
Ｒ
Ｊ（ｙ） Ｉ（ ｚ － ｙ）

Ｉ（ ｚ）
ｄｙ ＝

　 　 　 　 ∫０
－∞

Ｊ（ｙ）ｅμｙ Ｇ（ ｚ － ｙ）
Ｇ（ ｚ）

ｄｙ ＋ ∫＋∞

０
Ｊ（ｙ）ｅμｙ Ｇ（ ｚ － ｙ）

Ｇ（ ｚ）
ｄｙ ≤

　 　 　 　 ∫０
－∞

Ｊ（ｙ）ｅμｙ Ｇ（ ｚ － ｙ）
Ｇ（ ｚ）

ｄｙ ＋ ∫＋∞

０
Ｊ（ｙ）ｅμｙｄｙ ≤

　 　 　 　 ω ０∫０
－∞

Ｊ（ｙ）ｅμｙ Ｇ（ ｚ － ｒ０ － ｙ）
Ｇ（ ｚ）

ｄｙ ＋ ∫＋∞

０
Ｊ（ｙ）ｅμｙｄｙ ≤

　 　 　 　
ω ０

κｒ０
＋ ∫＋∞

０
Ｊ（ｙ）ｅμｙｄｙ ．

又因为 Ｇ（ ｚ） 是非减的，故
　 　 Ｇ（ ｚ） ≥ Ｇ（ ｚ － ｃτ） ．

整理得
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　 　 ｅｘｐ μｚ ＋ ∫ｚ
０
ｕ（ ｓ）ｄｓ( ) ≥ ｅｘｐ μｚ － μｃτ ＋ ∫ｚ－ｃτ

０
ｕ（ ｓ）ｄｓ( ) ，

则

　 　 ｅｘｐ μｃτ － ∫ｚ－ｃτ
ｚ

ｕ（ ｓ）ｄｓ( ) ≥ １．

因此

　 　 ｅｘｐ ∫ｚ－ｃτ
ｚ

ｕ（ ｓ）ｄｓ( ) ≤ ｅｘｐ（μｃτ） ． （１１）

由条件（Ｈ１） 知， 对任意的 ｔ ∈ ［０，Ｉ（ ｚ － ｃτ）］， 有

　 　 ｆ（Ｓ（ ｚ））ｇ（ Ｉ（ ｚ － ｃτ））
Ｉ（ ｚ）

＝ ｆ（Ｓ（ ｚ））ｇ（ Ｉ（ ｚ － ｃτ））
Ｉ（ ｚ － ｃτ）

Ｉ（ ｚ － ｃτ）
Ｉ（ ｚ）

≤

　 　 　 　 ｆ（Ｓ －∞ ） ｇ（ Ｉ（ ｚ － ｃτ））
Ｉ（ ｚ － ｃτ）

ｅｘｐ ∫ｚ
ｚ－ｃτ

ｕ（ ｓ）ｄｓ( ) ≤

　 　 　 　 ｆ（Ｓ －∞ ）ｇ′（０）ｅｘｐ（μｃτ），
则

　 　 ｆ（Ｓ（ ｚ））ｇ（ Ｉ（ ｚ － ｃτ））
Ｉ（ ｚ）

≤ ｅｘｐ（μｃτ） ｆ（Ｓ －∞ ）ｇ′（０） ．

所以

　 　 ｜ ｕ（ ｚ） ｜ ≤ κ∫
Ｒ
Ｊ（ｙ） Ｉ（ ｚ － ｙ）

Ｉ（ ｚ）
ｄｙ ＋

ｄ２ ＋ γ
ｃ

＋ ｅｘｐ（ｃμτ）
ｃ

ｆ（Ｓ －∞ ）ｇ′（０） ．

因此， ∫
Ｒ
Ｊ（ｙ） Ｉ（ ｚ － ｙ）

Ｉ（ ｚ）
ｄｙ 和

Ｉ′
Ｉ

是有界的． □

下面介绍几个引理用于证明 Ｉ 的有界性．
引理 ２　 任取 ｃｋ ∈ （ｃ∗，ｃ∗ ＋ １） 且 （ｃｋ，Ｓｋ，Ｉｋ） 是系统（５）波速为 ｃ ＝ ｃｋ 的一序列行波解，

且 ０ ＜ Ｓｋ ＜ Ｓ －∞ ， Ｉｋ ＞ ０．如果存在一个序列 { ｚｋ } 使得当 ｋ →＋ ∞ 时 Ｉｋ（ ｚｋ） →＋ ∞， 则 Ｓｋ（ ｚｋ）
→ ０．

证明　 反证法．假设不成立， 则存在一个序列 { ｚｋ } （仍用 ｚｋ 表示） 使得 Ｓｋ（ ｚｋ） ≥ ε， 其

中，ｋ ∈Ｎ和 ε ＞ ０．由式（５） 的第一个方程， 可得 Ｓ′ｋ（ ｚ） ≤２ｄ１Ｓ －∞ ／ ｃ∗ ．因此，Ｓｋ（ ｚ） ≥ ε ／ ２， ∀ｚ
∈ ［ ｚｋ － δ， ｚｋ］ ．由引理 １ 得， 存在实数 Ｌ１ ＞ ０ 满足 ｜ Ｉ′ｋ ／ Ｉｋ ｜ ≤ Ｌ１ ．因此， 对所有的 ｋ ∈ Ｎ， 有

　 　
Ｉｋ（ ｚｋ）
Ｉｋ（ ｚ）

＝ ｅｘｐ ∫ｚｋ
ｚ

Ｉ′ｋ（ ｓ）
Ｉｋ（ ｓ）

ｄｓ{ } ≤ ｅＬ１δ，　 　 ∀ｚ ∈ ［ ｚｋ － δ，ｚｋ］ ．

当 ｋ →＋ ∞ 时， Ｉｋ（ ｚｋ） →＋ ∞， 则

　 　 Ｉｋ（ ｚ） ≥ ｅ －δＬ１Ｉｋ（ ｚ ｋ） →＋ ∞ ．
又因为

　 　
Ｉｋ（ ｚ）

Ｉｋ（ ｚ － ｃτ）
＝ ｅｘｐ ∫ｚ

ｚ－ｃτ

Ｉ′ｋ（ ｓ）
Ｉｋ（ ｓ）

ｄｓ{ } ≤ ｅｃτＬ１ ．

因此， 当 ｋ →＋ ∞， 有

　 　 ｍｉｎ
ｚ∈［ ｚｋ－δ，ｚｋ］

Ｉｋ（ ｚ － ｃτ） ≥ ｅ －ｃτＬ１Ｉｋ（ ｚ） ≥ ｅ －ｃτＬ１ｅ －δＬ１Ｉｋ（ ｚｋ） →＋ ∞ ．

注意到

　 　
ｇ（ Ｉｋ（ ｚ － ｃτ）） － ｇ（０）

Ｉｋ（ ｚ － ｃτ） － ０
＝ ｇ′（ ｔ０），　 　 ｔ０ ∈ ［ ０，Ｉｋ（ ｚ － ｃτ）］ ．
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根据条件（Ｈ１）可知 ０ ＜ ｇ′（ Ｉｋ（ ｚ － ｃτ）） ＜ ｇ′（ ｔ０） ＜ ｇ′（０） ．则由式（５）的第一个方程得

　 　 ｍａｘ
ｚ∈［ ｚｋ－δ，ｚｋ］

Ｓ′ｋ（ ｚ） ≤
２ｄ１Ｓ －∞

ｃ∗
－ ｆ ε

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｇ′（ ｔ０） Ｉｋ（ ｚ － ｃτ） →－ ∞ ．

这与 Ｓｋ（ ｚ） ＜ Ｓ －∞ 矛盾．证毕． □
引理 ３　 若 （Ｓ，Ｉ） 是系统（５）波速为 ｃ ＞ ｃ∗ 时的行波解且 ０ ＜ Ｓ（ξ） ＜ Ｓ －∞ ， Ｉ ＞ ０， 如果

ｌｉｍ ｓｕｐｚ→＋∞ Ｉ（ ｚ） ＝ ＋ ∞，那么 ｌｉｍｚ→＋∞ Ｉ（ ｚ） ＝ ＋ ∞ ．
证明　 假设 ｍ ｌｉｍ ｉｎｆｚ→＋∞ Ｉ（ ｚ） ＜ ＋ ∞ ．则存在点列 { ｚｋ } ＋∞

ｋ ＝ １ 满足 ｌｉｍｋ→＋∞ ｚｋ ＝ ＋ ∞ 和

Ｉ（ ｚｋ） → ｍ ．因此， 对任意的 ｋ ∈ Ｎ， 有 Ｉ（ ｚｋ） ≤ ｍ ＋ １．
再者，对每一个 ｋ ∈ Ｎ，假设存在一个点 ｙｋ ∈［ ｚｋ，ｚｋ ＋ １］ 使得 Ｉ（ｙｋ） ＝ ｍａｘ ｚ∈［ ｚｋ，ｚｋ＋１ ］ Ｉ（ ｚ） ．

又因为 ｌｉｍ ｓｕｐｚ→＋∞ Ｉ（ ｚ） ＝ ＋ ∞， 则当 ｋ →＋ ∞ 时， Ｉ（ｙｋ） →＋ ∞ ．因为 Ｌ１ 是引理 １ 中给定的常

数， 所以， 对所有的 ｋ ∈ Ｎ， 有 Ｉ（ｙｋ） ＞ （ｍ ＋ １）ｅＬ１ｒ， 其中 ｒ 是 ｓｕｐｐ Ｊ 的半径．那么， 当 ｜ ｙ －
ｙｋ ｜ ≤ ｒ 时，有

　 　
Ｉ（ｙｋ）
Ｉ（ｙ）

＝ ｅｘｐ ∫ｙｋ
ｙ

Ｉ′（ ｚ）
Ｉ（ ｚ）

ｄｚæ

è
ç

ö

ø
÷ ≤ ｅＬ１ｒ，　 　 ∀ｋ ∈ Ｎ，

可得 ［ｙｋ － ｒ，ｙｋ ＋ ｒ］ ⊂ （ ｚｋ，ｚｋ ＋ １） ．因此， 由式（５）的第二个方程可得出

　 　 ０ ＝ ｃＩ′（ｙｋ） ＝

　 　 　 　 ｄ２∫
Ｒ
Ｊ（ｙ）（ Ｉ（ｙｋ － ｙ） － Ｉ（ｙ））ｄｙ ＋ ｆ（Ｓ（ｙｋ））ｇ（ Ｉ（ｙｋ － ｃτ）） － γＩ（ｙｋ） ≤

　 　 　 　 ｆ（Ｓ（ｙｋ））ｇ（ Ｉ（ｙｋ － ｃτ）） － γＩ（ｙｋ） ． （１２）
由 ｌｉｍｋ→＋∞ Ｉ（ｙｋ） ＝ ＋ ∞ 和引理 ２， 所以ｌｉｍｋ→＋∞ Ｓ（ｙｋ） ＝ ０．因此， ｌｉｍｚ→＋∞ Ｉ（ ｚ） ＝ ＋ ∞ ．证毕． □

引理 ４［１９］ 　 假设 ｃ ＞ ０， Ｂ（·） 是一个连续函数满足 Ｂ（ ±∞） ｌｉｍｚ→ ±∞ Ｂ（ ｚ） ．令 Ｚ（ ｚ） 为

一个可测函数且满足

　 　 ｃＺ（ ｚ） ＝ ∫
Ｒ
Ｊ ｊ（ｙ）ｅ∫

ｚ－ｙ

ｚ
Ｚ（ ｓ）ｄｓｄｙ ＋ Ｂ（ ｚ） ．

因此， Ｚ 是一致连续和一致有界．再者， ψ ± ｌｉｍｚ→ ±∞ Ｚ（ ｚ） 存在且是方程

　 　 ｃψ ＝ ∫
Ｒ
Ｊ ｊ（ｙ）ｅ

－ψｙｄｙ ＋ Ｂ（ ±∞）　 　 （ ｊ ＝ １，２）

的特征根．
定理 １　 若函数 （Ｓ，Ｉ） 是系统（５）波速为 ｃ ＞ ｃ∗ 时的行波解且 Ｓ（ － ∞） ＝ Ｓ －∞ ，Ｉ ＞ ０， 则

Ｉ 在 Ｒ 上有界．
证明　 反证法．假设 Ｉ在 Ｒ上无界， 则 ｌｉｍ ｓｕｐｚ→＋∞ Ｉ（ ｚ）＝ ＋∞ ．因此由引理２和引理３，可得

Ｉ（ ＋ ∞） ＝ ＋ ∞ 和 Ｓ（ ＋ ∞） ＝ ０．
记 ｕ（ｘ） ＝ Ｉ′（ｘ） ／ Ｉ（ｘ） ．对式（５） 的第二个方程两边同除以 Ｉ， 则有

　 　 ｕ（ ｚ） ＝
ｄ２

ｃ ∫ＲＪ（ｙ）
Ｉ（ ｚ － ｙ）
Ｉ（ ｚ）

ｄｙ －
ｄ２ ＋ γ

ｃ
＋ ｆ（Ｓ（ ｚ））ｇ（ Ｉ（ ｚ － ｃτ））

Ｉ（ ｚ）
．

因为 Ｓ（ ＋ ∞） ＝ ０ 和 Ｓ（ － ∞） ＝ Ｓ －∞ ，所以由引理 ４ 可得ｌｉｍｚ→＋∞ ｕ（ ｚ） 存在， 且满足

　 　 ｄ２ ∫
Ｒ
Ｊ（ｙ）ｅ －λｙｄｙ － １( ) － ｃλ － γ ＝ ０． （１３）

定义连续函数：

　 　 ｈ（ｃ，λ） ＝ ｄ２ ∫
Ｒ
Ｊ（ｙ）ｅ －λｙｄｙ － １( ) － ｃλ － γ ．

８１７ 张　 　 秋　 　 　 陈　 　 广　 　 生



因此， ｈ 满足 ｈ（０，ｃ） ＝ － γ ＜ ０ 且

　 　 ∂ｈ
∂λ λ ＝ ０

＝ － ｃ ＜ ０， ∂２ｈ
∂λ ２

＝ ｄ２∫
Ｒ
Ｊ（ｙ）ｙ２ｅ －λｙｄｙ ＞ ０， ｌｉｍ

λ→＋∞
ｈ（λ，ｃ） ＝ ＋ ∞ ．

所以方程（１３）存在唯一的正根 λ ０ ．因为 Ｉ（ ｚ） ＞ ０ 和ｌｉｍｚ→＋∞ Ｉ（ ｚ） ＝ ＋ ∞，因此ｌｉｍｚ→＋∞ ｕ（ ｚ） ≥ ０，
则ｌｉｍｚ→＋∞ ｕ（ ｚ） ＝ λ ０ ．由文献［１４］， 可得 Ｉ（ ｚ） ≤ ｅλ１ｚ，其中 ０ ＜ λ １ ＜ λ ２ 是方程

　 　 ｄ２∫＋∞

－∞
Ｊ（ｙ）ｅ －λｙｄｙ － ｄ２ － ｃλ ＋ ｆ（Ｓ －∞ ）ｇ′（０）ｅ －λｃτ － γ ＝ ０ （１４）

的两个特征根．将 λ ２ 代入方程（１４）， 整理得

　 　 ｄ２∫＋∞

－∞
Ｊ（ｙ）ｅ －λ２ｙｄｙ － ｄ２ － ｃλ ２ － γ ＝ － ｆ（Ｓ －∞ ）ｇ′（０）ｅ －λ２ｃτ ＜ ０，

则 ０ ＜ λ １ ＜ λ ２ ＜ λ ０ ．因为ｌｉｍｚ→＋∞ θ（ ｚ） ＝ λ ０， 从而存在 ｚ∗和 Ｌ 满足

　 　 Ｉ（ ｚ） ≥ Ｌｅ（（λ０＋λ２） ／ ２） ｚ∗ ．
这与 λ １ ＜ （λ ２ ＋ λ ０） ／ ２ 矛盾．因此， Ｉ 有界．证毕． □

正如文献［１４］中所描述的， 只要 Ｉ 有界，下面的结果都成立．因此在这里只给出部分证明．
　 　 定理 ２　 如果 Ｒ０ ＞ １ 和 ｃ ＞ ｃ∗，那么式（５） 存在行波解（Ｓ（ ｚ），Ｉ（ ｚ）） 满足 ０ ＜ Ｓ（ ｚ） ＜
Ｓ －∞ ， ０ ＜ Ｉ（ ｚ）， Ｓ（ ＋ ∞） ＝ σ ＜ Ｓ（ － ∞） ＝ Ｓ －∞ 和 Ｉ（ ±∞） ＝ ０，其中 σ ＞ ０．同时

　 　 ∫
Ｒ
ｆ（Ｓ（ ｚ））ｇ（ Ｉ（ ｚ － ｃτ））ｄｚ ＜ ＋ ∞， ∫

Ｒ
Ｉ（ ｚ）ｄｚ ＜ ＋ ∞ ．

证明　 由文献［１４］中定理 ２．１，可得式（５）存在一个解 （Ｓ（ ｚ），Ｉ（ ｚ）） 且满足 ０ ＜ Ｓ（ ｚ） ＜
Ｓ －∞ ， ０ ＜ Ｉ（ ｚ）， Ｓ（ ＋ ∞） ＝ σ， Ｓ（ － ∞） ＝ Ｓ －∞ 和 Ｉ（ ±∞） ＝ ０．对任意的 φ，υ ∈ Ｒ， 有

　 　 ∫φ
υ
（Ｊ∗Ｓ（ ｚ） － Ｓ（ ｚ））ｄｚ ＝

　 　 　 　 ∫φ
υ
∫＋∞

－∞
Ｊ（ｙ）［Ｓ（υ － ｙ） － Ｓ（υ）］ｄｙｄξ ＝

　 　 　 　 － ∫φ
υ
∫＋∞

－∞
Ｊ（ｙ）ｙ∫１

０
Ｓ′（υ － ｔｙ）ｄｔｄｙｄξ ＝

　 　 　 　 ∫＋∞

－∞
Ｊ（ｙ）ｙ∫１

０
［Ｓ（υ － ｔｙ） － Ｓ（φ － ｔｙ）］ ｄｔｄｙ ．

因此

　 　 ∫φ
υ
（Ｊ∗Ｓ（ ｚ） － Ｓ（ ｚ））ｄｚ ＜ ２Ｓ －∞ ∫＋∞

－∞
Ｊ（ｙ） ｜ ｙ ｜ ｄｙ Ｃ０ ．

再对式（５）的第一个方程从 υ 到 φ 积分， 可得

　 　 ∫φ
υ
ｆ（Ｓ（ ｚ））ｇ（ Ｉ（ ｚ － ｃτ））ｄｚ ＝

　 　 　 　 ｄ１∫φ
υ
（Ｊ∗Ｓ（ ｚ） － Ｓ（ ｚ））ｄｚ ＋ ｃＳ（υ） － ｃＳ（φ） ≤ ｄ１Ｃ０ ＋ ２ｃＳ －∞ ．

因此

　 　 ∫
Ｒ
ｆ（Ｓ（ ｚ））ｇ（ Ｉ（ ｚ － ｃτ））ｄｚ ＜ ＋ ∞ ．

又因 Ｉ（ ｚ） 有界， 所以存在实数Ｍ使得 Ｉ（ ｚ） ≤Ｍ成立．对式（５）的第二个方程从 ζ到η 积分， 有

　 　 γ∫η
ζ
Ｉ（ ｚ）ｄｚ ＝ ｄ２∫

Ｒ
Ｊ（ｙ）（ － ｙ）∫１

０
［ Ｉ（η － θｙ） － Ｉ（ζ － θｙ）］ｄθｄｙ ＋

　 　 　 　 ∫η
ζ
ｆ（Ｓ（ ｚ））ｇ（ Ｉ（ ｚ － ｃτ））ｄｚ － ｃ（ Ｉ（η） － Ｉ（ζ）） ． （１５）
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因此

　 　 γ∫η
ζ
Ｉ（ ｚ）ｄｚ ≤ ２ｄ２Ｍ∫

Ｒ
Ｊ（ｙ） ｜ － ｙ ｜ ｄｙ ＋ ∫

Ｒ
ｆ（Ｓ（ ｚ））ｇ（ Ｉ（ ｚ － ｃτ））ｄｚ ＋ ２ｃＭ ．

所以

　 　 ∫
Ｒ
Ｉ（ ｚ）ｄξ ＜ ＋ ∞ ．

因为 Ｉ（ ｚ） 在 Ｒ 上有界， 所以， 由式（５）的第二个方程可得 ｜ Ｉ′（ ｚ） ｜ ＜ ＋ ∞ 且 Ｉ（ ＋ ∞） ＝ ０．最
后， 类似于文献［１４］， 可得 Ｓ（ ＋ ∞） ＝ σ，其中，σ ＞ ０．因此， 定理 ２ 成立．证毕． □

２　 临界波行波解的存在性

本节考察当 ｃ ＝ ｃ∗ 和 Ｒ０ ＞ １ 时，系统（５）的行波解的存在性．为了证明当 ｃ ＝ ｃ∗ 时的行波解

的存在性，取一列严格递减序列 { ｃｋ } 使得ｌｉｍｋ→＋∞ ｃｋ ＝ ｃ∗ ．不失一般性，假设 ｃｋ ∈［ ｃ∗，ｃ∗ ＋ １］
且（Ｓｋ， Ｉｋ） 是式（５）的行波解．

引理 ５　 { Ｉｋ } 在 Ｒ 上一致有界．
证明　 反证法．假设不成立，则存在一个序列 { ｚｋ } 使得当 ｋ→＋∞ 时，有 Ｉｋ（ ｚｋ） →＋∞ ．由

引理 ２可得， Ｓｋ（ ｚｋ） →０．又因为对每一个 ｋ， 均有 Ｉｋ（ ±∞） ＝ ０和 Ｉｋ（ ｚ） 有界．因此， 假设 Ｉｋ（ ｚｋ）
＝ ｍａｘＲＩｋ（ ｚ） ．则 Ｉ′ｋ（ ｚｋ） ＝ ０．因此

　 　 ０ ＝ ｃｋＩ′ｋ（ ｚｋ） ＝

　 　 　 　 ｄ２∫
Ｒ
Ｊ（ｙ）（ Ｉｋ（ ｚｋ － ｙ） － Ｉｋ（ ｚｋ））ｄｙ ＋ ｆ（Ｓｋ（ ｚｋ））ｇ（ Ｉｋ（ ｚｋ － ｃτ）） － γＩｋ（ ｚｋ） ≤

　 　 　 　 ｆ（Ｓｋ（ ｚｋ））ｇ（ Ｉｋ（ ｚｋ － ｃτ）） － γＩｋ（ ｚｋ） ．
这与足够大的 ｋ 矛盾， 故 { Ｉｋ } 是一致有界的．证毕． □

定理 ３　 假设 Ｒ０ ＞ １和 ｃ ＝ ｃ∗ ．则方程（５） 存在行波解（Ｓ∗（ ｚ），Ｉ∗（ ｚ）） 满足 ０ ＜ Ｓ∗（ ｚ） ＜
Ｓ －∞ ， Ｉ∗（ ｚ） ＞ ０， Ｓ∗（ － ∞） ＝ Ｓ －∞ 和 Ｉ∗（ ±∞） ＝ ０， 其中 σ ≥ ０．

证明　 因为 ｃ∗ ＜ ｃｋ ＜ ｃ∗ ＋ １， 所以 ０ ＜ Ｓｋ（ ｚ） ＜ Ｓ －∞ 和 ０ ＜ Ｉｋ（ ｚ） ＜ ＋ ∞ ．并且，Ｓｋ（ － ∞）
＝ Ｓ －∞ ， Ｉｋ（ ±∞） ＝ ０ 和 Ｓｋ（ ＋ ∞） ＝ σ ＜ Ｓ －∞ ．又因为（Ｓｋ，Ｉｋ） 满足

　 　

ｃｋＳ′ｋ（ ｚ） ＝ ｄ１∫
Ｒ
Ｊ（ｙ）（Ｓｋ（ ｚ － ｙ） － Ｓｋ（ ｚ））ｄｙ － ｆ（Ｓｋ（ ｚ））ｇ（ Ｉｋ（ ｚ － ｃｋτ）），

ｃｋＩ′ｋ（ ｚ） ＝ ｄ２∫
Ｒ
Ｊ（ｙ）（ Ｉｋ（ ｚ － ｙ） － Ｉｋ（ ｚ））ｄｙ ＋

　 　 ｆ（Ｓｋ（ ｚ））ｇ（ Ｉｋ（ ｚ － ｃｋτ）） － γＩｋ（ ｚ） ．

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（１６）

对式（１６）的第二个方程在 Ｒ 上积分， 可得

　 　 ∫＋∞

－∞
（ ｆ（Ｓｋ（ ｚ））ｇ（ Ｉｋ（ ｚ － ｃｋτ）） － γＩｋ（ ｚ））ｄｚ ＝ ０，

则

　 　 ｉｎｆ
ｚ∈Ｒ

ｆ（Ｓｋ（ ｚ）） ＜
γＩｋ（ ｚ）

ｇ（ Ｉｋ（ ｚ － ｃｋτ））
，　 　 ∀ｋ ∈ Ｚ ．

因为 ｜ Ｉ′ｋ ／ Ｉｋ ｜ ≤ Ｋ 和条件（Ｈ１）， 因此

　 　 ｉｎｆ
ｚ∈Ｒ

ｆ（Ｓｋ（ ｚ）） ＜
γＩｋ（ ｚ）

ｇ（ Ｉｋ（ ｚ － ｃｋτ））
＝

　 　 　 　 γ
Ｉｋ（ ｚ）

Ｉｋ（ ｚ － ｃｋτ）
Ｉｋ（ ｚ － ｃｋτ）

ｇ（ Ｉｋ（ ｚ － ｃｋτ））
≤ γｅｃｋＫτ １

ｇ′（ ｔ）
，　 　 ∀ｔ ∈ ［０，Ｉｋ（ ｚ － ｃｋτ）］ ．
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又因为 Ｉｋ 是一致有界的， 所以存在一个常数 Ｍ 使得 Ｉｋ（ ｚ － ｃτ） ＜ Ｍ ．所以

　 　 ｉｎｆ
ｚ∈Ｒ

ｆ（Ｓｋ（ ｚ）） ＜ γｅｃｋＫτ １
ｇ′（Ｍ）

．

由条件 （ Ｈ１） 可得 ｆ（ｘ） 是单调递增且 ｆ（Ｓ －∞ ）ｇ′（０） ＞ γ， 则存在 ｚｋ 满足 ｆ（Ｓｋ（ ｚｋ）） ＝
γｅｃｋＫτ（１ ／ ｇ′（Ｍ）） ．经过平移， 可得 ｆ（Ｓｋ（０）） ＝ γｅｃｋＫτ（１ ／ ｇ′（Ｍ）） ．又因为 ０ ＜ Ｓｋ ＜ Ｓ －∞ 且 { Ｉｋ }

是一致有界的， 所以 { Ｉ′ｋ } 有界．因此， 根据 Ａｒｚｅｌａ⁃Ａｓｃｏｌｉ 定理， 当 ｋ →＋ ∞ 时， 有 Ｓｋ → Ｓ∗ 和

Ｉｋ → Ｉ∗ 在 Ｃ１
ｌｏｃ（Ｒ） 上成立且满足

　 　

ｃ∗Ｓ′∗（ ｚ） ＝ ｄ１∫
Ｒ
Ｊ（ｙ）（Ｓ∗（ ｚ － ｙ） － Ｓ∗（ ｚ））ｄｙ － ｆ（Ｓ∗（ ｚ））ｇ（ Ｉ∗（ ｚ － ｃτ）），

ｃ∗Ｉ′∗（ ｚ） ＝ ｄ２∫
Ｒ
Ｊ（ｙ）（ Ｉ∗（ ｚ － ｙ） － Ｉ∗（ ｚ））ｄｙ ＋

　 　 ｆ（Ｓ∗（ ｚ））ｇ（ Ｉ∗（ ｚ － ｃτ）） － γＩ∗（ ｚ），

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（１７）

以及

　 　 ｆ（Ｓ∗（０）） ＝ γｅｃ∗Ｋτ １
ｇ′（Ｍ）

，　 　 ０ ≤ Ｓ∗ ≤ Ｓ －∞ ， ０ ≤ Ｉ∗ ≤＋ ∞ ．

类似于 ｃ ＞ ｃ∗，可得 Ｉ∗（ ±∞） ＝ ０．
首先， 证明 Ｓ∗ ＞ ０．反证法， 假设存在常数 ｙ０ ∈ Ｒ 使得 Ｓ∗（ｙ０） ＝ ０ 成立，则 Ｓ′∗（ｙ０） ＝ ０．

因此，式（１７） 的第一个方程为∫
Ｒ
Ｊ（ｙ）Ｓ∗（ｙ ０ － ｙ）ｄｙ ＝ ０． 所以，Ｓ∗ ≡ ０ 且 ｆ（Ｓ∗） ≡ ０． 这与

ｆ（Ｓｋ（０）） 矛盾．因此，Ｓ∗ ＞ ０．
其次， 证明 Ｉ∗ ＞ ０．反证法， 假设存在 ｙ ∈ Ｒ使得 Ｉ∗（ｙ） ＝ ０ 成立．类似于 Ｓ∗（ ｚ） ＞ ０ 的证

明， 可得 Ｉ∗ ≡ ０．则式（１７）的第一个方程为

　 　 ｃ∗Ｓ′∗（ ｚ） ＝ ｄ１∫
Ｒ
Ｊ（ｙ）（Ｓ∗（ ｚ － ｙ） － Ｓ∗（ ｚ））ｄｙ ． （１８）

记

　 　 Ｈ（ｖ） ｄ１ ∫
Ｒ
Ｊ（ｙ）ｅ －ｖｙｄｙ － １( ) － ｃ∗ｖ ．

因为

　 　 Ｈ（０） ＝ ０， ∂Ｈ
∂ｖ ｖ ＝ ０

＝ － ｃ∗ ＜ ０， ∂２Ｈ
∂ｖ２

＝ ｄ１∫
Ｒ
Ｊ（ｙ）ｙ２ｅ －ｖｙｄｙ ＞ ０， ｌｉｍ

ｖ→＋∞
Ｈ（ｖ） ＝ ＋ ∞ ．

因此， Ｈ（ｖ） ＝ ０ 有两个实根 ０ 和 ｖ０ ．由式（１８）、文献［１９］中性质 ３．６ 和 Ｓ∗（ ｚ） 在Ｒ上有界，可得

Ｓ∗（ ｚ） ≡ Ｃ， 其 中 Ｃ ∈ ［０，Ｓ －∞ ］ ． 因 为 ｆ（Ｓ∗（０）） ＝ γｅｃ∗Ｋτ（１ ／ ｇ′（Ｍ））， 因 此 ｆ（Ｃ） ≡

γｅｃ∗Ｋτ（１ ／ ｇ′（Ｍ）） ．再者， 因为 ｆ（Ｓ －∞ ）ｇ′（Ｍ） ＞ γｅｃ∗Ｋτ ＞ γ，所以， 选择 ρ ｋ ＜ ０ 使得

　 　 ｆ（Ｓｋ（ ｚ）） ＞
ｆ（Ｓ －∞ ） ＋ γｅｃ∗Ｋτ（１ ／ ｇ′（Ｍ））

２
，　 　 ∀ξ ＜ ρ ｋ，

　 　 ｆ（Ｓｋ（ρ ｋ）） ＝
ｆ（Ｓ －∞ ） ＋ γｅｃ∗Ｋτ（１ ／ ｇ′（Ｍ））

２
成立．

接下来， 证明存在一个正常数 Ｔ０ 使得 ρ ｋ ≥－ Ｔ０ ．反证法，当 ｋ →＋ ∞ 时， 有 ρ ｋ →＋ ∞ ．定
义两个函数；

１２７一类具有非线性发生率与时滞的非局部扩散 ＳＩＲ 模型的临界波的存在性



　 　 Ｕｋ（ ｚ） ＝ Ｓｋ（ρ ｋ ＋ ｚ）， Ｖｋ（ ｚ） ＝
Ｉｋ（ρ ｋ ＋ ｚ）
Ｉｋ（ρ ｋ）

，　 　 ∀ｚ ∈ Ｒ ．

则对每一个 ｋ ∈ Ｎ， 有（Ｕｋ（ ｚ），Ｖｋ（ ｚ）） 满足

　 　

ｃｋＵ′ｋ（ ｚ） ＝ ｄ１∫
Ｒ
Ｊ（ｙ）（Ｕｋ（ ｚ － ｙ） － Ｕｋ（ ｚ））ｄｙ － ｆ（Ｕｋ（ ｚ））ｇ（ Ｉｋ（ρ ｋ ＋ ｚ － ｃτ）），

ｃｋＶ′ｋ（ ｚ） ＝ ｄ２∫
Ｒ
Ｊ（ｙ）（Ｖｋ（ ｚ － ｙ） － Ｖｋ（ ｚ））ｄｙ －

　 　 ｆ（Ｕｋ（ ｚ））
ｇ（ Ｉｋ（ ｚ ＋ ρ ｋ － ｃτ））

Ｉｋ（ρ ｋ）
－ γＶｋ（ ｚ） ．

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（１９）

因为

　 　
ｇ（ Ｉｋ（ ｚ ＋ ρ ｋ － ｃτ））

Ｉｋ（ρ ｋ）
＝
ｇ（ Ｉｋ（ ｚ ＋ ρ ｋ － ｃτ））
Ｉｋ（ ｚ ＋ ρ ｋ － ｃτ）

Ｕｋ（ ｚ － ｃτ） ＝ ｇ′（ ｔ１）Ｕｋ（ ｚ － ｃτ），

　 　 ∀ｔ１ ∈ ［０，Ｉｋ（ ｚ ＋ ρ ｋ － ｃτ）］，
则式（１９）的第二个方程为

　 　 ｃｋＶ′ｋ（ ｚ） ＝ ｄ２∫
Ｒ
Ｊ（ｙ）（Ｖｋ（ ｚ － ｙ） － Ｖｋ（ ｚ））ｄｙ － ｆ（Ｕｋ（ ｚ））ｇ′（ ｔ１）Ｖｋ（ ｚ － ｃτ） － γＶｋ（ ｚ） ．

又因为

　 　 Ｖｋ（ ｚ） ＝
Ｉｋ（ ｚ ＋ ρ ｋ）
Ｉｋ（ρ ｋ）

＝ ｅｘｐ ∫ｚ＋ρｋ
ρｋ

Ｉ′ｋ（ｘ）
Ｉｋ（ｘ）

ｄｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

则 Ｖｋ（ ｚ） 在 Ｒ 上局部一致有界．又因为对所有的 ｋ ∈ Ｎ，均有 Ｕｋ（ ｚ） ＜ Ｓ －∞ ．因此，当 ｋ →＋ ∞
时， 有 Ｕｋ（ ｚ） → Ｕ ＋∞（ ｚ） 和 Ｖｋ（ ｚ） → Ｖ ＋∞（ ｚ），其中 Ｕ ＋∞（ ｚ） ∈ Ｃ１

ｌｏｃ（Ｒ），Ｖ ＋∞（ ｚ） ∈ Ｃ１
ｌｏｃ（Ｒ） ．因为

ｌｉｍｋ→＋∞ Ｉｋ（ρ ｋ） ＝ ０， 所以（Ｕ ＋∞（ ｚ），Ｖ ＋∞（ ｚ）） 满足

　 　 ｃ∗Ｕ′＋∞（ ｚ） ＝ ｄ１∫
Ｒ
Ｊ（ｙ）（Ｕ ＋∞（ ｚ － ｙ） － Ｕ ＋∞（ ｚ））ｄｙ， （２０）

　 　 ｃ∗Ｖ′＋∞（ ｚ） ＝ ｄ２∫
Ｒ
Ｊ（ｙ）（Ｖ ＋∞（ ｚ － ｙ） － Ｖ ＋∞（ ｚ））ｄｙ ＋

　 　 　 　 ｆ（Ｕ ＋∞（ ｚ））ｇ′（０）Ｖ ＋∞（ ｚ － ｃτ） － γＶ ＋∞（ ｚ） ． （２１）
类似地， 由文献［１９］中性质 ３．６、式（１９）和 Ｕ ＋∞（ ｚ） 有界， 可得 Ｕ ＋∞（ ｚ） ≡ Ｃ１ 成立， 其中

Ｃ１ 是任意常数．因为

　 　 ｆ（Ｕｋ（０）） ＝ ｆ（Ｓｋ（ρ ｋ）） ＝
ｆ（Ｓ －∞ ） ＋ ｅｃ∗Ｋτ（γ ／ ｇ′（Ｍ））

２
．

所以

　 　 ｆ（Ｕ ＋∞（ ｚ）） ＝
ｆ（Ｓ －∞ ） ＋ ｅｃ∗Ｋτ（γ ／ ｇ′（Ｍ））

２
．

将 ｆ（Ｕ ＋∞（ ｚ）） 代入到方程（２１），整理得

　 　 ｃ∗Ｖ ′＋∞（ ｚ） ＝ ｄ２∫
Ｒ
Ｊ（ｙ）（Ｖ ＋∞（ ｚ － ｙ） － Ｖ ＋∞（ ｚ））ｄｙ ＋

　 　 　 　
ｆ（Ｓ －∞ ） ＋ ｅｃ∗Ｋτ（γ ／ ｇ′（Ｍ））

２
ｇ′（０）Ｖ ＋∞（ ｚ － ｃ∗τ） － γＶ ＋∞（ ｚ） ．

令

　 　 Ｑ（χ） ｄ２ ∫
Ｒ
Ｊ（ｙ）ｅ －χｙｄｙ － １( ) － ｃ∗χ ＋
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ｆ（Ｓ －∞ ） ＋ ｅｃ∗Ｋτ（γ ／ ｇ′（Ｍ））

２
ｇ′（０）ｅ －χｃ∗τ － γ ．

因为 Ｓｋ（ － ∞） ＝ Ｓ －∞ 和引理 ４， 因此， 由式（５）的第二个方程可得

　 　 ψ ｋ ｌｉｍ
ｚ→－∞

Ｉ′ｋ（ ｚ）
Ｉｋ（ ｚ）

存在且是方程

　 　 ｄ２∫
Ｒ
Ｊ（ｙ）ｅ －ψｙｄｙ － ｃ∗ψ ＋ ｆ（Ｓ －∞ ）ｇ′（０）ｅ －ｃ∗ψτ － γ ＝ ０

的一个特征根 {ψ ± } ，则当 ｋ →＋ ∞ 时， ψ ±→ ψ∗ 且满足

　 　 ｄ２∫
Ｒ
Ｊ（ｙ）ｅ －ψｙｄｙ － ｃ∗ψ ＋ ｆ（Ｓ －∞ ）ｇ′（０）ｅ －ｃ∗ψτ － γ ＝ ０． （２２）

因此

　 　 Ｑ（ψ∗） ＝
ｆ（Ｓ －∞ ） ＋ ｅｃ∗Ｋτ（γ ／ ｇ′（Ｍ））

２
ｇ′（０）ｅ －ψ∗ｃ∗τ －

　 　 　 　 γ － （ ｆ（Ｓ －∞ ）ｇ′（０）ｅ －ψ∗ｃ∗τ － γ） ≤
　 　 　 　 ｆ（Ｓ －∞ ）ｇ′（０）ｅ －ψ∗ｃ∗τ － ｆ（Ｓ －∞ ）ｇ′（０）ｅ －ψ∗ｃ∗τ ＝ ０．

所以 Ｑ（χ） ＝ ０ 有两个根 χ
１， χ

２， 且 ０ ＜ χ
１ ＜ χ

２ ．类似地， 再由文献［１９］中性质 ３．６ 和式（２１），
可得

　 　 Ｖ ＋∞（ ｚ） ＝ Ｔ３ｅ
χ１ ＋ Ｔ４ｅ

χ２， （２３）
其中 Ｔ ｊ（ ｊ ＝ ３，４） 是常数．

另一方面， 当 ｋ →＋ ∞ 时，有

　 　 Ｖｋ（ ｚ） ＝
Ｉｋ（ρ ｋ ＋ ｚ）
Ｉｋ（ρ ｋ）

＝ ｅ∫
ρｋ＋ｚ

ρｋ
（ Ｉ′ｋ（ ｓ） ／ Ｉｋ（ ｓ））ｄｓ → ｅψ∗ｚ，

则 Ｖ ＋∞（ ｚ） ＝ ｅψ∗ｚ ．因为 χ
１ ＜ ψ∗ ＜ χ

２，这与式（２２） 矛盾．所以， 存在一个 Ｔ０ ＞ ０ 使得 ρ ｋ ≥－ Ｔ０

成立．因此

　 　 ｆ（Ｓｋ（ － Ｔ０）） ＞
ｆ（Ｓ －∞ ） ＋ ｅｃ∗Ｋτγ（１ ／ ｇ′（Ｍ））

２
⇒

　 　 　 　 ｆ（Ｓ∗（ － Ｔ０）） ≥
ｆ（Ｓ －∞ ） ＋ ｅｃ∗Ｋτγ（１ ／ ｇ′（Ｍ））

２
．

这与 ｆ（Ｓｋ（ ｚ）） ≡ ｅｃ∗Ｋτγ（１ ／ ｇ′（Ｍ）） 矛盾．因此， 可得 Ｉ∗（ξ） ＞ ０．
接下来，可证 Ｓ∗（ ｚ） ＜ Ｓ －∞ 在Ｒ上成立．假设存在实数 使得 Ｓ∗（ ） ＝ Ｓ －∞ ．从而，Ｓ′∗（ ）

＝ ０ 且 Ｓ∗（ ） 满足

　 　 ０ ＝ ｃ∗Ｓ′∗（ ） ＝ ｄ１∫
Ｒ
Ｊ（ｙ）（Ｓ∗（ － ｙ） － Ｓ∗（ ））ｄｙ － ｆ（Ｓ∗（ ））ｇ（ Ｉ∗（ － ｃτ）） ≤

　 　 　 　 － ｆ（Ｓ∗（ ））ｇ（ Ｉ∗（ － ｃτ）） ．
这与 Ｉ∗ ＞ ０ 矛盾．

最后， 证明 Ｓ∗（ － ∞） ＝ Ｓ －∞ ．尽管证明的思想与文献［１７］中给定的相似， 但为了文章的

完整性还是给出详细的证明．设 ＝ ｌｉｍ ｉｎｆｘ→－∞ Ｓ∗（ｘ） ＝ Ｓ －∞ ．反证法，假设 ＜ Ｓ －∞ ， 则存在点

列 { η ｎ } ＋∞
ｎ ＝ １ 使得ｌｉｍｎ→＋∞ η ｎ ＝ － ∞ 和 ｌｉｍｎ→＋∞ Ｓ∗（η ｎ） ＝ 成立．定义函数：

　 　 ϕｎ（ｘ） Ｓ∗（ｘ ＋ θ ｎ）， ψ ｎ（ｘ） Ｉ∗（ｘ ＋ θ ｎ）， 　 　 ｘ ∈ Ｒ ．

３２７一类具有非线性发生率与时滞的非局部扩散 ＳＩＲ 模型的临界波的存在性



因此， 当 ｎ→＋ ∞ 时， ψ ｎ（ｘ） →０．提取子序列（仍然用 { θ ｎ } 表示）， 当 ｎ→＋ ∞ 时， ｌｉｍｎ→＋∞ θ ｎ

＝ － ∞ 且 ϕｎ → ϕ ＋∞ ， 其中 ϕ ＋∞ ∈ Ｃ１
ｌｏｃ（Ｒ） ．因此 ϕ ＋∞ 满足

　 　 ｃ∗ϕ′＋∞（ ｚ） ＝ ｄ１∫
Ｒ
Ｊ（ｙ）（ϕ ＋∞（ ｚ － ｙ） － ϕ ＋∞（ ｚ））ｄｙ ．

所以， ϕ ＋∞ ≡ ．因此
　 　 ｌｉｍ

ｎ→＋∞
Ｓ∗（ｘ ＋ θ ｎ） ＝ ． （２４）

又因为 （ｃｋ，Ｓｋ，Ｉｋ） 是系统（１６）的行波解， 所以

　 　 ｃｋＳ′ｋ（ ｚ） ＝ ｄ１∫
Ｒ
Ｊ（ｙ）（Ｓｋ（ ｚ － ｙ） － Ｓｋ（ ｚ））ｄｙ － ｆ（Ｓｋ（ ｚ））ｇ（ Ｉｋ（ ｚ － ｃτ）） ． （２５）

对式（１９）的第一个方程从 － ∞ 到 θ ｎ 积分， 可得

　 　 ｃｋ［Ｓｋ（θ ｎ） － σ］ ＝ ｄ１∫θｎ
－∞
∫
Ｒ
Ｊ（ｙ）（Ｓｋ（ ｚ － ｙ） － Ｓｋ（ ｚ））ｄｙｄｚ －

　 　 　 　 ∫θｎ
－∞

ｆ（Ｓｋ（ ｚ））ｇ（ Ｉｋ（ ｚ － ｃτ））ｄｚ，

其中 ｎ ∈ Ｎ ．又因为 Ｓｋ（ － ∞） ＝ Ｓ －∞ 且 Ｊ（ｘ） ＝ Ｊ（ － ｘ）， 可得

　 　 ∫θｎ
－∞
∫
Ｒ
Ｊ（ｙ）（Ｓｋ（ ｚ － ｙ） － Ｓｋ（ ｚ））ｄｙｄｚ ＝

　 　 　 　 ∫
Ｒ
Ｊ（ｙ）∫θｎ

－∞
（Ｓｋ（ ｚ － ｙ） － Ｓｋ（ ｚ））ｄｚｄｙ ＝

　 　 　 　 ∫
Ｒ
Ｊ（ｙ）（ － ｙ）∫θｎ

－∞
∫１

０
Ｓ′ｋ（ ｚ － ｔｙ）ｄｔｄｚｄｙ ＝

　 　 　 　 ∫
Ｒ
Ｊ（ｙ）（ － ｙ）∫１

０
［Ｓ′ｋ（θ ｎ － ｔｙ） － Ｓ －∞ ］ｄｔｄｙ ＝

　 　 　 　 ∫
Ｒ
Ｊ（ｙ）ｙ∫１

０
Ｓｋ（θ ｎ ＋ ｔｙ）ｄｔｄｙ ．

因此， 对 ｋ 取极限， 有

　 　 ｃ∗［Ｓ∗（θ ｎ） － Ｓ －∞ ］ ＝ ｄ１∫
Ｒ
Ｊ（ｙ）ｙ∫１

０
Ｓ∗（θ ｎ ＋ ｔｙ）ｄｔｄｙ －

　 　 　 　 ∫θｎ
－∞

ｆ（Ｓ∗（ ｚ））ｇ（ Ｉ∗（ ｚ － ｃτ））ｄｚ ．

因为 Ｓ∗，Ｉ∗均有界且∫
Ｒ
ｆ（Ｓ∗（ ｚ））ｇ（ Ｉ∗（ ｚ － ｃτ））ｄｚ ＜ ＋ ∞ ．则对 ｎ 取极限， 有

　 　 ０ ＞ ｃ∗［ － Ｓ －∞ ］ ≥ ０．
因此， Ｓ∗（ － ∞） ＝ Ｓ －∞ ．证毕． □

３　 应 用 实 例

这一节主要通过具体的生物模型进一步验证临界波的存在性．
在系统（５）中，令 ｆ（Ｓ） ＝ Ｓ，ｇ（ Ｉ） ＝ βＩ ／ （１ ＋ αＩ）， 则

　 　 ｆ（Ｓ（ｘ，ｔ））ｇ（ Ｉ（ｘ，ｔ － τ）） ＝ βＳ（ｘ，ｔ） Ｉ（ｘ，ｔ － τ）
１ ＋ αＩ（ｘ，ｔ － τ）

，

那么， 系统（５）就变为如下具有非线性发生率的时滞反应扩散方程：

　 　
ｃＳ′（ ｚ） ＝ ｄ１（Ｊ∗Ｓ（ ｚ） － Ｓ（ ｚ）） － βＳ（ ｚ） Ｉ（ ｚ － ｃτ）

１ ＋ αＩ（ ｚ － ｃτ）
，

ｃＩ′（ ｚ） ＝ ｄ２（Ｊ∗Ｉ（ ｚ） － Ｉ（ ｚ）） ＋ βＳ（ ｚ） Ｉ（ ｚ － ｃτ）
１ ＋ αＩ（ ｚ － ｃτ）

－ γＩ（ ｚ），

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２６）
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其中 β ＞ ０ 表示感染率， γ 表示恢复率，对于系统（２６）， 条件（Ｈ１）和（Ｈ２）显然成立．边界条

件： （Ｓ（ － ∞），Ｉ（ － ∞）） ＝ （Ｓ －∞ ，０） 是初始无病平衡点， （Ｓ（ ＋ ∞），Ｉ（ ＋ ∞）） ＝ （Ｓ ＋∞ ，０） 是某

一个无病平衡点， 且 Ｓ（ ＋ ∞） 为任意实数．显然，系统（２６）是在文献［２０］的基础上考虑到霍乱

具有潜伏期且易感者与感染者的活动可能是非局部的因素下建立的模型．
对系统（２６）的第二个方程在初始无病平衡点线性化， 则特征方程为

　 　 ｃλ ＝ ｄ２∫＋∞

－∞
Ｊ（ｙ）ｅ －λｙｄｙ － ｄ２ ＋ βＳ －∞ ｅ －λｃτ － γ ．

显然， 给定 βＳ －∞ ＞ γ， 则系统（２６）的最小传播速度为

　 　 ｃ∗ ｉｎｆ
λ ＞ ０

ｄ２∫＋∞

－∞
Ｊ（ｙ）ｅ －λｙｄｙ － ｄ２ ＋ βＳ －∞ ｅ －λｃτ － γ

λ
．

因为 ｇ′（ Ｉ） ＝ β ／ （１ ＋ αＩ） ２，所以 ｇ′（ Ｉ） ＞ ０且 ｇ′（０） ＝ β ．又 Ｓ（ ｚ） ≤ Ｓ －∞ ， 因此 ｆ（Ｓ（ ｚ）） ≤ Ｓ －∞ ，
则由系统的（２６）的第二个方程可得

　 　 Ｉ′
Ｉ

≤
ｄ２

ｃ ∫ＲＪ（ｙ）
Ｉ（ ｚ － ｙ）
Ｉ（ ｚ）

ｄｙ ＋
ｄ２ ＋ γ

ｃ
＋ βＳ －∞

ｅｘｐ（τ（ｄ２ ＋ γ））
ｃ

，

所以引理 １ 成立．由此可知引理 ２、引理 ３ 和引理 ４ 都成立， 则 Ｉ（ ｚ） 是有界的， 所以定理 １ 成

立．因此， 类似于文献［１４］的方法， 易得当波速 ｃ ＞ ｃ∗时， 系统（２６）存在满足边界条件的行波

解， 所以定理 ２ 成立．
任意选取一列严格递减序列 { ｃｋ } 使得 ｌｉｍｋ→＋∞ ｃｋ ＝ ｃ∗ ．由于当波速 ｃ ＞ ｃ∗ 时， 系统（２６）

存在满足边界条件的行波解．不失一般性， 假设 ｃｋ ∈ ［ ｃ∗，ｃ∗ ＋ １］ 且 （Ｓｋ， Ｉｋ） 是系统（２６） 的

行波解．则（Ｓｋ， Ｉｋ） 满足下面的模型：

　 　
ｃｋＳｋ′（ ｚ） ＝ ｄ１（Ｊ∗Ｓｋ（ ｚ） － Ｓｋ（ ｚ）） － βＳｋ（ ｚ）

Ｉｋ（ ｚ － ｃｋτ）
１ ＋ αＩｋ（ ｚ － ｃｋτ）

，

ｃｋＩｋ′（ ｚ） ＝ ｄ２（Ｊ∗Ｉｋ（ ｚ） － Ｉｋ（ ｚ）） ＋ βＳｋ（ ｚ）
Ｉｋ（ ｚ － ｃｋτ）

１ ＋ αＩｋ（ ｚ － ｃｋτ）
－ γＩｋ（ ｚ），

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２７）

其中

　 　 （Ｓｋ（ － ∞），Ｉｋ（ － ∞）） ＝ （Ｓ －∞ ，０）， （Ｓｋ，Ｉｋ）（ ＋ ∞） ＝ （Ｓ ＋∞ ，０） ．
又因为引理 ２ 和定理 １ 成立， 所以对每一个 ｋ， 都有 Ｉｋ 有界且 Ｉｋ（ ±∞） ＝ ０， 则证得引理 ５

成立， 因而 { Ｉｋ } 是一致有界的， 即总可以找到一个 Ｍ ＞ ０ 使得 Ｉｋ ≤Ｍ ．又因为 Ｉｋ 有界， 则由

系统（２７） 的第二个方程可得， ｜ Ｉ′ｋ ／ Ｉｋ ｜ 有界， 则存在一个常数 Ｋ ＞ ０ 使得 ｜ Ｉ′ｋ ／ Ｉｋ ｜ ≤ Ｋ ．

因此由理论结果可知， 当 Ｒ０ ＞ （１ ＋ αＭ） ２ｅｃ∗Ｋ τ 且 ｃ ＝ ｃ∗ 时， 系统（２６）存在满足边界条件

的行波解， 即定理 ３ 对于模型（２６）依然成立．

４　 总　 　 结

本文研究了一类具有非线性发生率与时滞的非局部扩散 ＳＩＲ 模型的临界波的存在性， 文

献［１４⁃１５］中没有讨论当 ｃ ＝ ｃ∗ 时， 系统（５）的行波解是否存在．受到文献［１７⁃１８］的启发，本文

证明了系统（５）在 Ｒ０ ＞ ｇ′（０）ｅｃ∗Ｋτ ／ ｇ′（Ｍ） 和 ｃ ＝ ｃ∗ 时， 存在行波解． 而对于 １ ＜ Ｒ０ ≤

ｇ′（０）ｅｃ∗Ｋτ ／ ｇ′（Ｍ） 和 ｃ ＝ ｃ∗， 同样认为其是临界波存在的条件， 这将是笔者下一步需要研究

的问题．

５２７一类具有非线性发生率与时滞的非局部扩散 ＳＩＲ 模型的临界波的存在性
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