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摘要：　 研究了立方 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程的二阶向后差分有限元方法（ＢＤＦ２⁃ＦＥＭ）的无条件最优误差

估计．首先，将误差分为时间误差和空间误差两部分．通过引入时间离散方程，得到时间离散方程解

的一致有界性，并给出时间误差估计．从而得到该方程在半隐格式下 ＢＤＦ２⁃ＦＥＭ 无条件最优误差估

计．最后，用数值算例验证了理论分析．
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引　 　 言

非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程是一个经典偏微分方程，该方程是孤立子理论中最重要的可积模

型，广泛应用在物理中的许多领域，例如，非线性光学、等离子体物理学［１⁃２］ ．Ｌｉ 和 Ｓｕｎ（李步扬、
孙伟伟）在分析非线性抛物型方程半隐格式 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 有限元方法的最优误差估计［３⁃４］中提出了

一种新的分析误差的方法，通过引入一个时间离散方程，把非线性抛物型方程的误差分为时间

误差和空间误差两部分，通过分析该时间离散方程，得到了强范数下时间离散方程解的一致有

界性，进而得到了全离散有限元解的一致有界性，最后得出最优误差估计是无条件稳定的．最
近，该方法也被用于讨论非线性 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程，由向后 Ｅｕｌｅｒ 方法（ＢＤＦ）研究该方程，向后

Ｅｕｌｅｒ 法常用于分析常微分方程（ＯＤＥｓ） ［５］，该方法具有稳定、迭代简单的优点．向后 Ｅｕｌｅｒ 法目

前也用于解决偏微分方程 （ ＰＤＥｓ） ［６］ ． Ｃａｉ （蔡文涛） 等将该误差分析技巧应用到非线性

Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程中，给出了在 Ｌ２ 范数下的半隐格式向后 Ｅｕｌｅｒ 有限元方法的无条件最优误差

估计［７］和全显格式下的 ＢＤＦ２⁃ＦＥＭ 的无条件最优误差估计［８］，并得到最优误差估计对时间步

长无强制条件，进一步说明了该最优误差估计是无条件收敛的，并将该分析方法推广到其他的

非线性抛物型方程．基于这种分析技巧并综合向后 Ｅｕｌｅｒ 法和 ＢＤＦ２ 两种离散格式，本文利用

半隐格式 ＢＤＦ２⁃ＦＥＭ 分析该方程的最优误差估计，通过引入一个时间离散方程，将误差分为

时间误差和空间误差两部分，得到强范数下时间离散方程解的一致有界性，进而得到全离散有

限元解的一致有界性，从而得到立方 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程在 Ｌ２ 范数下的无条件最优误差估计，且
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在半隐格式下的 ＢＤＦ２⁃Ｇａｌｅｒｋｉｎ ＦＥＭ［９］最优误差估计对时间步长无强制条件．相比较以前的工

作，该分析方法是无条件收敛的，对时间步长无约束条件，并降低了计算的复杂度．进一步地，
该方法可以推广到其他的非线性抛物型方程．

１　 预 备 知 识

在这一节中，定义 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程为

　 　
ｉｕｔ ＋ Δｕ ＋ （ －｜ ｕ ｜ ２ ＋｜ ｕ ｜ ４）ｕ ＝ ｇ， ｘ ∈ Ω， ０ ＜ ｔ ≤ Ｔ，
ｕ（ｘ，０） ＝ ｕ０（ｘ）， ｘ ∈ Ω，
ｕ ＝ ０， ｘ ∈ ∂Ω，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１）

其中 ｕ 是定义在 Ω × ［０，Ｔ］ 上的复值函数，Ω⊂ Ｒ２ 为有界域，边界为 ∂Ω ．假设 ｆ：Ｒ Ｒ是属

于 Ｃ２（Ｒ） 的已知函数，ｇ 为常函数．
令 Γｈ 是一个三角正则剖分，该剖分将区域Ω剖分成三角形 Ｔ ｊ， ｊ ＝ １，２，…，Ｍ的集合，且剖

分尺度 ｈ ＝ ｍａｘ ｊ { ｄｉａｍ Ｔ ｊ } ．若 Ｔ ｊ 在边界上， 则定义 Ｔ ｊ 为曲边部分； 若 Ｔ ｊ 为内部单元， 则 Ｔ ｊ ＝
Ｔ ｊ ．由上述定义， 有限元空间为

　 　 Ｖｈ ＝ { ｖｈ ∈ Ｃ（Ω
－
） } ； Ｓｈ ＝ { ｖｈ ∈ Ｃ（Ω

－
） } ，

式中 ｖｈ ｜ Ｔｊ 是次数为 ｒ的多项式，在 ∂Ω上 ｖｈ ＝ ０； ｖｈ ｜ Ｔ ｊ
是次数为 ｒ的多项式；Ｖｈ 是 Ｈ１

０（Ω） 的子

空间且 Ｓｈ 是 Ｈ１（Ω） 的子空间．定义 φ { φｖ：φｖ ＝ ０ 在 ∂Ω上； φｖ ＝ ｖ在 Ｔ ｊ 上∀ｖ∈ Ｓｈ } ．令 Ｆ：

Ｃ（Ω
－
） Ｓｈ 为 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 算子且赋值 Πｈ ＝ φＦ，则 Πｈ 是 Ｃ（Ω

－
） Ｖｈ 的插值算子．

设 ｕ，ｖ 是 Ｌ２（Ω） 内的复值函数，定义 Ｌ２ 内积空间为

　 　 （ｕ，ｖ） ＝ ∫
Ω
ｕ（ｘ） ｖ（ｘ）ｄｘ，

其中 ｖ－ 是 ｖ 的共轭函数．由文献［１０⁃１１］中的插值方法，得
　 　 ‖Πｈｖ － ｖ‖Ｌ２ ＋ ｈ‖ Ñ（Πｈｖ － ｖ）‖Ｌ２ ≤ Ｃｈｒ＋１‖ｖ‖Ｈｒ＋１，　 　 ∀ｖ ∈ Ｈｒ＋１（Ω）， （２）

其中 Ｃ 是正常数．
定义 Ｒｈ： Ｈ１

０（Ω） Ｖｈ 的 Ｒｉｔｚ 投影算子，则
　 　 （Ñ（ｖ － Ｒｈｖ），Ñｗ） ＝ ０，　 　 ∀ｖ，ｗ ∈ Ｖｈ ． （３）

由文献［１２⁃１３］所述的有限元方法，得
　 　 ‖ｖ － Ｒｈｖ‖Ｌ２ ＋ ｈ‖ Ñ（ｖ － Ｒｈｖ）‖Ｌ２ ≤ Ｃｈｒ＋１‖ｖ‖Ｈｒ＋１，　 　 ∀ｖ ∈ Ｈｒ＋１（Ω） ． （４）

定义逆不等式为

　 　 ‖ｖ‖Ｌ∞ ≤ Ｃｈ －ｄ ／ ２‖ｖ‖Ｌ２，　 　 ｄ ＝ ２，３， ｖ ∈ Ｖｈ ． （５）
令 τ 大于 ０为时间步长，ｔｎ ＝ ｎτ，ｎ ＝ ０，１，…，Ｎ是［０，Ｔ］ 上的一个正则剖分，这里 ｔＮ ＝ Ｔ，定

义 ｕｎ ＝ ｕ（ｘ，ｔｎ） ．对于序列 { ｙｎ } Ｎ
ｎ ＝ ０ 定义二阶向后差分形式为

　 　 Ｄτｙｎ ＝ １
τ

３
２

ｙｎ － ２ｙｎ－１ ＋ １
２

ｙｎ－２æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 ｎ ＝ ２，３，…，Ｎ ． （６）

由 ＢＤＦ２⁃Ｇａｌｅｒｋｉｎ ＦＥＭ 求解 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程（１）的数值解 Ｕｎ
ｈ ∈ Ｖｈ， 得

　 　 ｉ（ＤτＵｎ
ｈ，ｖｈ） － （ÑＵｎ

ｈ，Ñｖｈ） ＋ （２（ －｜ Ｕｎ－１
ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕｎ－１

ｈ ｜ ４）Ｕｎ
ｈ －

　 　 　 　 （ －｜ Ｕｎ－２
ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕｎ－２

ｈ ｜ ４）Ｕｎ
ｈ，ｖｈ） ＝ （ｇｎ，ｖｈ），　 　 ｎ ＝ ２，３，…，Ｎ ． （７）

对 ∀ｖｈ ∈ Ｖｈ，在初值条件下，Ｕ０
ｈ ＝ Πｈｕ０ 且 Ｕ１

ｈ 满足

　 　 ｉ
Ｕ１

ｈ － Ｕ０
ｈ

τ
，ｖｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ñ

Ｕ１
ｈ ＋ Ｕ０

ｈ

２
，Ñｖｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

２
（（ －｜ Ｕ１∗

ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕ１∗
ｈ ｜ ４）Ｕ１

ｈ ＋
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　 　 　 　 （ －｜ Ｕ０
ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕ０

ｈ ｜ ４）Ｕ１
ｈ，ｖｈ） ＝ ｇ１ ＋ ｇ０

２
，ｖｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，　 　 ∀ｖｈ ∈ Ｖｈ， （８）

这里

　 　 ｉ
Ｕ１∗

ｈ － Ｕ０
ｈ

τ
，ｖｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － （ÑＵ１∗

ｈ ，Ñｖｈ） ＋ （（ －｜ Ｕ０
ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕ０

ｈ ｜ ４）Ｕ０
ｈ，ｖｈ） ＝ （ｇ１，ｖｈ），

　 　 ∀ｖｈ ∈ Ｖｈ ． （９）
设 Ｕｎ 是上述时间半离散方程的解，则对于 ｎ ＝ ２，３，…，Ｎ， 有

　 　 ｉＤτＵｎ ＋ ΔＵｎ ＋ ２（ －｜ Ｕｎ－１ ｜ ２ ＋｜ Ｕｎ－１ ｜ ４）Ｕｎ －
　 　 　 　 （ －｜ Ｕｎ－２ ｜ ２ ＋｜ Ｕｎ－２ ｜ ４）Ｕｎ ＝ ｇｎ ． （１０）

边界条件为

　 　
Ｕｎ（ｘ） ＝ ０， ｘ ∈ ∂Ω， ｎ ＝ ２，３，…，Ｎ，
Ｕ０（ｘ） ＝ ｕ０（ｘ）， ｘ ∈ ∂Ω；{ （１１）

初值条件为

　 　 ｉ Ｕ
１ － Ｕ０

τ
＋ Δ Ｕ１ ＋ Ｕ０

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

２
（（ －｜ Ｕ１∗ ｜ ２ ＋｜ Ｕ１∗ ｜ ４）Ｕ１ ＋

　 　 　 　 （ －｜ Ｕ０ ｜ ２ ＋｜ Ｕ０ ｜ ４）Ｕ１） ＝ ｇ１ ＋ ｇ０

２
． （１２）

对 ∀ｘ ∈ Ω，Ｕ１∗ 定义为

　 　 ｉ Ｕ
１∗ － Ｕ０

τ
＋ ΔＵ１∗ ＋ （ －｜ Ｕ０ ｜ ２ ＋｜ Ｕ０ ｜ ４）Ｕ０ ＝ ｇ１ ． （１３）

在任意形式‖·‖的定义下误差函数可分解为［１４］

　 　 ‖Ｕｎ
ｈ － ｕｎ‖ ≤ ‖ｅｎ‖ ＋ ‖ｅｎｈ‖ ＋ ‖Ｕｎ － ＲｈＵｎ‖，

这里

　 　 ｅｎ ＝ Ｕｎ － ｕｎ， ｅｎｈ ＝ ＲｈＵｎ － Ｕｎ
ｈ ．

引理 １（Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式［１５］）　 令 τ，Ｂ，ａｋ，ｂｋ，ｃｋ 以及 γ ｋ（ｋ ≥ ０） 为非负数，得

　 　 ａｎ ＋ τ∑
ｎ

ｋ ＝ ０
ｂｋ ≤ τ∑

ｎ

ｋ ＝ ０
γ ｋａｋ ＋ τ∑

ｎ

ｋ ＝ ０
ｃｋ ＋ Ｂ，　 　 ｎ ≥ ０． （１４）

设 τγ ｋ ＜ １， 取 ϱｋ ＝ （１ － τγ ｋ）
－１， 得

　 　 ａｎ ＋ τ∑
ｎ

ｋ ＝ ０
ｂｋ ≤ ｅｘｐ τ∑

ｎ

ｋ ＝ ０
γ ｋϱｋ( ) τ∑

ｎ

ｋ ＝ ０
ｃｋ ＋ Ｂ( ) ，　 　 ｎ ≥ ０． （１５）

在证明过程中会用到下面的公式［１６］ ．
引理 ２　 若 α（ϕ） ＝ α ｎϕｎ ＋ … ＋ α０ 和 β（ϕ） ＝ β ｎϕｎ ＋ … ＋ β ０ 是两个次数至多为 ｎ 的多项

式且这两个多项式至少有一个次数为 ｎ， 同时这两个多项式没有公约数．令（·，·）为内积，若

　 　 Ｒｅ α（ϕ）
β（ϕ）

≥ ０，　 　 ｜ ϕ ｜ ≥ １，

则存在对称正定矩阵 Ｇ ＝ （ｇｉｊ） ∈ Ｒｎ× ｎ 和实数 δ ０，…，δ ｎ， 使得对内积空间中 ｖ０，…，ｖｎ， 有

　 　 Ｒｅ (∑
ｎ

ｉ ＝ ０
α ｉｖｉ，∑

ｎ

ｉ ＝ ０
β ｉｖｊ ) ＝ ∑

ｎ

ｉ， ｊ ＝ ０
ｇｉ， ｊ（ｖｉ，ｖｊ） － ∑

ｎ

ｉ， ｊ ＝ ０
ｇｉ， ｊ（ｖｉ

－１，ｖｊ －１） ＋ ∑
ｎ

ｉ ＝ ０
δ ｉｖｉ ． （１６）

引理 ３　 当 ｑ ≤ ５ 时，∃０ ≤ ζ ｑ ＜ １，使得 ｎ 阶 ＢＤＦ 方法形成的多项式

　 　 α（ϕ） ＝ ∑
ｎ

ｊ ＝ １

１
ｊ
ϕｎ－ｊ（ϕ － １） ｊ
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满足

　 　 Ｒｅ α（ϕ）
ϕｎ － ζ ｎϕｎ－１ ≥ ０，　 　 ｜ ϕ ｜ ≥ １， （１７）

这里 ζ ｎ 可能的最小值有：
　 　 ζ １ ＝ ζ ２ ＝ ０， ζ ３ ＝ ０．０８３ ６， ζ ４ ＝ ０．２８７ ８， ζ ５ ＝ ０．８１６ ０．
假设 １　 方程（１）的解存在且满足

　 　 ‖ｕ０‖Ｈｒ＋１ ＋ ‖ｕ‖Ｌ∞ （（０，Ｔ）；Ｈｒ＋１） ＋ ‖ｕｔ‖Ｌ２（（０，Ｔ）；Ｈｒ＋１） ＋
　 　 　 　 ‖ｕｔｔ‖Ｌ２（（０，Ｔ）；Ｈ１） ＋ ‖ｕｔｔｔ‖Ｌ２（（０，Ｔ）；Ｌ２） ≤ Ｃ ． （１８）
定理 １　 设方程（１）在边界条件（１１）及初值条件（１２）下有唯一解 ｕ，且满足假设 １．那么全离

散方程（７） ～（９）有唯一有限元解 Ｕｎ
ｈ，且存在 τ ０ ＞ ０ 和 ｈ０ ＞ ０，使得当 τ ≤ τ ０，ｈ ≤ ｈ０ 时，有

　 　 ‖ｕｎ － Ｕｎ
ｈ‖Ｌ２ ≤ Ｃ（τ ２ ＋ ｈｒ＋１）， （１９）

其中 Ｃ 是 Ω 上与 τ 和 ｈ 无关的正常数．

２　 时间误差估计

在本节中，给出 ｅｎ 的误差边界和 {Ｕｎ } Ｎ
ｎ ＝ ０ 在强范数下的一致有界性．设 ｕ 是方程（１） 的

解，则 ｎ ≥ ２ 时，有
　 　 ｉＤτｕｎ ＋ Δｕｎ ＋ ２（ －｜ ｕｎ－１ ｜ ２ ＋｜ ｕｎ－１ ｜ ４）ｕｎ － （ －｜ ｕｎ－２ ｜ ２ ＋｜ ｕｎ－２ ｜ ４）ｕｎ ＝
　 　 　 　 ｉＤτｕｎ － ｉｕｎ

ｔ ＋ （２（ －｜ ｕｎ－１ ｜ ２ ＋｜ ｕｎ－１ ｜ ４） －
　 　 　 　 （ －｜ ｕｎ－２ ｜ ２ ＋｜ ｕｎ－２ ｜ ４） － （ －｜ ｕｎ ｜ ２ ＋｜ ｕｎ ｜ ４））ｕｎ， （２０）

ｕ１ 满足

　 　 ｉ
ｕ１ － ｕ０

τ
＋ Δｕ１ ＋ （ －｜ ｕ０ ｜ ２ ＋｜ ｕ０ ｜ ４）ｕ０ ＝

　 　 　 　 ｉ
ｕ１ － ｕ０

τ
－ ｉｕ１

ｔ ＋ （ －｜ ｕ０ ｜ ２ ＋｜ ｕ０ ｜ ４）ｕ０ － （ －｜ ｕ１ ｜ ２ ＋｜ ｕ１ ｜ ４）ｕ１， （２１）

　 　 ｉ
ｕ１ － ｕ０

τ
＋ Δ

ｕ１ ＋ ｕ０

２
＋ １

２
（（ －｜ ｕ１ ｜ ２ ＋｜ ｕ１ ｜ ４）ｕ１ ＋ （ －｜ ｕ０ ｜ ２ ＋｜ ｕ０ ｜ ４）ｕ１） ＝

　 　 　 　 ｉ
ｕ１ － ｕ０

τ
－ ｕ１ ／ ２

ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Δ

ｕ１ ＋ ｕ０

２
－ ｕ１ ／ ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

２
（（ －｜ ｕ１ ｜ ２ ＋｜ ｕ１ ｜ ４）ｕ１ ＋

　 　 　 　 （ －｜ ｕ０ ｜ ２ ＋｜ ｕ０ ｜ ４）ｕ１） － （ －｜ ｕ１ ／ ２ ｜ ２ ＋｜ ｕ１ ／ ２ ｜ ４）ｕ１ ／ ２ ． （２２）
令

　 　 Ｑｎ ＝ ｉＤτｕｎ － ｉｕｎ
ｔ ＋ ２（ －｜ ｕｎ－１ ｜ ２ ＋｜ ｕｎ－１ ｜ ４）ｕｎ －

　 　 　 　 （ －｜ ｕｎ－２ ｜ ２ ＋｜ ｕｎ－２ ｜ ４）ｕｎ － （ －｜ ｕｎ ｜ ２ ＋｜ ｕｎ ｜ ４）ｕｎ，　 　 ｎ ≥ ２，

　 　 Ｑ１∗ ＝ ｉ
ｕ１ － ｕ０

τ
－ ｉｕ１

ｔ ＋ （ －｜ ｕ０ ｜ ２ ＋｜ ｕ０ ｜ ４）ｕ０ － （ －｜ ｕ１ ｜ ２ ＋｜ ｕ１ ｜ ４）ｕ１，

　 　 Ｑ１ ＝ ｉ
ｕ１ － ｕ０

τ
－ ｕ１ ／ ２

ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Δ

ｕ１ ＋ ｕ０

２
－ ｕ１ ／ ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

２
（（ －｜ ｕ１ ｜ ２ ＋｜ ｕ１ ｜ ４）ｕ１ ＋

　 　 　 　 （ －｜ ｕ０ ｜ ２ ＋｜ ｕ０ ｜ ４）ｕ１） － （ －｜ ｕ１ ／ ２ ｜ ２ ＋｜ ｕ１ ／ ２ ｜ ４）ｕ１ ／ ２ ．
由假设 １ 和 Ｔａｙｌｏｒ 展开式有

　 　 (∑
Ｎ

ｎ ＝ １
τ‖Ｑｎ‖２

Ｌ２ )
１ ／ ２

＋ τ（‖Ｑ１∗‖Ｌ２ ＋ ‖ ÑＱ１∗‖Ｌ２） ≤ Ｃτ ２ ． （２３）

６６６ 代　 　 猛　 　 　 尹　 　 小　 　 艳



定理 ２　 设方程（１）的唯一解 ｕ 满足假设 １，那么存在正常数 τ ０，使得当 τ ＜ τ ０ 时，时间半

离散方程（１０） ～ （１３）有唯一解 Ｕｎ，ｎ ＝ １，２，…，Ｎ， 则

　 　 ‖ｅｎ‖Ｌ２ ＋ ‖ Ñｅｎ‖Ｌ２ ＋ τ １ ／ ２‖ｅｎ‖Ｈ２ ≤ Ｃτ ２， （２４）
　 　 ｍａｘ

２≤ｎ≤Ｎ
‖ＤτＵｎ‖Ｈ２ ＋ ｍａｘ

１≤ｎ≤Ｎ
‖Ｕｎ‖Ｈ２ ≤ Ｃ ． （２５）

证明　 由方程（１０） ～ （１３）是线性椭圆方程知，它们的解 Ｕｎ 存在且唯一．在研究方程（２４）、
（２５）之前，首先由数学归纳证明下面的初步误差估计，存在正常数 τ′０，当 τ ＜ τ′０ 时，

　 　 ｍａｘ
１≤ｎ≤Ｎ

‖Ｕｎ‖Ｌ∞ ≤ Ｋ， （２６）

这里　 　 Ｋ ＝ ｍａｘ
０≤ｎ≤Ｎ

‖ｕｎ‖Ｌ∞ ＋ １．

由方程（１３）和（２１），得

　 　 ｉ ｅ
１∗

τ
＋ Δｅ１∗ ＝ Ｑ１∗， （２７）

这里　 　 ｅ１∗ ＝ ｕ１ － Ｕ１∗ ．
取方程（２７）两端乘以 ｅ１∗ 并在 Ω 内作内积有

　 　 ｉ
‖ｅ１∗‖２

Ｌ２

τ
－ ‖ Ñｅ１∗‖２

Ｌ２ ＝ （Ｑ１∗，ｅ１∗） ． （２８）

由方程（２３）和（２８）的虚部，得
　 　 ‖ｅ１∗‖Ｌ２ ≤ τ‖Ｑ１∗‖Ｌ２ ≤ Ｃτ ２ ． （２９）

取方程（２７）两端乘以 Δｅ１∗ 并在 Ω 内作内积，有

　 　 － ｉ
‖ Ñｅ１∗‖２

Ｌ２

τ
＋ ‖Δｅ１∗‖２

Ｌ２ ＝ （Ｑ１∗，Δｅ１∗） ． （３０）

由上述表达式可得

　 　 ‖ Ñｅ１∗‖２
Ｌ２ ≤ τ ｜ （Ｑ１∗，Δｅ１∗） ｜ ≤ １

２
τ ２‖ ÑＱ１∗‖２

Ｌ２ ＋ １
２
‖ Ñｅ１∗‖２

Ｌ２ （３１）

以及

　 　 ‖Δｅ１∗‖２
Ｌ２ ≤｜ （Ｑ１∗，Δｅ１∗） ｜ ≤ １

２
‖Ｑ１∗‖２

Ｌ２ ＋ １
２
‖Δｅ１∗‖２

Ｌ２ ． （３２）

由方程（２３）和（２９）、（３１）、（３２），得
　 　 ‖ Ñｅ１∗‖Ｌ２ ＋ τ‖Δｅ１∗‖Ｌ２ ≤ Ｃτ ２ ． （３３）

设 Ω 是光滑的，且由 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件，得
　 　 ‖ｅ１∗‖Ｈ２ ≤ Ｃ‖Δｅ１∗‖Ｌ２ ≤ Ｃτ ． （３４）

由假设 １ 和式（３４），得
　 　 ‖Ｕ１∗‖Ｌ∞ ≤ ‖ｕ１‖Ｌ∞ ＋ ‖ｕ１∗ － Ｕ１∗‖Ｌ∞ ≤ ‖ｕ１‖Ｌ∞ ＋ Ｃ‖ｅ１∗‖Ｈ２ ≤ Ｋ， （３５）
　 　 ‖Ｕ１∗‖Ｈ２ ≤ ‖ｕ１‖Ｈ２ ＋ ‖ｅ１∗‖Ｈ２ ≤ Ｃ ． （３６）

则存在一个正常数 τ １，使得 τ ≤ τ １， 方程（３５）、（３６）成立．
由方程（９）和（２２）得到误差方程为

　 　 ｉ
τ

ｅ１ ＋ １
２

Δｅ１ ＋ １
２

Φ１ ＝ Ｑ１， （３７）

这里

　 　 Φ１ ＝ （ －｜ ｕ１ ｜ ２ｕ１ ＋｜ ｕ１ ｜ ４ｕ１） － （ －｜ Ｕ１∗ ｜ ２Ｕ１ ＋｜ Ｕ１∗ ｜ ４Ｕ１） ＋
　 　 　 　 ２（ －｜ ｕ０ ｜ ２ ＋｜ ｕ０ ｜ ４）ｅ１ ．
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取方程（３７）两端乘以 ｅ１ 做内积，得

　 　 ｉ
τ
‖ｅ１‖２

Ｌ２ － １
２
‖ Ñｅ１‖２

Ｌ２ ＋ １
２
（Φ１，ｅ１） ＝ （Ｑ１，ｅ１） ． （３８）

由方程（３６）和假设 １，得
　 　 ‖Φ１‖Ｌ２ ≤ ‖（ － １ ＋ ２ξ）（ ｜ ｕ１ ｜ ＋ ｜ Ｕ１∗ ｜ ）ｅ１ｕ１ ＋
　 　 　 　 （ －｜ Ｕ１∗ ｜ ２ ＋｜ Ｕ１∗ ｜ ４）ｅ１‖Ｌ２ ＋ ‖２（ －｜ ｕ０ ｜ ２ ＋｜ ｕ０ ｜ ４）‖Ｌ２ ≤
　 　 　 　 Ｃτ ２ ＋ Ｃ‖ｅ１‖Ｌ２， （３９）

式中 ξ 是由中值定理得到的中值，若在下文中出现中值一律省略下标，均用 ξ 表示．
取方程（３８）的虚部，得

　 　 ‖ｅ１‖２
Ｌ２ ≤ Ｃτ‖Φ１‖２

Ｌ２ ＋ Ｃτ‖Ｑ１‖２
Ｌ２ ＋ １

２
τ‖ｅ１‖２

Ｌ２ ． （４０）

由方程（２３）和（３９），得
　 　 ‖ｅ１‖Ｌ２ ≤ Ｃτ ２ ． （４１）

在方程（３７）两端乘以 Δｅ１， 得

　 　 － ｉ
τ
‖ Ñｅ１‖２

Ｌ２ ＋ １
２
‖Δｅ１‖２

Ｌ２ ＋ １
２
（Φ１，Δｅ１） ＝ （Ｑ１，Δｅ１） ． （４２）

由方程（２３）、（３９）和（４２）的实部和虚部，得
　 　 ‖ Ñｅ１‖Ｌ２ ＋ τ １ ／ ２‖Δｅ１‖Ｌ２ ≤ Ｃτ ２ ． （４３）

由上述表达式可得

　 　 ‖Ｕ１‖Ｌ∞ ≤ ‖ｕ１‖Ｌ∞ ＋ ‖ｕ１ － Ｕ１‖Ｌ∞ ≤ ‖ｕ１‖Ｌ∞ ＋ Ｃ‖ｅ１‖Ｈ２ ≤ Ｋ，
则存在一个正常数 τ ２，使得 τ ≤ τ ２， 上述结果成立．

因此，当 ｎ ＝ １ 时，方程（２６）成立．假设 ｎ≤ｍ － １ 对于方程（２６）成立，现用数学归纳法证明

ｎ ＝ ｍ 成立．
由方程（１０）和（２０）得到误差方程为

　 　 ｉＤτ ｅｎ ＋ Δｅｎ ＋ Φｎ ＝ Ｑｎ， （４４）
这里

　 　 Φｎ ＝ ２［（ －｜ ｕｎ－１ ｜ ２ ＋｜ ｕｎ－１ ｜ ４）ｕｎ － （（ －｜ Ｕｎ－１ ｜ ２ ＋｜ Ｕｎ－１ ｜ ４）Ｕｎ）］ －
　 　 　 　 ［（ －｜ ｕｎ－２ ｜ ２ ＋｜ ｕｎ－２ ｜ ４）ｕｎ － （ －｜ Ｕｎ－２ ｜ ２ ＋｜ Ｕｎ－２ ｜ ４）Ｕｎ］ ． （４５）

由 Φｎ 的定义、假设 １ 和数学归纳法，得
　 　 ‖Φｎ‖Ｌ２ ≤ ２‖（ －｜ ｕｎ－１ ｜ ２ ＋｜ ｕｎ－１ ｜ ４）ｅｎ ＋
　 　 　 　 （ － １ ＋ ２ξ）（ ｜ ｕｎ－１ ｜ ＋ ｜ Ｕｎ－１ ｜ ）ｅｎ－１Ｕｎ‖Ｌ２ ＋
　 　 　 　 ‖（ －｜ ｕｎ－２ ｜ ２ ＋｜ ｕｎ－２ ｜ ４）ｅｎ ＋
　 　 　 　 （ － １ ＋ ２ξ）（ ｜ ｕｎ－２ ｜ ＋ ｜ Ｕｎ－２ ｜ ）ｅｎ－２Ｕｎ‖Ｌ２ ≤
　 　 　 　 Ｃ‖ｅｎ‖Ｌ２ ＋ Ｃ‖ｅｎ－１‖Ｌ２ ＋ Ｃ‖ｅｎ－２‖Ｌ２ ． （４６）

在方程（４４）两端乘以 ｅｎ，并在 Ω 内做内积，得
　 　 （ ｉＤτ ｅｎ，ｅｎ） － ‖ Ñｅｎ‖２

Ｌ２ ＋ （Φｎ，ｅｎ） ＝ （Ｑｎ，ｅｎ） ． （４７）
根据引理 ２，将 Ｄτ ｅｎ 展开，则

　 　 ｉ
τ

３
２

ｅｎ － ２ｅｎ－１ ＋ １
２

ｅｎ－２，ｅｎæ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

　 　 　 　 ｉ
τ (∑

２

ｉ， ｊ ＝ １
ｇｉ， ｊ（ｅｎ

＋ｉ－２，ｅｎ＋ｊ－２） － ∑
２

ｉ， ｊ ＝ １
ｇｉ， ｊ（ｅｎ

＋ｉ－３，ｅｎ＋ｊ－３） ＋ ∑
２

ｉ ＝ １
σ ｉｅｎ

－ｉ ) ． （４８）

８６６ 代　 　 猛　 　 　 尹　 　 小　 　 艳



由上述方程的虚部，得

　 　 １
τ ∑

２

ｉ， ｊ ＝ １
ｇｉ， ｊ（ｅｎ

＋ｉ－２，ｅｎ＋ｊ－２） － ∑
２

ｉ， ｊ ＝ １
ｇｉ， ｊ（ｅｎ

＋ｉ－３，ｅｎ＋ｊ－３）
Ｌ２

≤

　 　 　 　 ‖Ｉｍ（Φｎ，ｅｎ）‖２
Ｌ２ ＋ ‖Ｉｍ（Ｑｎ，ｅｎ）‖２

Ｌ２ ． （４９）
令

　 　 ｜ Ａ１ ｜ ２
Ｇ ＝ ∑

２

ｉ， ｊ ＝ １
ｇｉ， ｊ（ｅｉ

－１，ｅｊ －１），

则

　 　 ｜ Ａｎ ｜ ２
Ｇ ＝ ∑

２

ｉ， ｊ ＝ １
ｇｉ， ｊ（ｅｎ

＋ｉ－２，ｅｎ＋ｊ－２） ．

由方程（４５）、（４８）及 Ｙｏｕｎｇ 不等式，得
　 　 ｜ Ａｎ ｜ ２

Ｇ －｜ Ａｎ－１ ｜ ２
Ｇ ≤ ‖Ｉｍ（Φｎ，ｅｎ）‖２

Ｌ２ ＋ ‖Ｉｍ（Ｑｎ，ｅｎ）‖２
Ｌ２ ≤

　 　 　 　 Ｃτ‖Φｎ‖２
Ｌ２ ＋ Ｃτ‖Ｑｎ‖２

Ｌ２ ＋ τ‖ｅｎ‖２
Ｌ２ ≤

　 　 　 　 Ｃτ‖ｅｎ‖２
Ｌ２ ＋ Ｃτ ４ ． （５０）

对方程（４９）从 ｎ ＝ １ 到 ｎ ＝ ｍ 求和，则

　 　 ｜ Ａｎ ｜ ２
Ｇ ≤ ∑

ｍ

ｎ ＝ １
Ｃτ‖ｅｎ‖２

Ｌ２ ＋ Ｃτ ４ ＋｜ Ａ１ ｜ ２
Ｇ ≤ ∑

ｍ

ｎ ＝ １
Ｃτ‖ｅｎ‖２

Ｌ２ ＋ Ｃτ ４ ＋｜ ｅ１ ｜ ２
Ｌ２ ． （５１）

根据方程（５０）、（５１），有

　 　 ‖ｅｎ‖２
Ｌ２ ≤ ∑

ｍ

ｎ ＝ １
Ｃτ‖ｅｎ＋ｉ－２‖２

Ｌ２ ≤｜ Ａｎ ｜ ２
Ｇ ≤ ∑

ｍ

ｎ ＝ １
Ｃτ‖ｅｎ‖２

Ｌ２ ＋ Ｃτ ４ ． （５２）

由方程（４７） ～ （５１）和 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式，得
　 　 ‖ｅｎ‖Ｌ２ ≤ Ｃτ ２ ． （５３）

则存在一个正常数 τ ３，使得 τ ≤ τ ３， 方程（５３）成立．
在方程（４４）两边乘以 Ｄτ ｅｎ，并在 Ω 内做内积，得
　 　 ｉ‖Ｄτ ｅｎ‖２

Ｌ２ － （Ñｅｎ，ＤτÑｅｎ） ＋ （Φｎ，Ｄτ ｅｎ） ＝ （Ｑｎ，Ｄτ ｅｎ） ． （５４）
由上述方程的实部和引理 ２，得

　 　 １
τ ∑

２

ｉ， ｊ ＝ １
ｇｉ， ｊ（Ñｅｎ＋ｉ－２，Ñｅｎ＋ｊ－２） － ∑

２

ｉ， ｊ ＝ １
ｇｉ， ｊ（Ñｅｎ＋ｉ－３，Ñｅｎ＋ｊ－３） ＋ ∑

２

ｉ ＝ １
σ ｉ Ñｅｎ－ｉ

Ｌ２
≤

　 　 　 　 ｜ Ｒｅ（Φｎ，Ｄτ ｅｎ） ｜ ＋ ｜ Ｒｅ（Ｑｎ，Ｄτ ｅｎ） ｜ ． （５５）
下面，给出 ｜ Ｒｅ（Φｎ，Ｄτ ｅｎ） ｜ 和 ｜ Ｒｅ（Ｑｎ，Ｄτ ｅｎ） ｜ 的边界，对于方程（４４） 乘以 Φｎ，在 Ω 内

做内积，则
　 　 （ ｉＤτ ｅｎ，Φｎ） － （Ñｅｎ，ÑΦｎ） ＋ ‖Φｎ‖２

Ｌ２ ＝ （Ｑｎ，Φｎ） ． （５６）
根据上述方程，由方程（４６）、（５３）及 Ｙｏｕｎｇ 不等式，得

　 　 ｜ Ｒｅ（Φｎ，Ｄτ ｅｎ） ｜ ≤｜ Ｉｍ（Ｑｎ，Φｎ） ｜ ＋ ｜ Ｉｍ（ÑＲｎ，Ñｅｎ） ｜ ≤

　 　 　 　 １
２
‖ ÑΦｎ‖２

Ｌ２ ＋ １
２
‖ Ñｅｎ‖２

Ｌ２ ＋ １
２
‖Ｑｎ‖２

Ｌ２ ＋ １
２
‖Φｎ‖２

Ｌ２ ≤

　 　 　 　 Ｃ（‖ Ñｅｎ‖２
Ｌ２ ＋ ‖ Ñｅｎ－１‖２

Ｌ２ ＋ ‖ Ñｅｎ－２‖２
Ｌ２） ＋ １

２
‖Ｑｎ‖２

Ｌ２ ＋ Ｃτ ４ ． （５７）

同时，将方程（５５）的右端写为

　 　 ｜ Ｒｅ（Ｑｎ，Ｄτ ｅｎ） ｜ ＝｜ Ｒｅ（ｉＤτ ｕｎ － ｉｕｎ
ｔ ＋ ２（ －｜ ｕｎ－１ ｜ ２ｕｎ ＋｜ ｕｎ－１ ｜ ４ｕｎ） －

　 　 　 　 （ －｜ ｕｎ－２ ｜ ２ｕｎ ＋｜ ｕｎ－２ ｜ ４ｕｎ） － （ －｜ ｕｎ ｜ ２ｕｎ ＋｜ ｕｎ ｜ ４ｕｎ），Ｄτ ｅｎ） ｜ ≤
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　 　 　 　 ｜ （Ｄτｕｎ － ｕｎ
ｔ ，Ｄτ ｅｎ） ｜ ＋ ｜ ２（ －｜ ｕｎ－１ ｜ ２ｕｎ ＋｜ ｕｎ－１ ｜ ４ｕｎ） －

　 　 　 　 （ －｜ ｕｎ－２ ｜ ２ｕｎ ＋｜ ｕｎ－２ ｜ ４ｕｎ） － （ －｜ ｕｎ ｜ ２ｕｎ ＋｜ ｕｎ ｜ ４ｕｎ），Ｄτ ｅｎ） ｜ ． （５８）
对方程（４４）两端乘以 Ｄτｕｎ － ｕｎ

ｔ ，在 Ω 内做内积，得
　 　 （ ｉＤτ ｅｎ，Ｄτｕｎ － ｕｎ

ｔ ） － （Ñｅｎ，Ñ（Ｄτｕｎ － ｕｎ
ｔ ）） ＋ （Φｎ，Ｄτｕｎ － ｕｎ

ｔ ） ＝
　 　 　 　 （Ｑｎ，Ｄτｕｎ － ｕｎ

ｔ ） ． （５９）
对上述方程，由方程（４６）、（５３）、Ｔａｙｌｏｒ 公式和 Ｙｏｕｎｇ 不等式，得
　 　 ｜ （Ｄτ ｅｎ，Ｄτｕｎ － ｕｎ

ｔ ） ｜ ≤

　 　 　 　 １
２
‖ Ñｅｎ‖２

Ｌ２ ＋ １
２
‖ Ñ（Ｄτｕｎ － ｕｎ

ｔ ）‖２
Ｌ２ ＋ １

２
‖Φｎ‖２

Ｌ２ ＋

　 　 　 　 １
２
‖Ｑｎ‖２

Ｌ２ ＋ ‖（Ｄτｕｎ － ｕｎ
ｔ ）‖２

Ｌ２ ≤

　 　 　 　 １
２
‖ Ñｅｎ‖２

Ｌ２ ＋ １
２
‖ Ñ（Ｄτｕｎ － ｕｎ

ｔ ）‖２
Ｌ２ ＋ １

２
‖Ｑｎ‖２

Ｌ２ ＋ Ｃτ ４ ． （６０）

对方程（４４）两端乘以

　 　 ２（ －｜ ｕｎ－１ ｜ ２ ＋｜ ｕｎ－１ ｜ ４）ｕｎ － （ －｜ ｕｎ－２ ｜ ２ ＋｜ ｕｎ－２ ｜ ４）ｕｎ － （ －｜ ｕｎ ｜ ２ ＋｜ ｕｎ ｜ ４）ｕｎ，
在 Ω 内做内积，得

　 　 ｉ（Ｄτ ｅｎ，２（ －｜ ｕｎ－１ ｜ ２ ＋｜ ｕｎ－１ ｜ ４）ｕｎ － （ －｜ ｕｎ－２ ｜ ２ ＋｜ ｕｎ－２ ｜ ４）ｕｎ －
　 　 　 　 （ －｜ ｕｎ ｜ ２ ＋｜ ｕｎ ｜ ４）ｕｎ） ＋ （Δｅｎ，２（ －｜ ｕｎ－１ ｜ ２ ＋｜ ｕｎ－１ ｜ ４）ｕｎ －
　 　 　 　 （ －｜ ｕｎ－２ ｜ ２ ＋｜ ｕｎ－２ ｜ ４）ｕｎ － （ －｜ ｕｎ ｜ ２ ＋｜ ｕｎ ｜ ４）ｕｎ） ＋
　 　 　 　 （Φｎ，２（ －｜ ｕｎ－１ ｜ ２ ＋｜ ｕｎ－１ ｜ ４）ｕｎ － （ －｜ ｕｎ－２ ｜ ２ ＋｜ ｕｎ－２ ｜ ４）ｕｎ －
　 　 　 　 （ －｜ ｕｎ ｜ ２ ＋｜ ｕｎ ｜ ４）ｕｎ） ＝
　 　 　 　 （Ｑｎ，２（ －｜ ｕｎ－１ ｜ ２ ＋｜ ｕｎ－１ ｜ ４）ｕｎ － （ －｜ ｕｎ－２ ｜ ２ ＋｜ ｕｎ－２ ｜ ４）ｕｎ －
　 　 　 　 （ －｜ ｕｎ ｜ ２ ＋｜ ｕｎ ｜ ４）ｕｎ） ． （６１）

对上述方程，由方程（４６）、（５３）、假设 １ 和 Ｙｏｕｎｇ 不等式，得
　 　 ｜ （Ｄτ ｅｎ，２（ －｜ ｕｎ－１ ｜ ２ｕｎ ＋｜ ｕｎ－１ ｜ ４ｕｎ） －
　 　 　 　 （ －｜ ｕｎ－２ ｜ ２ｕｎ ＋｜ ｕｎ－２ ｜ ４ｕｎ） － （ －｜ ｕｎ ｜ ２ｕｎ ＋｜ ｕｎ ｜ ４ｕｎ）） ｜ ≤
　 　 　 　 Ｃ‖ Ñｅｎ‖２

Ｌ２ ＋ Ｃ‖２（ －｜ ｕｎ－１ ｜ ２ｕｎ ＋｜ ｕｎ－１ ｜ ４ｕｎ） －
　 　 　 　 （ －｜ ｕｎ－２ ｜ ２ｕｎ ＋｜ ｕｎ－２ ｜ ４ｕｎ）‖２

Ｈ１ ＋ Ｃ‖ －｜ ｕｎ ｜ ２ｕｎ ＋｜ ｕｎ ｜ ４ｕｎ‖２
Ｈ１ ＋

　 　 　 　 Ｃ‖Φｎ‖２
Ｌ２ ＋ Ｃ‖Ｑｎ‖２

Ｌ２ ≤
　 　 　 　 Ｃ‖ Ñｅｎ‖２

Ｌ２ ＋ Ｃ‖Ｑｎ‖２
Ｌ２ ＋ Ｃτ ４ ． （６２）

由方程（２３）、（５４） ～ （６２）及假设 １，得

　 　 ∑
２

ｉ， ｊ ＝ １
ｇｉ， ｊ（Ñｅｎ＋ｉ－２，Ñｅｎ＋ｊ－２） － ∑

２

ｉ， ｊ ＝ １
ｇｉ， ｊ（Ñｅｎ＋ｉ－３，Ñｅｎ＋ｊ－３）

Ｌ２
≤

　 　 　 　 Ｃτ（‖ Ñｅｎ‖２
Ｌ２ ＋ ‖ Ñｅｎ－１‖２

Ｌ２ ＋ ‖ Ñｅｎ－２‖２
Ｌ２） ＋ Ｃτ‖Ｑｎ‖２

Ｌ２ ＋ Ｃτ ４ ． （６３）
于是由方程（６２）、（６３）及引理 ２，得

　 　 ‖ Ñｅｎ‖ ≤ Ｃτ ２ ． （６４）
则存在一个正常数 τ ４，使得 τ ≤ τ ４， 方程（６４）成立．

在方程（４４）两端乘以 Δｅｎ，并在 Ω 内做内积，得

　 　 － ３ｉ
‖ Ñｅｎ‖２

Ｌ２

２τ
＋ ２ｉ （Ñｅｎ－１，Ñｅｎ）

τ
－ ｉ （Ñｅｎ－２，Ñｅｎ）

２τ
＋

　 　 　 　 ‖Δｅｎ‖２
Ｌ２ ＋ （Φｎ，Δｅｎ） ＝ （Ｑｎ，Δｅｎ） ． （６５）

０７６ 代　 　 猛　 　 　 尹　 　 小　 　 艳



由上述不等式，得
　 　 ‖Δｅｎ‖２

Ｌ２ ＝ Ｒｅ（Ｑｎ，Δｅｎ） － Ｒｅ（Φｎ，Δｅｎ） －

　 　 　 　 ２
τ

Ｉｍ（Ñｅｎ－１，Ñｅｎ） ＋ １
２τ

Ｉｍ（Ñｅｎ－２，Ñｅｎ） ． （６６）

由上述方程的实部、Ｙｏｕｎｇ 不等式及方程（２３）、（４６）、（５３）、（６４），得
　 　 ‖Δｅｎ‖２

Ｌ２ ≤

　 　 　 　 Ｃ
τ
（‖ Ñｅｎ‖２

Ｌ２ ＋ ‖ Ñｅｎ－１‖２
Ｌ２ ＋ ‖ Ñｅｎ－２‖２

Ｌ２） ＋ Ｃ‖Ｑｎ‖２
Ｌ２ ＋ Ｃ‖Φｎ‖２

Ｌ２ ≤

　 　 　 　 Ｃ
τ

τ ４ ＋ ‖ Ñｅｎ－１‖２
Ｌ２ ＋ ‖ Ñｅｎ－２‖２

Ｌ２ ＋ Ｃ‖Ｑｎ‖２
Ｌ２ ≤ Ｃτ ３， （６７）

于是

　 　 ‖ｅｎ‖Ｈ２ ≤ Ｃτ ３ ／ ２ ． （６８）
根据上述误差估计和假设 １，有

　 　 ‖Ｕｎ‖Ｌ∞ ≤ ‖ｕｎ‖Ｌ∞ ＋ ‖ｅｎ‖Ｌ∞ ≤ ‖ｕｎ‖Ｌ∞ ＋ Ｃ‖ｅｎ‖Ｈ２ ≤ Ｋ ． （６９）
则存在一个正常数 τ ５，使得 τ ≤ τ ５，上述结果成立．令 τ′０ ＝ ｍｉｎ { τ １，…，τ ５ } ．由此完成了方程

（２６）的证明． □
下面，证明方程（２４）、（２５）．由于已完成了方程（２６）的数学归纳，则当 ｎ ＝ Ｎ时，方程（５３）、

（６４）和（６８）均可证，所以方程（２４）成立．由假设 １ 和方程（２４）得
　 　 ｍａｘ

１≤ｎ≤Ｎ
‖Ｕｎ‖Ｈ２ ≤ ｍａｘ

１≤ｎ≤Ｎ
‖ｅｎ‖Ｈ２ ＋ ｍａｘ

１≤ｎ≤Ｎ
‖ｕｎ‖Ｈ２ ≤ Ｃ， （７０）

　 　 ｍａｘ
２≤ｎ≤Ｎ

‖ＤτＵｎ‖Ｈ２ ≤ ｍａｘ
２≤ｎ≤Ｎ

‖Ｄτ ｅｎ‖Ｈ２ ＋ ｍａｘ
２≤ｎ≤Ｎ

‖Ｄτｕｎ‖Ｈ２ ≤ Ｃ ． （７１）

则存在一个正常数 τ ６，使得 τ ≤ τ ６，方程（７０）、（７１） 成立．令 τ ０ ＝ ｍｉｎ { τ′０，τ ６ } ， 由此完成了定

理 ２ 的证明． □

３　 全离散有限元解

引理 ４　 若时间离散方程（１０） ～ （１３）有唯一解，则
　 　 ‖ＲｈＵｎ‖Ｌ∞ ≤ Ｍ ． （７２）
证明　 由方程（２）、（４）、（５）以及（２５），得
　 　 ‖ＲｈＵｎ‖Ｌ∞ ≤ ‖ＲｈＵｎ － ΠｈＵｎ‖Ｌ∞ ＋ ‖ΠｈＵｎ‖Ｌ∞ ≤
　 　 　 　 Ｃｈ２－ｄ ／ ２‖Ｕｎ‖Ｈ２ ＋ Ｃ‖Ｕｎ‖Ｌ∞ ≤ Ｍ ．

引理 ４ 的证明完成． □
定理 ３　 设方程（１）的唯一解 ｕ 满足假设 １，那么有限元方程（７） ～ （９）有唯一解 Ｕｎ

ｈ，ｎ ＝ １，
２，…，Ｎ，且存在 τ′ ＞ ０，ｈ′ ＞ ０，使得当 τ ≤ τ′，ｈ ≤ ｈ′ 有

　 　 ‖ｅｎｈ‖Ｌ２ ≤ Ｃｈ２， （７３）
　 　 ‖Ｕｎ

ｈ‖Ｌ∞ ≤ Ｍ ＋ １． （７４）
证明　 首先证明方程（７） ～ （９）的解存在且唯一，若线性全离散方程（７）有唯一解 Ｕｍ，当

且仅当 Ｕｎ
ｈ，ｎ ＝ １，２，…，ｍ － １， 对应的齐次方程

　 　 ｉ
τ
（λ ｈ，ｖｈ） － （Ñλ ｈ，Ñｖｈ） ＋ （２（ －｜ Ｕｎ－１

ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕｎ－１
ｈ ｜ ４）λ ｈ －

　 　 　 　 （ －｜ Ｕｎ－２
ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕｎ－２

ｈ ｜ ４）λ ｈ，ｖｈ） ＝ ０，　 　 λ ｈ ＝ Ｕｎ
ｈ， ｎ ＝ １，２，…，ｍ － １ （７５）

只有零解，则方程（７）的解存在且唯一．实际上，取上述方程 ｖｈ ＝ λ ｈ， 得

１７６立方 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程的半隐格式 ＢＤＦ２⁃ＦＥＭ 无条件最优误差估计



　 　 ｉ
τ
‖λ ｈ‖２

Ｌ２ － ‖ Ñλ ｈ‖２
Ｌ２ ＋ （２（ －｜ Ｕｎ－１

ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕｎ－１
ｈ ｜ ４） －

　 　 　 　 （ －｜ Ｕｎ－２
ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕｎ－２

ｈ ｜ ４））‖λ ｈ‖２
Ｌ２ ＝ ０．

显然，实部和虚部均为 ０，易得 λ ｈ ＝ ０．因此齐次方程（７５）只有零解．则对应的方程（７）的解存在

且是唯一的．同理可得方程（８）和（９）的解存在且唯一．
下面应用数学归纳证明误差估计方程（７４）．由 Ｕ０

ｈ ＝ Πｈｕ０、 方程（２）、（４）和假设 １，得到

　 　 ‖ｕ０ － Πｈｕ０‖Ｌ２ ≤ Ｃｈ２‖ｕ０‖Ｈ２ ≤ Ｃｈ２ ． （７６）
由上述不等式，方程（７２）以及假设 １，得

　 　 ‖ｅ０ｈ‖Ｌ２ ＝ ‖ＲｈＵ０ － Ｕ０
ｈ‖Ｌ２ ＝ ‖ＲｈＵ０ － ｕ０ ＋ ｕ０ － Πｈｕ０‖Ｌ２ ≤

　 　 　 　 ‖ＲｈＵ０ － ｕ０‖Ｌ２ ＋ ‖ｕ０ － Πｈｕ０‖Ｌ２ ≤ Ｃｈ２‖ｕ０‖Ｈ２ ≤ Ｃｈ２ ． （７７）
由方程（５）、（７２）和（７７），得

　 　 ‖Ｕ０
ｈ‖Ｌ∞ ≤ ‖ＲｈＵ０‖Ｌ∞ ＋ ‖ＲｈＵ０ － Ｕ０

ｈ‖Ｌ∞ ≤
　 　 　 　 Ｍ ＋ Ｃｈ －ｄ ／ ２‖ｅ０ｈ‖Ｌ２ ≤ Ｍ ＋ １． （７８）

则存在一个正常数 ｈ１，使得 ｈ ≤ ｈ１， 方程（７８）成立．
由方程（３）、（９）和（１３）得

　 　 ｉ
ｅ１∗ｈ
τ

，ｖｈ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － （Ñｅ１∗ｈ ，Ñｖｈ） ＋ （（ －｜ ｕ０ ｜ ２ｕ０ ＋｜ ｕ０ ｜ ４ｕ０） －

　 　 　 　 （ －｜ ｕ０
ｈ ｜ ２ｕ０

ｈ ＋｜ ｕ０
ｈ ｜ ４ｕ０

ｈ），ｖｈ） ＝

　 　 　 　 － ｉ
Ｕ１∗ － ＲｈＵ１∗

τ
，ｖｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｉ

Ｕ０ － Ｕ０
ｈ

τ
，ｖｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （７９）

这里　 　 ｅ１∗ｈ ＝ ＲｈＵ１∗ － Ｕ１∗
ｈ ．

令上述方程 ｖ ＝ ｅ１∗ｈ ， 则

　 　 ｉ
τ
‖ｅ１∗ｈ ‖２

Ｌ２ － ‖ Ñｅ１∗ｈ ‖２
Ｌ２ ＋ （（ －｜ Ｕ０ ｜ ２Ｕ０ ＋｜ Ｕ０ ｜ ４Ｕ０） －

　 　 　 　 （ －｜ Ｕ０
ｈ ｜ ２Ｕ０

ｈ ＋｜ Ｕ０
ｈ ｜ ４Ｕ０

ｈ），ｅ１
∗

ｈ ） ＝

　 　 　 　 － ｉ
Ｕ１∗ － ＲｈＵ１∗

τ
，ｅ１∗ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ ｉ

Ｕ０ － Ｕ０
ｈ

τ
，ｅ１∗ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （８０）

由上述方程的虚部，得
　 　 ‖ｅ１∗ｈ ‖２

Ｌ２ ≤ τ ｜ Ｉｍ（（ －｜ Ｕ０ ｜ ２Ｕ０ ＋｜ Ｕ０ ｜ ４Ｕ０） －

　 　 　 　 （ －｜ Ｕ０
ｈ ｜ ２Ｕ０

ｈ ＋｜ Ｕ０
ｈ ｜ ４Ｕ０

ｈ），ｅ１
∗

ｈ ） ｜ ＋
　 　 　 　 ｜ Ｒｅ（Ｕ１ － ＲｈＵ１，ｅ１∗ｈ ） ｜ ＋ ｜ Ｒｅ（Ｕ０ － Ｕ０

ｈ，ｅ１
∗

ｈ ） ｜ ≤
　 　 　 　 τ ｜ （ － １ ＋ ２ξ）（（ ｜ Ｕ０ ｜ ２ －｜ Ｕ０

ｈ ｜ ２）Ｕ０ ＋

　 　 　 　 （ －｜ Ｕ０
ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕ０

ｈ ｜ ４）（Ｕ０ － ＲｈＵ０ ＋ ＲｈＵ０ － Ｕ０
ｈ），ｅ１

∗
ｈ ） ｜ ＋

　 　 　 　 ｜ （Ｕ１ － ＲｈＵ１，ｅ１∗ｈ ） ｜ ＋ ｜ （Ｕ０ － Ｕ０
ｈ，ｅ１

∗
ｈ ） ｜ ． （８１）

令 α１ ＝ （ － １ ＋ ２ξ）（（ ｜ Ｕ０ ｜ ２ －｜ Ｕ０
ｈ ｜ ２）Ｕ０ ＋ （ －｜ Ｕ０

ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕ０
ｈ ｜ ４）（Ｕ０ － ＲｈＵ０ ＋ ＲｈＵ０ － Ｕ０

ｈ），ｅ１
∗

ｈ ），
由假设 １、Ｙｏｕｎｇ 不等式、方程（４）、（３５）、（３６）、（７７）和（７８），得

　 　 ｜ α１ ｜ ≤｜ （（ － １ ＋ ２ξ）（Ｕ０ － ＲｈＵ０）（ ｜ Ｕ０ ｜ ＋ ｜ Ｕ０
ｈ ｜ ）Ｕ０，ｅ１∗ｈ ） ｜ ＋

　 　 　 　 ｜ （（ － １ ＋ ２ξ）（ＲｈＵ０ － Ｕ０
ｈ）（ ｜ Ｕ０ ｜ ＋ ｜ Ｕ０

ｈ ｜ ）Ｕ０，ｅ１∗ｈ ） ｜ ＋
　 　 　 　 ｜ （（ －｜ Ｕ０

ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕ０
ｈ ｜ ４）（Ｕ１∗ － ＲｈＵ１∗），ｅ１∗ｈ ） ｜ ＋

２７６ 代　 　 猛　 　 　 尹　 　 小　 　 艳



　 　 　 　 ｜ （（ －｜ Ｕ０
ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕ０

ｈ ｜ ４）ｅ０ｈ，ｅ１
∗

ｈ ） ｜ ≤

　 　 　 　 ２‖ｅ１∗ｈ ‖２
Ｌ２ ＋ Ｃ‖ｅ０ｈ‖２

Ｌ２ ＋ １
２
‖（ － １ ＋ ２ξ）（Ｕ０ － ＲｈＵ０）（ ｜ Ｕ０ ｜ ＋ ｜ Ｕ０

ｈ ｜ ）Ｕ０‖２
Ｌ２ ＋

　 　 　 　 １
２
‖（ － １ ＋ ２ξ）（ＲｈＵ０ － Ｕ０

ｈ）（ ｜ Ｕ０ ｜ ＋ ｜ Ｕ０
ｈ ｜ ）Ｕ０‖２

Ｌ２ ＋

　 　 　 　 １
２
‖（ －｜ Ｕ０

ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕ０
ｈ ｜ ４）（Ｕ０ － ＲｈＵ０）‖２

Ｌ２ ≤

　 　 　 　 （２ ＋ Ｃ）‖ｅ１∗ｈ ‖２
Ｌ２ ＋ Ｃｈ４ ． （８２）

由假设 １、方程（４）、（３６）、（７８）、（８１）和（８２），得

　 　 ‖ｅ１∗ｈ ‖２
Ｌ２ ≤ （２ ＋ Ｃ）‖ｅ１∗ｈ ‖２

Ｌ２τ ＋ １
３
‖ｅ１∗ｈ ‖２

Ｌ２ ＋ Ｃｈ４ ． （８３）

则存在一个正常数 ｈ２，使得 ｈ ≤ ｈ２， 方程（８３）成立．
　 　 ‖ｅ１∗ｈ ‖Ｌ２ ≤ Ｃｈ２ ． （８４）

由方程（５）、（７２）和上述不等式，得
　 　 ‖Ｕ１∗

ｈ ‖Ｌ∞ ≤ ‖ＲｈＵ１∗‖Ｌ∞ ＋ ‖ＲｈＵ１∗ － Ｕ１∗
ｈ ‖Ｌ∞ ≤

　 　 　 　 Ｍ ＋ Ｃｈ －ｄ ／ ２‖ｅ１∗ｈ ‖Ｌ２ ≤ Ｍ ＋ １．
则存在一个正常数 ｈ３，使得 ｈ ≤ ｈ３， 上述结果成立．

由方程（３）、（８）和（１２），得

　 　 ｉ
τ
（ｅ１ｈ － ｅ０ｈ，ｖｈ） － １

２
（Ñ（ｅ１ｈ ＋ ｅ０ｈ），Ñｖｈ） ＋

　 　 　 　 １
２
（（ －｜ Ｕ１∗ ｜ ２Ｕ１ ＋｜ Ｕ１∗ ｜ ４Ｕ１） － （ －｜ Ｕ１∗

ｈ ｜ ２Ｕ１
ｈ ＋｜ Ｕ１∗

ｈ ｜ ４Ｕ１
ｈ），ｖｈ） ＋

　 　 　 　 １
２
（（ －｜ Ｕ０ ｜ ２Ｕ１ ＋｜ Ｕ０ ｜ ４Ｕ１） － （ －｜ Ｕ０

ｈ ｜ ２Ｕ１
ｈ ＋｜ Ｕ０

ｈ ｜ ４Ｕ１
ｈ），ｖｈ） ＝

　 　 　 　 － ｉ
τ
（（Ｕ１ － Ｕ０） － Ｒｈ（Ｕ１ － Ｕ０），ｖｈ） ． （８５）

令上述方程 ｖｈ ＝ ｅ１ｈ ＋ ｅ０ｈ， 得

　 　 ‖ｅ１ｈ‖２
Ｌ２ － ‖ｅ０ｈ‖２

Ｌ２ ≤
　 　 　 　 Ｃτ ｜ （（ － １ ＋ ２ξ）（Ｕ１∗ － ＲｈＵ１∗

ｈ ）（ ｜ Ｕ１∗ ｜ ＋ ｜ Ｕ１∗
ｈ ｜ ）Ｕ１，ｅ１ｈ ＋ ｅ０ｈ） ｜ ＋

　 　 　 　 Ｃτ ｜ （（ － １ ＋ ２ξ）ｅ１∗ｈ （ ｜ Ｕ１∗ ｜ ＋ ｜ Ｕ１∗
ｈ ｜ ）Ｕ１，ｅ１ｈ ＋ ｅ０ｈ） ｜ ＋

　 　 　 　 Ｃτ ｜ （（ －｜ Ｕ１∗
ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕ１∗

ｈ ｜ ４）（ ｜ Ｕ１ ｜ ２ －｜ Ｕ１
ｈ），ｅ１ｈ ＋ ｅ０ｈ） ｜ ＋

　 　 　 　 Ｃτ ｜ （（ －｜ Ｕ１∗
ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕ１∗

ｈ ｜ ４）ｅ１ｈ，ｅ１ｈ ＋ ｅ０ｈ） ｜ ＋
　 　 　 　 Ｃτ ｜ （（ － １ ＋ ２ξ）（Ｕ０ － ＲｈＵ０

ｈ）（ ｜ Ｕ０ ｜ ＋ ｜ Ｕ０
ｈ ｜ ）Ｕ１，ｅ１ｈ ＋ ｅ０ｈ） ｜ ＋

　 　 　 　 Ｃτ ｜ （（ － １ ＋ ２ξ）ｅ１ｈ（ ｜ Ｕ０ ｜ ＋ ｜ Ｕ０
ｈ ｜ ）Ｕ１，ｅ１ｈ ＋ ｅ０ｈ） ｜ ＋

　 　 　 　 Ｃτ ｜ （（ －｜ Ｕ０
ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕ０

ｈ ｜ ４）（Ｕ１ － ＲｈＵ１），ｅ１ｈ ＋ ｅ０ｈ） ｜ ＋
　 　 　 　 Ｃτ ｜ （（ －｜ Ｕ０

ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕ０
ｈ ｜ ４）ｅ１ｈ，ｅ１ｈ ＋ ｅ０ｈ） ｜ ＋

　 　 　 　 Ｃτ ｜ （（Ｕ１ － Ｕ０） － Ｒｈ（Ｕ１ － Ｕ０），ｅ１ｈ ＋ ｅ０ｈ） ｜ ． （８６）
由方程（２５）、（３５）、（３６）、（７７）和（８６）得

　 　 ‖ｅ１ｈ‖２
Ｌ２ ≤ ‖ｅ０ｈ‖２

Ｌ２ ＋ Ｃｈ４‖Ｕ１‖２
Ｈ２ ＋ Ｃτ（‖ｅ０ｈ‖２

Ｌ２ ＋ ‖ｅ１ｈ‖２
Ｌ２） ＋

　 　 　 　 ‖ｅ１∗ｈ ‖２
Ｌ２ ＋ １

２
‖ｅ１ｈ‖２

Ｌ２ ＋ Ｃｈ４‖（Ｕ０ ＋ Ｕ１）‖２
Ｈ２ ≤

３７６立方 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程的半隐格式 ＢＤＦ２⁃ＦＥＭ 无条件最优误差估计



　 　 　 　 Ｃτ‖ｅ１ｈ‖２
Ｌ２ ＋ １

２
‖ｅ１ｈ‖２

Ｌ２ ＋ Ｃｈ４， （８７）

因此

　 　 ‖ｅ１ｈ‖Ｌ２ ≤ Ｃｈ２ ． （８８）
由方程（５）、（７２）和上述不等式，得

　 　 ‖Ｕ１
ｈ‖Ｌ∞ ≤ ‖ＲｈＵ１‖Ｌ∞ ＋ ‖ＲｈＵ１ － Ｕ１

ｈ‖Ｌ∞ ≤
　 　 　 　 Ｍ ＋ Ｃｈ －ｄ ／ ２‖ｅ１ｈ‖Ｌ２ ≤ Ｍ ＋ １． （８９）

则存在一个正常数 ｈ４，使得 ｈ ≤ ｈ４， 方程（８９）成立．
因此，当 ｎ ＝ １ 时方程（７４）成立．假设 ｎ ≤ ｍ － １ 对于方程（７４）成立，现在证明 ｎ ＝ ｍ 成立．

由方程（３）、（７）和（１０）得
　 　 ｉ（Ｄτ ｅｎｈ，ｖｈ） － （Ñｅｎｈ，Ñｖｈ） ＋ （２（（ －｜ Ｕｎ－１ ｜ ２ ＋｜ Ｕｎ－１ ｜ ４）Ｕｎ －
　 　 　 　 （ －｜ Ｕｎ－１

ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕｎ－１
ｈ ｜ ４）Ｕｎ

ｈ） － （ －｜ Ｕｎ－２ ｜ ２ ＋｜ Ｕｎ－２ ｜ ４）Ｕｎ ＋
　 　 　 　 （ －｜ Ｕｎ－２

ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕｎ－２
ｈ ｜ ４）Ｕｎ

ｈ，ｖｈ） ＝ － ｉ（Ｄτ（Ｕｎ － ＲｈＵｎ），ｖｈ） ． （９０）
令 ｖｈ ＝ ｅｎｈ， 代入上述方程得

　 　 ｉ
τ

３
２

ｅｎｈ － ２ｅｎ－１ｈ ＋ １
２

ｅｎ－２ｈ ，ｅｎｈ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － ‖ Ñｅｎｈ‖２

Ｌ２ ＋

　 　 　 　 （２（（ －｜ Ｕｎ－１ ｜ ２ ＋｜ Ｕｎ－１ ｜ ４）Ｕｎ － （ －｜ Ｕｎ－１
ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕｎ－１

ｈ ｜ ４）Ｕｎ
ｈ） －

　 　 　 　 （ －｜ Ｕｎ－２ ｜ ２ ＋｜ Ｕｎ－２ ｜ ４）Ｕｎ ＋ （ －｜ Ｕｎ－２
ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕｎ－２

ｈ ｜ ４）Ｕｎ
ｈ，ｅｎｈ） ＝

　 　 　 　 － ｉ（Ｄτ（Ｕｎ － ＲｈＵｎ），ｅｎｈ） ． （９１）
取上述方程的虚部及引理 ２，得

　 　 ∑
２

ｉ， ｊ ＝ １
ｇｉ， ｊ（ｅｎ

＋ｉ－２
ｈ ，ｅｎ＋ｊ－２ｈ ） － ∑

２

ｉ， ｊ ＝ １
ｇｉ， ｊ（ｅｎ

＋ｉ－３
ｈ ，ｅｎ＋ｊ－３ｈ ）

Ｌ２
≤

　 　 　 　 τ ｜ （２（（ －｜ Ｕｎ－１ ｜ ２ ＋｜ Ｕｎ－１ ｜ ４）Ｕｎ － （ －｜ Ｕｎ－１
ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕｎ－１

ｈ ｜ ４）Ｕｎ
ｈ） －

　 　 　 　 （ －｜ Ｕｎ－２ ｜ ２ ＋｜ Ｕｎ－２ ｜ ４）Ｕｎ ＋
　 　 　 　 （ －｜ Ｕｎ－２

ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕｎ－２
ｈ ｜ ４）Ｕｎ

ｈ，ｅｎｈ） ｜ ＋ τ ｜ （Ｄτ（Ｕｎ － ＲｈＵｎ），ｅｎｈ） ｜ ． （９２）
令

　 　 Ｓ２ ＝ （２（（ －｜ Ｕｎ－１ ｜ ２ ＋｜ Ｕｎ－１ ｜ ４）Ｕｎ － （ －｜ Ｕｎ－１
ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕｎ－１

ｈ ｜ ４）Ｕｎ
ｈ） －

　 　 　 　 （ －｜ Ｕｎ－２ ｜ ２ ＋｜ Ｕｎ－２ ｜ ４）Ｕｎ ＋ （ －｜ Ｕｎ－２
ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕｎ－２

ｈ ｜ ４）Ｕｎ
ｈ，ｅｎｈ） ． （９３）

由假设 １、Ｙｏｕｎｇ 不等式、方程（４）、（２４）、（２５）以及数学归纳法，得
　 　 ｜ Ｓ２ ｜ ≤｜ ２（（ － １ ＋ ２ξ）（Ｕｎ－１ － ＲｈＵｎ－１ ＋ ＲｈＵｎ－１ － Ｕｎ－１

ｈ ） ×
　 　 　 　 （ ｜ Ｕｎ－１ ｜ ＋ ｜ Ｕｎ－１

ｈ ｜ ）Ｕｎ，ｅｎｈ） ｜ ＋
　 　 　 　 ｜ （２（ －｜ Ｕｎ－１

ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕｎ－１
ｈ ｜ ４）（Ｕｎ － ＲｈＵｎ ＋ ＲｈＵｎ － Ｕｎ

ｈ），ｅｎｈ） ｜ ＋
　 　 　 　 ｜ （（ － １ ＋ ２ξ）（Ｕｎ－２ － ＲｈＵｎ－２ ＋ ＲｈＵｎ－２ － Ｕｎ－２

ｈ ）（ ｜ Ｕｎ－２ ｜ ＋ ｜ Ｕｎ－２
ｈ ｜ ）Ｕｎ，ｅｎｈ） ｜ ＋

　 　 　 　 ｜ （（ －｜ Ｕｎ－２
ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕｎ－２

ｈ ｜ ４）（Ｕｎ － ＲｈＵｎ ＋ ＲｈＵｎ － Ｕｎ
ｈ），ｅｎｈ） ｜ ≤

　 　 　 　 Ｃｈ４ ＋ Ｃ（‖ｅｎｈ‖Ｌ２ ＋ ‖ｅｎ－１ｈ ‖Ｌ２ ＋ ‖ｅｎ－２ｈ ‖Ｌ２） ． （９４）
由方程（４）、引理 ２、Ｙｏｕｎｇ 不等式及 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式，得

　 　 ‖ｅｎｈ‖Ｌ２ ≤ Ｃｈ２ ． （９５）
由方程（５）、（７２）和上述不等式，得

　 　 ‖Ｕｎ
ｈ‖Ｌ∞ ≤ ‖ＲｈＵｎ‖Ｌ∞ ＋ ‖ＲｈＵｎ － Ｕｎ

ｈ‖Ｌ∞ ≤ Ｍ ＋ Ｃｈ －ｄ ／ ２‖ｅｎｈ‖Ｌ２ ≤ Ｍ ＋ １．
则存在一个正常数 ｈ５，使得 ｈ≤ ｈ５，上式成立．令 ｈ′ ＝ｍｉｎ { ｈ１，…，ｈ５ } ．由此完成了方程（７４）的

４７６ 代　 　 猛　 　 　 尹　 　 小　 　 艳



证明． □
下面证明方程（７３），由于方程（７４）用数学归纳法可证，当 ｎ ＝ Ｎ 时方程（９５）也成立，由此

证明完成． □

注 １　 上述误差估计在 Ｌ２ 范数下是最优的，由于在定理 ３ 中 Ｌ２ 误差估计与 τ 无关，因此可由逆不等式得

到 Ｈ１ 的误差估计：
　 　 ‖ Ñｅｎｈ‖Ｌ２ ≤ Ｃｈ －１‖ｅｎｈ‖Ｌ２ ≤ Ｃｈ ．

由假设 １、定理 ２、定理 ３ 和方程（４），可得到 ｒ ＝ １ 时 Ｌ２ 和 Ｈ１ 范数下的最优误差估计．
推论 １　 设方程（１）的唯一解 ｕ 满足假设 １，那么有限元方程（７） ～ （９）有唯一解 Ｕｎ

ｈ，ｎ ＝ １，
２，…，Ｎ，且存在 τ″ ＞ ０，ｈ″ ＞ ０， 使得当 τ ≤ τ″，ｈ ≤ ｈ″ 有

　 　 ‖ｕｎ － Ｕｎ
ｈ‖Ｌ２ ≤ Ｃ（τ ２ ＋ ｈ２），

　 　 ‖ｕｎ － Ｕｎ
ｈ‖Ｈ１ ≤ Ｃ（τ ２ ＋ ｈ） ．

下面证明定理 １．设 σ ｎ
ｈ ＝ Ｒｈｕｎ － Ｕｎ

ｈ， 且由方程（２）、（４）和假设 １，得
　 　 ‖σ ０

ｈ‖ ≤ ‖Ｒｈｕ０ － ｕ０ ＋ ｕ０ － Πｈｕ０‖Ｌ２ ≤ Ｃｈｒ＋１ ． （９６）
由方程（３）、（９）和（２１），得

　 　 ｉ
σ １∗

ｈ － σ ０
ｈ

τ
，ｖｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － （Ñσ １∗

ｈ ，Ñｖｈ） ＋

　 　 　 　 （（ －｜ ｕ０ ｜ ２ ＋｜ ｕ０ ｜ ４）ｕ０ － （ －｜ Ｕ０
ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕ０

ｈ ｜ ４）Ｕ０
ｈ，ｖｈ） ＝

　 　 　 　 （Ｑ１∗，ｖｈ） － ｉ
ｕ１ － ｕ０ － Ｒｈ（ｕ１ － ｕ０）

τ
，ｖｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （９７）

这里　 　 σ １∗
ｈ ＝ Ｒｈｕ１ － Ｕ１∗

ｈ ．
对上述方程，令 ｖｈ ＝ σ １∗

ｈ ，为证明过程简洁，取 Ｅ１ ＝ σ １∗
ｈ ，Ｅ０ ＝ σ ０

ｈ， 由引理 ２ 得到

　 　 ｉ
τ ∑

２

ｉ， ｊ ＝ １
ｇｉ， ｊ（Ｅ ｉ，Ｅ ｊ） － ∑

２

ｉ， ｊ ＝ １
ｇｉ， ｊ（Ｅ ｉ －１，Ｅ ｊ －１） ＋ ∑

２

ｉ ＝ １
σ ｉＥｎ－ｉ( ) ＝ ｉ

σ １∗
ｈ － σ ０

ｈ

τ
，ｖｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （９８）

令

　 　 ｜ Ｂ１ ｜ ２
Ｇ ＝ ∑

２

ｉ， ｊ ＝ １
ｇｉ， ｊ（Ｅ ｉ，Ｅ ｊ），

则

　 　 ｜ Ｂ０ ｜ ２
Ｇ ＝ ∑

２

ｉ， ｊ ＝ １
ｇｉ， ｊ（Ｅ ｉ －１，Ｅ ｊ －１） ．

由方程（９６）、（９７）和 Ｙｏｕｎｇ 不等式，得
　 　 ‖Ｅ１‖Ｌ２ ≤ ‖Ｂ１‖Ｌ２ ≤
　 　 　 　 ‖Ｅ０‖Ｌ２ ＋ Ｃτ ｜ （（（ －｜ ｕ０ ｜ ２ ＋｜ ｕ０ ｜ ４） － （ －｜ Ｕ０

ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕ０
ｈ ｜ ４））ｕ０，Ｅ１） ｜ ＋

　 　 　 　 Ｃτ ｜ （（ －｜ Ｕ０
ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕ０

ｈ ｜ ４）（ｕ０ － Ｒｈｕ０），Ｅ１） ｜ ＋
　 　 　 　 Ｃτ ｜ （（ －｜ Ｕ０

ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕ０
ｈ ｜ ４）Ｅ０，Ｅ１） ｜ ＋

　 　 　 　 Ｃτ ｜ （Ｑ１∗，Ｅ１） ｜ ＋ Ｃτ
ｕ１ － ｕ０ － Ｒｈ（ｕ１ － ｕ０）

τ
，Ｅ１æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （９９）

根据 Ｙｏｕｎｇ 不等式、假设 ２、方程（４）、（７４）和（９５），得
　 　 ‖Ｅ１‖Ｌ２ ≤ Ｃｈ２（ ｒ＋１） ＋ τ ｜ （（ － １ ＋ ２ξ）（ｕ０ － Ｒｈｕ０）（ ｜ ｕ０ ｜ ＋ ｜ Ｕ０

ｈ ｜ ）ｕ０，Ｅ１） ｜ ＋
　 　 　 　 τ ｜ （（ － １ ＋ ２ξ）（Ｒｈｕ０ － Ｕ０

ｈ）（ ｜ ｕ０ ｜ ＋ ｜ Ｕ０
ｈ ｜ ）ｕ０，Ｅ１） ｜ ＋ Ｃｈ２（ ｒ＋１） ＋

５７６立方 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程的半隐格式 ＢＤＦ２⁃ＦＥＭ 无条件最优误差估计



　 　 　 　 １
２
‖Ｅ１‖Ｌ２ ＋ Ｃτ ２‖Ｑ１∗‖Ｌ２ ＋ Ｃｈ２（ ｒ＋１）‖ｕ１ － ｕ０‖Ｈｒ＋１ ． （１００）

于是由方程（９９）、（１００），得
　 　 ‖σ １∗

ｈ ‖Ｌ２ ≤ Ｃ（τ ２ ＋ ｈｒ＋１） ． （１０１）
由方程（３）、（１２）和（２２），得

　 　 ｉ
σ １

ｈ － σ ０
ｈ

τ
，ｖｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － １

２
（Ñ（σ １

ｈ ＋ σ ０
ｈ），Ñｖｈ） ＋

　 　 　 　 １
２
（（ －｜ ｕ１ ｜ ２ ＋｜ ｕ１ ｜ ４） － （ －｜ Ｕ１∗

ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕ１∗
ｈ ｜ ４）ｕ１，ｖｈ） ＋

　 　 　 　 １
２
（（ －｜ Ｕ１∗

ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕ１∗
ｈ ｜ ４）（ｕ１ － Ｒｈｕ１），ｖｈ） ＋

　 　 　 　 １
２
（（ －｜ Ｕ１∗

ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕ１∗
ｈ ｜ ４）σ １

ｈ，ｖｈ） ＋

　 　 　 　 １
２
（（ －｜ ｕ０ ｜ ２ ＋｜ ｕ０ ｜ ４） － （ －｜ Ｕ１

ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕ１
ｈ ｜ ４）ｕ１，ｖｈ） ＋

　 　 　 　 １
２
（（ －｜ Ｕ０

ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕ０
ｈ ｜ ４）（ｕ１ － Ｒｈｕ１），ｖｈ） ＋

　 　 　 　 １
２
（（ －｜ Ｕ０

ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕ０
ｈ ｜ ４）σ １

ｈ，ｖｈ） ＝ － ｉ
ｕ１ － Ｒｈｕ１ － （ｕ０ － Ｒｈｕ０）

τ
，ｖｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ （Ｑ１，ｖｈ） ．

令上述方程 ｖｈ ＝ σ １
ｈ ＋ σ ０

ｈ， 由其虚部，得
　 　 ‖σ １

ｈ‖２
Ｌ２ ≤ ‖σ ０

ｈ‖２
Ｌ２ ＋ Ｃτ ｜ （（（ －｜ ｕ１ ｜ ２ ＋｜ ｕ１ ｜ ４） －

　 　 　 　 （ －｜ Ｕ１∗
ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕ１∗

ｈ ｜ ４））ｕ１，σ １
ｈ ＋ σ ０

ｈ） ｜ ＋

　 　 　 　 Ｃτ ｜ （（ －｜ Ｕ１∗
ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕ１∗

ｈ ｜ ４）（ｕ１ － Ｒｈｕ１），σ １
ｈ ＋ σ ０

ｈ） ｜ ＋

　 　 　 　 Ｃτ ｜ （（ －｜ Ｕ１∗
ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕ１∗

ｈ ｜ ４）σ １
ｈ，σ １

ｈ ＋ σ ０
ｈ） ｜ ＋

　 　 　 　 Ｃτ ｜ （（（ －｜ ｕ０ ｜ ２ ＋｜ ｕ０ ｜ ４） － （ －｜ Ｕ０
ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕ０

ｈ ｜ ４））ｕ１，σ １
ｈ ＋ σ ０

ｈ） ｜ ＋
　 　 　 　 Ｃτ ｜ （（ －｜ Ｕ０

ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕ０
ｈ ｜ ４）（ｕ１ － Ｒｈｕ１），σ １

ｈ ＋ σ ０
ｈ） ｜ ＋

　 　 　 　 Ｃτ ｜ （（ －｜ Ｕ０
ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕ０

ｈ ｜ ４）σ １
ｈ，σ １

ｈ ＋ σ ０
ｈ） ｜ ＋

　 　 　 　 Ｃτ
ｕ１ － Ｒｈｕ１ － （ｕ０ － Ｒｈｕ０）

τ
，σ １

ｈ ＋ σ ０
ｈ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 　 　 　 Ｃτ ｜ （Ｑ１，σ １
ｈ ＋ σ ０

ｈ） ｜ ∑
９

ｉ ＝ １
Ｉｉ ． （１０２）

根据 Ｙｏｕｎｇ 不等式、假设 １、方程（４）、（９６）和（１０１），得
　 　 Ｉ１ ≤ Ｃｈ２（ ｒ＋１），
　 　 Ｉ２ ≤ Ｃτ ｜ （（ － １ ＋ ２ξ）（ｕ１ － Ｒｈｕ１）（ ｜ ｕ１ ｜ ＋ ｜ Ｕ１∗

ｈ ｜ ）ｕ１，σ １
ｈ ＋ σ ０

ｈ） ｜ ＋

　 　 　 　 Ｃτ ｜ （（ － １ ＋ ２ξ）σ １∗
ｈ （ ｜ ｕ１ ｜ ＋ ｜ Ｕ１∗

ｈ ｜ ）ｕ１，σ １
ｈ ＋ σ ０

ｈ） ｜ ≤
　 　 　 　 Ｃτ‖σ １

ｈ‖２
Ｌ２ ＋ Ｃτ‖σ ０

ｈ‖２
Ｌ２ ＋ Ｃτ‖σ １∗

ｈ ‖２
Ｌ２ ＋ Ｃｈ２（ ｒ＋１） ≤

　 　 　 　 Ｃτ‖σ １
ｈ‖２

Ｌ２ ＋ Ｃｈ２（ ｒ＋１） ＋ Ｃτ ４，
　 　 Ｉ３ ≤ Ｃｈ２（ ｒ＋１） ＋ Ｃτ‖σ １

ｈ‖２
Ｌ２ ＋ Ｃτ‖σ ０

ｈ‖Ｌ２ ＋ Ｃτ‖σ １
ｈ‖２

Ｌ２ ≤
　 　 　 　 Ｃτ‖σ １

ｈ‖２
Ｌ２ ＋ Ｃｈ２（ ｒ＋１） ＋ Ｃτ ４，

６７６ 代　 　 猛　 　 　 尹　 　 小　 　 艳



　 　 Ｉ４ ≤ Ｃｈ２（ ｒ＋１） ＋ Ｃτ‖σ １
ｈ‖２

Ｌ２ ＋ Ｃτ‖σ ０
ｈ‖Ｌ２ ＋ Ｃτ‖σ １

ｈ‖２
Ｌ２ ≤

　 　 　 　 Ｃτ‖σ １
ｈ‖２

Ｌ２ ＋ Ｃｈ２（ ｒ＋１） ＋ Ｃτ ４，
　 　 Ｉ５ ≤ Ｃτ ｜ （（ － １ ＋ ２ξ）（ｕ０ － Ｒｈｕ０）（ ｜ ｕ０ ｜ ＋ ｜ Ｕ０

ｈ ｜ ）ｕ１，σ １
ｈ ＋ σ ０

ｈ） ｜ ≤
　 　 　 　 Ｃτ‖σ １

ｈ‖２
Ｌ２ ＋ Ｃｈ２（ ｒ＋１），

　 　 Ｉ６ ≤ Ｃτ ｜ （（ － １ ＋ ２ξ）σ ０
ｈ（ ｜ ｕ０ ｜ ＋ ｜ Ｕ０

ｈ ｜ ）ｕ１，σ １
ｈ ＋ σ ０

ｈ） ｜ ≤
　 　 　 　 Ｃτ‖σ １

ｈ‖２
Ｌ２ ＋ Ｃｈ２（ ｒ＋１），

　 　 Ｉ７ ≤ Ｃτ ｜ （（ －｜ Ｕ０
ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕ０

ｈ ｜ ４）（ｕ１ － Ｒｈｕ１）ｕ１，σ １
ｈ ＋ σ ０

ｈ） ｜ ≤
　 　 　 　 Ｃτ‖σ １

ｈ‖２
Ｌ２ ＋ Ｃｈ２（ ｒ＋１），

　 　 Ｉ８ ≤ Ｃτ‖σ １
ｈ‖２

Ｌ２ ＋ ‖σ ０
ｈ‖２

Ｌ２ ＋ Ｃｈ２（ ｒ＋１）‖ｕ１ － ｕ０‖２
Ｈｒ＋１ ≤

　 　 　 　 Ｃτ‖σ １
ｈ‖２

Ｌ２ ＋ Ｃｈ２（ ｒ＋１），
　 　 Ｉ９ ≤ Ｃτ‖Ｑ１‖２

Ｌ２ ＋ Ｃτ‖σ １
ｈ‖２

Ｌ２ ＋ Ｃτ‖σ １
ｈ‖２

Ｌ２ ≤
　 　 　 　 Ｃτ‖σ １

ｈ‖２
Ｌ２ ＋ Ｃｈ２（ ｒ＋１） ＋ Ｃｈ２（ ｒ＋１） ．

于是由上述不等式，可得

　 　 ‖σ １
ｈ‖Ｌ２ ≤ Ｃ（τ ２ ＋ ｈｒ＋１） ． （１０３）

由方程（３）、（１２）和（２２），得
　 　 ｉ（Ｄτσ ｎ

ｈ，ｖｈ） － （Ñσ ｎ
ｈ，Ñｖｈ） ＋ （２（（ －｜ ｕｎ－１ ｜ ２ ＋｜ ｕｎ－１ ｜ ４） －

　 　 　 　 （ －｜ Ｕｎ－１
ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕｎ－１

ｈ ｜ ４））ｕｎ，ｖｈ） ＋
　 　 　 　 （２（ －｜ Ｕｎ－１

ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕｎ－１
ｈ ｜ ４）（ｕｎ － Ｕｎ

ｈ），ｖｈ） －
　 　 　 　 （（ －｜ Ｕｎ－２

ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕｎ－２
ｈ ｜ ４）（ｕｎ － Ｕｎ

ｈ），ｖｈ） －
　 　 　 　 （（（ －｜ ｕｎ－２ ｜ ２ ＋｜ ｕｎ－２ ｜ ４） － （ －｜ Ｕｎ－２

ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕｎ－２
ｈ ｜ ４））Ｕｎ

ｈ，ｖｈ） ＝
　 　 　 　 － ｉ（Ｄτ（ｕｎ － Ｒｈｕｎ），ｖｈ） ＋ （Ｑｎ，ｖｈ） ． （１０４）

根据引理 ２，将 Ｄτσ ｎ
ｈ 展开，得

　 　 ｉ
τ

３
２

σ ｎ
ｈ － ２σ ｎ－１

ｈ ＋ １
２

σ ｎ－２
ｈ ，σ ｎ

ｈ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

　 　 　 　 ｉ
τ (∑

２

ｉ， ｊ ＝ １
ｇｉ， ｊ（σ ｎ＋ｉ－２

ｈ ，σ ｎ＋ｊ－２
ｈ ） － ∑

２

ｉ， ｊ ＝ １
ｇｉ， ｊ（σ ｎ＋ｉ－３

ｈ ，σ ｎ＋ｊ－３
ｈ ） ＋ ∑

２

ｉ ＝ １
υ ｉσ ｎ－ｉ

ｈ ) ． （１０５）

令

　 　 ｜ Θ１ ｜ ２
Ｇ ＝ ∑

２

ｉ， ｊ ＝ １
ｇｉ， ｊ（σ ｉ －１

ｈ ，σ ｊ －１
ｈ ）， ｜ Θｎ ｜ ２

Ｇ ＝ ∑
２

ｉ， ｊ ＝ １
ｇｉ， ｊ（σ ｎ＋ｉ－２

ｈ ，σ ｎ＋ｊ－２
ｈ ） ．

根据方程（１０４）、（１０５）以及 Ｙｏｕｎｇ 不等式，有
　 　 ｜ Θｎ ｜ ２

Ｇ －｜ Θｎ－１ ｜ ２
Ｇ ≤

　 　 　 　 Ｃτ ｜ （２（（ －｜ ｕｎ－１ ｜ ２ ＋｜ ｕｎ－１ ｜ ４） － （ －｜ Ｕｎ－１
ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕｎ－１

ｈ ｜ ４））ｕｎ，σ ｎ
ｈ） ｜ ＋

　 　 　 　 Ｃτ ｜ （２（ －｜ Ｕｎ－１
ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕｎ－１

ｈ ｜ ４）（ｕｎ － Ｒｈｕｎ），σ ｎ
ｈ） ｜ －

　 　 　 　 Ｃτ ｜ （２（ －｜ Ｕｎ－１
ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕｎ－１

ｈ ｜ ４）σ ｎ
ｈ，σ ｎ

ｈ） ｜ ＋
　 　 　 　 Ｃτ ｜ （２（ －｜ Ｕｎ－２

ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕｎ－２
ｈ ｜ ４）（ｕｎ － Ｒｈｕｎ），σ ｎ

ｈ） ｜ －
　 　 　 　 Ｃτ ｜ （２（ －｜ Ｕｎ－２

ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕｎ－２
ｈ ｜ ４）σ ｎ

ｈ，σ ｎ
ｈ） ｜ ＋

　 　 　 　 Ｃτ ｜ （２（（ －｜ ｕｎ－２ ｜ ２ ＋｜ ｕｎ－２ ｜ ４） － （ －｜ Ｕｎ－２
ｈ ｜ ２ ＋｜ Ｕｎ－２

ｈ ｜ ４））Ｕｎ
ｈ，σ ｎ

ｈ） ｜ ＋

　 　 　 　 Ｃτ ｜ （Ｄτ（ｕｎ － Ｒｈｕｎ），σ ｎ
ｈ） ｜ ＋ Ｃτ ｜ （Ｑｎ，ｖｈ） ｜ ∑

８

ｉ ＝ １
Ｊｉ ． （１０６）

７７６立方 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程的半隐格式 ＢＤＦ２⁃ＦＥＭ 无条件最优误差估计



由假设 １、方程（４）和（７４），得
　 　 Ｊ１ ≤ Ｃτ ｜ （（ － １ ＋ ２ξ）（ｕｎ－１ － Ｒｈｕｎ－１）（ ｜ ｕｎ－１ ｜ ＋ ｜ Ｕｎ－１

ｈ ｜ ）ｕｎ，σ ｎ
ｈ） ｜ ＋

　 　 　 　 Ｃτ ｜ （（ － １ ＋ ２ξ）σ ｎ－１
ｈ （ ｜ ｕｎ－１ ｜ ＋ ｜ Ｕｎ－１

ｈ ｜ ）ｕｎ，σ ｎ
ｈ） ｜ ≤

　 　 　 　 Ｃτ‖σ ｎ－１
ｈ ‖２

Ｌ２ ＋ ‖σ ｎ
ｈ‖２

Ｌ２ ＋ Ｃｈ２（ ｒ＋１），
　 　 Ｊ２ ≤ Ｃτ‖σ ｎ－１

ｈ ‖２
Ｌ２ ＋ Ｃｈ２（ ｒ＋１），

　 　 Ｊ３ ≤ Ｃτ‖σ ｎ－１
ｈ ‖２

Ｌ２ ＋ Ｃｈ２（ ｒ＋１），
　 　 Ｊ４ ≤ Ｃτ‖σ ｎ－１

ｈ ‖２
Ｌ２ ＋ Ｃｈ２（ ｒ＋１），

　 　 Ｊ５ ≤ Ｃτ‖σ ｎ－１
ｈ ‖２

Ｌ２ ＋ Ｃｈ２（ ｒ＋１），
　 　 Ｊ６ ≤ Ｃτ ｜ （（ － １ ＋ ２ξ）（ｕｎ－２ － Ｒｈｕｎ－２）（ ｜ ｕｎ－２ ｜ ＋ ｜ Ｕｎ－２

ｈ ｜ ）Ｕｎ
ｈ，σ ｎ

ｈ） ｜ ＋
　 　 　 　 Ｃτ ｜ （（ － １ ＋ ２ξ）σ ｎ－２

ｈ （ ｜ ｕｎ－２ ｜ ＋ ｜ Ｕｎ－２
ｈ ｜ ）Ｕｎ

ｈ，σ ｎ
ｈ） ｜ ≤

　 　 　 　 Ｃτ‖σ ｎ－２
ｈ ‖２

Ｌ２ ＋ ‖σ ｎ
ｈ‖２

Ｌ２ ＋ Ｃｈ２（ ｒ＋１），
　 　 Ｊ７ ≤ Ｃτ‖σ ｎ

ｈ‖２
Ｌ２ ＋ Ｃｈ２（ ｒ＋１），

　 　 Ｊ８ ≤ Ｃτ‖σ ｎ
ｈ‖２

Ｌ２ ＋ ‖Ｑｎ‖２
Ｌ２ ．

对方程（１０６）从 ｎ ＝ １ 到 ｎ ＝ ｍ 求和，得

　 　 ｜ Θｎ ｜ ２
Ｇ ≤ ∑

ｍ

ｎ ＝ １
Ｃτ‖σ ｎ

ｈ‖２
Ｌ２ ＋ Ｃτ ４ ＋ Ｃｈ２（ ｒ＋１） ＋｜ Θ１ ｜ ２

Ｇ ≤

　 　 　 　 ∑
Ｎ

ｎ ＝ ２
Ｃτ‖σ ｎ

ｈ‖２
Ｌ２ ＋ Ｃτ ４ ＋ Ｃｈ２（ ｒ＋１） ＋｜ σ １

ｈ ｜ ２
Ｌ２ ． （１０７）

由方程（１０３）、（１０７）和 ‖σ ｎ
ｈ‖２

Ｌ２ 的正则性，得

　 　 ‖σ ｎ
ｈ‖２

Ｌ２ ≤ ∑
Ｎ

ｎ ＝ ２
Ｃτ‖σ ｎ＋ｉ－２

ｈ ‖２
Ｌ２ ≤｜ Θｎ ｜ ２

Ｇ ≤

　 　 　 　 ∑
Ｎ

ｎ ＝ ２
Ｃτ‖σ ｎ

ｈ‖２
Ｌ２ ＋ Ｃτ ４ ＋ Ｃｈ２（ ｒ＋１） ． （１０８）

由方程（１０５） ～ （１０８）和 Ｇｒｏｎｗａｌｌ 不等式，得
　 　 ‖σ ｎ

ｈ‖Ｌ２ ≤ Ｃ（τ ２ ＋ ｈｒ＋１） ． （１０９）
则存在一个正常数 ｈ６，使得 ｈ ≤ ｈ６， 方程（１０９）成立．

令 ｈ０ ＝ ｍｉｎ { ｈ′，ｈ６ } ， 由此，根据方程（４）和（１０９），完成了定理 １ 的证明． □

４　 数 值 算 例

例　 考虑下面的 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程：

　 　
ｉｕｔ ＋ Δｕ ＋｜ ｕ ｜ ２ｕ ＝ ｇ， ｘ ∈ Ω， ０ ＜ ｔ ≤ Ｔ，
ｕ（ｘ，０） ＝ ｕ０（ｘ）， ｘ ∈ Ω，
ｕ ＝ ０， ｘ ∈ ∂Ω，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１１０）

这里 Ω ＝ { （ｘ，ｙ）：（ｘ － ０．５） ２ ＋ （ｙ － ０．５） ２ ＜ ０．５２ } ．由下面的精确解 ｕ 定义右端项 ｇ 和初值

条件：
　 　 ｕ ＝ ５ｅｉｔ（３ ＋ ２ｔ２）ｘ（２ － ｘ）ｙ（５ － ｙ） ．
在计算过程中，分别用二阶向后差分的线性有限元方法和二次有限元方法求解方程（１１０）．

为确定 Ｌ２ 范数的最优收敛速度，线性有限元选用 τ ＝ Ｏ（ｈ），二次有限元选用 τ ２ ＝ Ｏ（ｈ３） ．取 Ｔ
＝ ０．５，１，１．５，２， 在表 １ 和 ２ 中给出数值结果．由表 １ 和 ２ 可以看出，在 Ｌ２ 范数下线性有限元误

８７６ 代　 　 猛　 　 　 尹　 　 小　 　 艳



差估计与 ｈ２ 成正例，且二次有限元的误差估计与 ｈ３ 成正例．因此，数值结果与理论分析一致．
表 １　 Ｌ２ 范数线性有限元误差估计

Ｔａｂｌｅ １　 Ｌ２ ⁃ ｅｒｒｏｒ ｅｓｔｉｍａｔｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｎｅａｒ ＦＥＭ

ｈ
‖ｕ（·，ｔｎ） － Ｕｎ

ｈ‖Ｌ２

Ｔ ＝ ０．５ Ｔ ＝ １ Ｔ ＝ １．５ Ｔ ＝ ２

１ ／ １６ １．１２４ ５Ｅ－２ ２．９６１ ７Ｅ－２ ５．４４２ ３Ｅ－２ １．５５７ ３Ｅ－１

１ ／ ３２ ２．３８９ ０Ｅ－３ ７．１９５ ８Ｅ－３ １．３３１ ６Ｅ－２ ３．８０６ ８Ｅ－２

１ ／ ６４ ５．５２４ ９Ｅ－４ １．６５０ １Ｅ－３ ３．３０１ ２Ｅ－３ ９．２４２ ７Ｅ－３

１ ／ １２８ １．３６８ ５Ｅ－４ ３．８９４ １Ｅ－４ ７．９６５ ８Ｅ－４ ２．２８９ ６Ｅ－３

１ ／ ２５６ ３．３３７ ８Ｅ－５ ９．６９１ ７Ｅ－５ １．９４３ ８Ｅ－４ ５．６６４ ３Ｅ－４

ｏｒｄｅｒ α ２．１０ ２．０６ ２．０３ ２．０３

表 ２　 Ｌ２ 范数二次有限元误差估计

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｌ２ ⁃ ｅｒｒｏｒ ｅｓｔｉｍａｔｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｑｕａｄｒａｔｉｃ ＦＥＭ

ｈ
‖ｕ（·，ｔｎ） － Ｕｎ

ｈ‖Ｌ２

Ｔ ＝ ０．５ Ｔ ＝ １ Ｔ ＝ １．５ Ｔ ＝ ２

１ ／ １６ ２．３６１ ９Ｅ－４ ６．１６２ ７Ｅ－４ １．４８６ ２Ｅ－３ ３．６３５ ２Ｅ－３

１ ／ ３２ ２．２１６ ４Ｅ－５ ６．２９２ ８Ｅ－５ １．５４９ ９Ｅ－４ ３．８５７ ５Ｅ－４

１ ／ ６４ ２．５１９ ７Ｅ－６ ６．２５１ ７Ｅ－６ １．７３１ ８Ｅ－５ ４．３９７ ９Ｅ－５

１ ／ １２８ ２．６６４ ７Ｅ－７ ７．０８６ １Ｅ－７ １．８４２ １Ｅ－６ ４．７７５ ５Ｅ－６

１ ／ ２５６ ２．８９３ ３Ｅ－８ ７．７１２ ４Ｅ－８ １．９８５ ７Ｅ－７ ５．２０５ １Ｅ－７

ｏｒｄｅｒ α ３．２５ ３．２４ ３．２２ ３．１９

图 １　 线性和二次有限元方法的 Ｌ２ 误差估计

Ｆｉｇ． １　 Ｌ２ ⁃ ｎｏｒｍ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｌｉｎｅａｒ ａｎｄ ｑｕａｄｒａｔｉｃ ＦＥＭｓ

　 　 为进一步说明无条件稳定，在 Ｔ ＝ １ 时，研究二阶向后差分线性有限元估计和二次有限元

估计与时间步长 τ ＝ ０．２，０．０５，０．０１，网格尺度１ ／ ｈ ＝ ８，１６，３２，１２８，２５６的关系．从图１可以看出，
对固定时间步长 τ，当网格尺度逐步加细时，在 Ｌ２ 范数下线性有限元和二次有限元误差估计基

本趋向于常数．因此，方程（１１０）的 ＢＤＦ２⁃ＦＥＭ 算法的稳定性对时间步长无强制条件．

５　 结　 　 论

本文由 ＢＤＦ２⁃ＦＥＭ 方法得到了立方 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程在 Ｌ２ 范数下的无条件最优误差估计．

９７６立方 Ｓｃｈｒöｄｉｎｇｅｒ 方程的半隐格式 ＢＤＦ２⁃ＦＥＭ 无条件最优误差估计



通过将该方程的误差分为时间误差和空间误差两部分，给出了强范数下时间离散方程解的一

致有界性．进一步地，得到了全离散有限元解的一致有界性，并得到了最优误差估计对时间步

长无强制条件．另外，该方法还可以分析其他的非线性抛物型方程．
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