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摘要：　 非 Ｈｅｒｍｉｔｅ 线性方程组在科学和工程计算中有着重要的理论研究意义和使用价值，因此如

何高效求解该类线性方程组，一直是研究者所探索的方向．通过提出一种预处理方法，对非 Ｈｅｒｍｉｔｅ
线性方程组和具有多个右端项的复线性方程组求解的若干迭代算法进行预处理，旨在提高原算法

的收敛速度．最后通过数值试验表明，所提出的若干预处理迭代算法与原算法相比较，预处理算法

迭代次数大大降低，且收敛速度明显优于原算法．除此之外，广义共轭 Ａ⁃ 正交残量平方法

（ＧＣＯＲＳ２）的预处理算法与其他算法相比，具有良好的收敛性行为和较好的稳定性．
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引　 　 言

在声散射［１］、流体力学［２］、量子化学［３］、Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程［４］、Ｍａｘｗｅｌｌ 方程［５⁃６］ 等诸多科学计

算和工程应用领域都会遇到各类微分方程或积分方程，通过采用有限元、有限差分等离散化技

术，这些问题最终都归结于以下两类复线性方程组的求解．
第一类复线性方程组为

　 　 Ａｘ ＝ ｂ， （１）
其中 Ａ ∈ Ｃｎ×ｎ 为非 Ｈｅｒｍｉｔｅ 矩阵， ｘ，ｂ ∈ Ｃｎ ．

第二类具有多个右端项的复线性方程组为

　 　 ＡＸ ＝ Ｂ， （２）
其中 Ａ ∈ Ｃｎ×ｎ 为非 Ｈｅｒｍｉｔｅ 矩阵， Ｘ，Ｂ ∈ Ｃｎ×ｐ，ｐ ≪ ｎ ．

由于在实际工程问题的数值计算中，大规模的线性方程组求解所占比重较大，因此高效求

解上述两类线性方程组一直是各领域追求的目标，并且具有重要的理论意义和使用价值，故而

吸引了众多学者的关注．目前，对于非 Ｈｅｒｍｉｔｅ 线性方程组和具有多个右端项的非 Ｈｅｒｍｉｔｅ 线
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性方程组的求解主要集中于 Ｋｒｙｌｏｖ 子空间方法的研究．
针对大规模的复非对称线性方程组法的求解，若不考虑存储量限制，则被广泛应用的一类

Ｋｒｙｌｏｖ 子空间方法有广义最小残量（ＧＭＲＥＳ）法［７］ 以及相关 ＧＭＲＥＳ 的改进方法［８］，该类方法

具有非常好的鲁棒性．若考虑存储量的限制，目前主要常用的一类 Ｋｒｙｌｏｖ 子空间方法有稳定化

双共轭梯度（ＢｉＣＧＳＴＡＢ）法［９］、广义积型双共轭梯度（ＧＰＢｉＣＧ）法［１０］、双共轭 Ａ⁃ 正交残量稳定

化（ＢｉＣＯＲＳＴＡＢ）法［１１］、广义积型双共轭 Ａ⁃ 正交残量（ＧＰＢｉＣＯＲ）法［１２］、ＧＣＯＲＳ２ 法［１３］等．针对

多右端项大规模线性方程组的求解，目前主要的迭代法有总体 ＣＧＳ（Ｇｌ⁃ＣＧＳ）方法［１４］、总体广

义积型 ＢｉＣＧ（Ｇｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ）方法［１５］、总体 ＧＰＢｉＣＧ＿ｐｌｕｓ（Ｇｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ＿ｐｌｕｓ）方法［１５⁃１６］等．
然而，由于实际工程计算中计算规模、存储量、计算效率等因素的限制，直接采用上述方法

往往不能满足高效这一要求．故而预处理技术就成为了当前广泛应用的方法［１３，１５⁃１７］，并通过该

预处理方法达到算法收敛速度快、稳定性和鲁棒性好的目的．但针对不同类型的方程组，设计

相应的高效预处理方法依旧是目前众多研究者研究的方向．因此，本文主要针对求解非 Ｈｅｒ⁃
ｍｉｔｅ 线性方程组（１）和具有多个右端项的复线性方程组（２）的若干迭代算法（ＧＣＯＲＳ２［１３］、Ｂｉ⁃
ＣＯＲＳＴＡＢ［１１］、Ｇｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ［１５］和 Ｇｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ＿ｐｌｕｓ［１５］），提出了一种预处理方法，并通过对这些迭

代算法进行预处理，进而加速其算法的收敛速度，改善了算法稳定性和鲁棒性．
文中内积定义为：若 ｘ，ｙ∈ Ｃｎ， 则其内积为 〈ｘ，ｙ〉 ＝ ｙＨｘ， 由此导出向量的 ２⁃范数为‖ｘ‖２

＝ 〈ｘ，ｘ〉 ．若 Ｘ，Ｙ ∈ Ｃｎ×ｐ， 则其内积为 〈Ｘ，Ｙ〉 ＝ ｔｒ（ＹＨＸ）， 由此导出矩阵的 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ 范数为

‖Ｘ‖Ｆ ＝ 〈Ｘ，Ｘ〉 ．

１　 预处理方法

为了加快非 Ｈｅｒｍｉｔｅ 线性方程组（１）和具有多个右端项的复线性方程组（２）的求解速度，
目前最常用的方法是采用预处理技术对相应算法进行预处理．因此，本文通过对若干迭代算法

采用预处理技术求解线性方程组．
１．１　 预处理思想

该预处理方法的思想为：采用与实线性方程组加速求解的类似方法，通过构造预处理条件

子 Ｍ －１， 使其近似于系数矩阵 Ａ 的逆矩阵，即 Ｍ －１ ≈ Ａ －１， 其中 Ｍ －１ ＝ （Ｍ１Ｍ２）
－１ ．而后对非

Ｈｅｒｍｉｔｅ 线性方程组（１）预处理，得到相应的预处理方程

　 　 Ａｘ ＝ ｂ，
其中 Ａ ＝ Ｍ －１

１ ＡＭ －１
２ ，ｘ ＝ Ｍ２ｘ，ｂ ＝ Ｍ －１

１ ｂ ．对于具有多个右端项的复线性方程组（２）的求解采用

同样的预处理技术．本文仅考虑右预处理，故令 Ｍ１ ＝ Ｉ，Ｍ２ ＝ Ｍ， 拟通过这种预处理技术，使得

系数矩阵的奇异值分布更加集中，从而加快了 ＧＣＯＲＳ２［１３］、ＢｉＣＯＲＳＴＡＢ［１１］、Ｇｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ［１５］ 和

Ｇｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ＿ｐｌｕｓ［１５］的收敛速度．
１．２　 预处理条件子的选取

令 Ａ ＝ （ａｉｊ） ｎ×ｎ ＝ Ｄ － Ｎ， 其中

　 　 Ｄ ＝ ｄｉａｇ（ｄ１，ｄ２，…，ｄｎ），　 　 ｄｉ ＝
ａｉｉ， ａｉｉ ≠ ０，
１， ａｉｉ ＝ ０ ．{

故

　 　 Ａ －１ ＝ （Ｄ － Ｎ） －１ ＝ （Ｉ － Ｄ －１Ｎ）Ｄ －１，
其中 Ｉ 为单位矩阵．又由于
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　 　 （Ｉ － Ｄ －１Ｎ） －１ ≈ Ｉ ＋ Ｄ －１Ｎ ＋ … ＋ （Ｄ －１Ｎ） ｑ－１，
因此选取预处理条件子 Ｍ －１ 为

　 　 Ｍ －１ ＝ （Ｉ ＋ Ｄ －１Ｎ ＋ … ＋ （Ｄ －１Ｎ） ｑ－１）Ｄ －１，
其中　 　 ｑ ≥ １．

注 １　 基于预处理条件子 Ｍ －１ 的选取，可发现，随着内迭代次数 ｑ 的增加，计算量也相应增加．因此，如何

适当选取内迭代次数对于提升预处理算法的收敛速度至关重要．此外，本文仅考虑右预处理，若考虑左预处

理，则令 Ｍ１ ＝ Ｍ，Ｍ２ ＝ Ｉ， 预处理条件子选取一样，唯一区别在于预处理算法中迭代步骤的处理，但左预处理

与右预处理技术目的均是提高算法的收敛速度和改善算法的稳定性．因此，左预处理有着同样的效果，在此不

再赘述．

２　 若干预处理迭代算法

首先考虑非 Ｈｅｒｍｉｔｅ 线性方程组（１），拟采用预处理技术对 ＧＣＯＲＳ２［１３］ 和 ＢｉＣＯＲＳＴＡＢ［１１］

进行预处理．
２．１　 预处理 ＧＣＯＲＳ２算法

下面给出 ＧＣＯＲＳ２ 算法［１３］的预处理算法（记作 ＰＧＣＯＲＳ２ 算法）：
第 １ 步　 给定初始向量 ｘ０， 计算 ｒ０ ＝ ｂ － Ａｘ０；选择 ｒ∗０ ＝ ｐ（ＡＭ －１）ｒ０， 使得 〈ｒ∗０ ，ＡＭ －１ｒ０〉

≠ ０， 其中 ｐ（ ｔ） 是以 ｔ 为变量的任意阶多项式．
第 ２ 步　 置 ｕ０ ＝ ｔ０ ＝Ｍ

－１ｒ０，ｑ０ ＝ ｕ０ ＝ ｔ ０ ＝ ｒ０ ＝ＡＭ
－１ｒ０，ｑ０ ＝ＡＭ

－１ｑ０，ρ ０ ＝ 〈ｒ∗０ ，ｒ０〉，ρ ０ ＝ 〈ｓ∗０ ，
ｒ０〉，ｋ ０．

第 ３ 步　 若 ‖ｒｋ‖２ ≤ ε‖ｒ０‖２， 计算停止，其中 ε ∈ Ｒ ＋； 否则，计算

　 　 σ ｋ ＝ 〈ｒ∗０ ，ｑｋ〉， σ ｋ ＝ 〈ｓ∗０ ，ｑｋ〉， α ｋ ＝ ρ ｋ ／ σ ｋ， α ｋ ＝ ρ ｋ ／ σ ｋ， ｓｋ ＝ ｔｋ － α ｋＭ
－１ｑｋ，

　 　 ｓｋ ＝ ｔ ｋ － α ｋｑｋ， ｈｋ ＝ ｕｋ － α ｋＭ
－１ｑｋ， ｈｋ ＝ ｕｋ － α ｋｑｋ， ｘｋ＋１ ＝ ｘｋ ＋ α ｋｕｋ ＋ α ｋｓｋ，

　 　 ｒｋ＋１ ＝ ｒｋ － α ｋｕｋ － α ｋｓｋ， ｒｋ＋１ ＝ ＡＭ －１ｒｋ＋１， ρ ｋ＋１ ＝ 〈ｒ∗０ ，ｒｋ＋１〉， ρ ｋ＋１ ＝ 〈ｓ∗０ ，ｒｋ＋１〉，
　 　 β ｋ＋１ ＝ ρ ｋ＋１α ｋ ／ （ρ ｋα ｋ）， β ｋ＋１ ＝ ρ ｋ＋１α ｋ ／ （ρ ｋα ｋ）， ｔｋ＋１ ＝ Ｍ －１ｒｋ＋１ ＋ β ｋ＋１ｓｋ，
　 　 ｔ ｋ＋１ ＝ ｒｋ＋１ ＋ β ｋ＋１ｓｋ， ｕｋ＋１ ＝ Ｍ －１ｒｋ＋１ ＋ β ｋ＋１ｈｋ， ｕｋ＋１ ＝ ｒｋ＋１ ＋ β ｋ＋１ｈｋ，
　 　 ｑｋ＋１ ＝ ｔ ｋ＋１ ＋ β ｋ＋１（ｈｋ ＋ β ｋ＋１ｑｋ）， ｑｋ＋１ ＝ ＡＭ －１ｑｋ＋１ ．
第 ４ 步　 置 ｋ ｋ ＋ １， 转第 ２ 步．
从 ＰＧＣＯＲＳ２ 算法可以看出，该算法相较于 ＧＣＯＲＳ２ 算法多求解了两个线性方程组 ｒ ｋ ＝

Ｍ －１ｒｋ 与 ｑｋ ＝ Ｍ －１ｑｋ ．下面首先给出求解线性方程 ｒ ｋ ＝ Ｍ －１ｒｋ 的迭代格式．
根据预处理条件子 Ｍ －１ 的形式，选取 ｒ ０

ｋ ＝ ０， 则相应的迭代格式如下：
ｆｏｒ　 ｌ ＝ ０，１，…，ｑ － １，
　 　 ｒ ｌ ＋１

ｋ ＝ Ｄ －１（Ｎｒ ｌ
ｋ ＋ ｒｋ），

ｅｎｄ
　 　 ｒ ｋ ＝ ｒ ｑ

ｋ ．
类似地，选取 ｑ０

ｋ ＝ ０， 可得到求解线性方程 ｑｋ ＝ Ｍ －１ｑｋ 的迭代格式如下：
ｆｏｒ　 ｌ ＝ ０，１，…，ｑ － １，
　 　 ｑｌ ＋１

ｋ ＝ Ｄ －１（Ｎｑｌ
ｋ ＋ ｑｋ），

ｅｎｄ
　 　 ｑｋ ＝ ｑｑ

ｋ ．
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对于 ＰＧＣＯＲＳ２ 算法，当 ｑ 处于一定范围内时，系数矩阵特征值的密集程度会随着内迭代

次数 ｑ 的增大而更集中，进而加快了 ＧＣＯＲＳ２ 算法的收敛速度．根据类似的预处理方式，可得

到 ＢｉＣＯＲＳＴＡＢ 算法［１１］的预处理算法．
２．２　 预处理 ＢｉＣＯＲＳＴＡＢ算法

下面给出 ＢｉＣＯＲＳＴＡＢ 算法［１１］的预处理算法（记作 ＰＢｉＣＯＲＳＴＡＢ 算法）：
第 １ 步　 给定初始向量 ｘ０， 计算 ｒ０ ＝ ｂ － Ａｘ０；选择 ｒ∗０ ， 使得 〈ｒ∗０ ，Ａｒ０〉 ≠ ０， 置 ｋ ０．
第 ２ 步　 若 ‖ｒｋ‖２ ≤ ε‖ｒ０‖２， 计算停止，其中 ε ∈ Ｒ ＋； 否则，计算

　 　 ｒｋ ＝ ＡＭ －１ｒｋ， ρ ｋ ＝ 〈ｒ∗０ ，ｒｋ〉，
若 ρ ｋ ＝ ０， 方法失效；否则，计算

　 　 β ｋ ＝ ρ ｋα ｋ ／ （ρ ｋ－１ω ｋ）， ｐｋ ＝ Ｍ －１ｒｋ ＋ β ｋ（ｐｋ－１ － ω ｋ－１Ｍ
－１ｑｋ－１），

　 　 ｑｋ ＝ ｒｋ ＋ β ｋ（ｑｋ－１ － ω ｋ－１ｑｋ－１），
（若 ｋ ＝ ０， 则 ｐ０ ＝ Ｍ －１ｒ０，ｑ０ ＝ ｒ０），

　 　 ｑｋ＋１ ＝ ＡＭ －１ｑｋ＋１， α ｋ ＝ ρ ｋ ／ 〈ｒ∗０ ，ｑｋ〉， ｓｋ ＝ ｒｋ － α ｋｑｋ， ｓ ｋ ＝ Ｍ －１ｒｋ － α ｋＭ
－１ｑｋ，

若 ‖ｘｋ‖２ ≤ ε，ｘｋ＋１ ＝ ｘｋ ＋ α ｋｐｋ； 否则，计算

　 　 ｔｋ ＝ ｒｋ － α ｋｑｋ， ω ｋ ＝ 〈 ｔｋ，ｓｋ〉 ／ 〈 ｔｋ，ｔｋ〉， ｘｋ＋１ ＝ ｘｋ ＋ α ｋｐｋ ＋ ω ｋ ｓ ｋ， ｒｋ＋１ ＝ ｓｋ － ω ｋ ｔｋ ．
第 ３ 步　 置 ｋ ｋ ＋ １， 转第 ２ 步．
从 ＰＢｉＣＯＲＳＴＡＢ 算法可以看出，该算法相较于 ＢｉＣＯＲＳＴＡＢ 算法多求解了两个线性方程

组 ｒ ｋ ＝ Ｍ －１ｒｋ 与 ｑｋ ＝ Ｍ －１ｑｋ ．对于这两个线性方程组的预处理迭代格式与 ２．１ 小节的迭代格式

类似，这里不再赘述．
其次，考虑具有多个右端项的复线性方程组（２），拟采用预处理技术对 Ｇｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ 算

法［１５］和 Ｇｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ＿ｐｌｕｓ 算法［１５］进行预处理．
２．３　 预处理 Ｇｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ 算法

下面给出 Ｇｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ 算法［１５］的预处理算法（记作 ＰＧｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ 算法）：
第 １ 步　 给定初始元素 Ｘ０， 计算 Ｒ０ ＝ Ｂ － ＡＸ０， 选择 Ｒ０， 使得 〈Ｒ０，Ｒ０〉 Ｆ ≠ ０．
第 ２ 步　 置 Ｔ －１ ＝ Ｗ －１ ＝ Ｏｎ×ｐ， β －１ ＝ ０， ｋ ０．
第 ３ 步　 若 ‖Ｒｋ‖Ｆ ≤ ε‖Ｒ０‖Ｆ， 计算停止，其中 ε ∈ Ｒ ＋； 否则，计算

　 　 Ｐｋ ＝ Ｍ －１Ｒｋ ＋ β ｋ－１（Ｐｋ－１ － Ｕｋ－１）， α ｋ ＝ 〈Ｒｋ，Ｒ０〉 Ｆ ／ 〈ＡＰｋ，Ｒ０〉 Ｆ，
　 　 Ｙｋ ＝ Ｔｋ－１ － Ｒｋ － α ｋＷｋ－１ ＋ α ｋＡＰｋ，
　 　 Ｔｋ ＝ Ｒｋ － α ｋＡＰｋ， Ｍ －１Ｔｋ ＝ Ｍ －１Ｒｋ － α ｋＭ

－１ＡＰｋ，

　 　 ζ ｋ ＝
〈Ｙｋ，Ｙｋ〉 Ｆ〈ＡＭ

－１Ｔｋ，Ｔｋ〉 Ｆ － 〈Ｙｋ，Ｔｋ〉 Ｆ〈ＡＭ
－１Ｔｋ，Ｙｋ〉 Ｆ

〈ＡＭ －１Ｔｋ，ＡＭ
－１Ｔｋ〉 Ｆ〈Ｙｋ，Ｙｋ〉 Ｆ － 〈Ｙｋ，ＡＭ

－１Ｔｋ〉 Ｆ〈ＡＭ
－１Ｔｋ，Ｙｋ〉 Ｆ

，

　 　 η ｋ ＝
〈ＡＭ －１Ｔｋ，ＡＭ

－１Ｔｋ〉 Ｆ〈Ｙｋ，Ｔｋ〉 Ｆ － 〈Ｙｋ，ＡＭ
－１Ｔｋ〉 Ｆ〈ＡＭ

－１Ｔｋ，Ｔｋ〉 Ｆ

〈ＡＭ －１Ｔｋ，ＡＭ
－１Ｔｋ〉 Ｆ〈Ｙｋ，Ｙｋ〉 Ｆ － 〈Ｙｋ，ＡＭ

－１Ｔｋ〉 Ｆ〈ＡＭ
－１Ｔｋ，Ｙｋ〉 Ｆ

，

（若 ｋ ＝ ０， 则 ζ ｋ ＝ 〈ＡＭ －１Ｔｋ，Ｔｋ〉 Ｆ ／ 〈ＡＭ
－１Ｔｋ，ＡＭ

－１Ｔｋ〉 Ｆ，η ｋ ＝ ０），
　 　 Ｕｋ ＝ ζ ｋＭ

－１ＡＰｋ ＋ η ｋ（Ｍ
－１Ｔｋ－１ － Ｍ －１Ｒｋ ＋ β ｋ－１Ｕｋ－１），

　 　 Ｚｋ ＝ ζ ｋＭ
－１Ｒｋ ＋ η ｋＺｋ－１ － α ｋＵｋ，

　 　 Ｘｋ＋１ ＝ Ｘｋ ＋ α ｋＰｋ ＋ Ｚｋ， Ｒｋ＋１ ＝ Ｔｋ － η ｋＹｋ － ζ ｋＡＭ
－１Ｔｋ，

　 　 β ｋ ＝ α ｋ〈Ｒｋ＋１，Ｒ０〉 Ｆ ／ ζ ｋ〈Ｒｋ，Ｒ０〉 Ｆ， Ｗｋ ＝ ＡＭ －１Ｔｋ ＋ β ｋＡＰｋ ．
第 ４ 步　 置 ｋ ｋ ＋ １， 转第 ２ 步．
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从 ＰＧｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ 算法可以看出，该算法相较于 Ｇｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ 算法多求解了两个具有右端项

的线性方程组 Ｒｋ ＝Ｍ
－１Ｒｋ 与 Ｖｋ ＝Ｍ

－１ＡＰｋ ．对于这两个线性方程组的迭代格式与 ２．１ 小节的迭

代格式类似．值得注意的是， 对于 Ｖｋ ＝ Ｍ －１ＡＰｋ 的求解， 需先求解 ＡＰｋ， 而后采用预处理迭代

格式．
２．４　 预处理 Ｇｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ＿ｐｌｕｓ 算法

下面给出 Ｇｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ＿ｐｌｕｓ 算法［１５］的预处理算法（记作 ＰＧｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ＿ｐｌｕｓ 算法）：
第 １ 步　 给定初始元素 Ｘ０， 计算 Ｒ０ ＝ Ｂ － ＡＸ０， 选择 Ｒ０， 使得 〈Ｒ０，Ｒ０〉 Ｆ ≠ ０．
第 ２ 步　 置 Ｐ －１ ＝ Ｕ －１ ＝ Ｚ －１ ＝ Ｏｎ×ｐ，β －１ ＝ ０，ｋ ０．
第 ３ 步　 若 ‖Ｒｋ‖Ｆ ≤ ε‖Ｒ０‖Ｆ， 计算停止，其中 ε ∈ Ｒ ＋； 否则，计算

　 　 Ｐｋ ＝ Ｍ －１Ｒｋ ＋ β ｋ－１（Ｐｋ－１ － Ｍ －１Ｕｋ－１）， α ｋ ＝ 〈Ｒｋ，Ｒ０〉 Ｆ ／ 〈ＡＰｋ，Ｒ０〉 Ｆ，

　 　 ζ ｋ ＝
〈ＡＺｋ－１，ＡＺｋ－１〉 Ｆ〈ＡＭ

－１Ｒｋ，Ｒｋ〉 Ｆ － 〈ＡＺｋ－１，Ｒｋ〉 Ｆ〈ＡＭ
－１Ｒｋ，ＡＺｋ－１〉 Ｆ

〈ＡＭ －１Ｒｋ，ＡＭ
－１Ｒｋ〉 Ｆ〈ＡＺｋ－１，ＡＺｋ－１〉 Ｆ － 〈ＡＺｋ－１，ＡＭ

－１Ｒｋ〉 Ｆ〈ＡＭ
－１Ｒｋ，ＡＺｋ－１〉 Ｆ

，

　 　 η ｋ ＝
〈ＡＭ －１Ｒｋ，ＡＭ

－１Ｒｋ〉 Ｆ〈ＡＺｋ－１，Ｒｋ〉 Ｆ － 〈ＡＺｋ－１，ＡＭ
－１Ｒｋ〉 Ｆ〈ＡＭ

－１Ｒｋ，Ｒｋ〉 Ｆ

〈ＡＭ －１Ｒｋ，ＡＭ
－１Ｒｋ〉 Ｆ〈ＡＺｋ－１，ＡＺｋ－１〉 Ｆ － 〈ＡＺｋ－１，ＡＭ

－１Ｒｋ〉 Ｆ〈ＡＭ
－１Ｒｋ，ＡＺｋ－１〉 Ｆ

，

（若 ｋ ＝ ０， 则 ζ ｋ ＝ 〈ＡＭ －１Ｒｋ，Ｒｋ〉 Ｆ ／ 〈ＡＭ
－１Ｒｋ，ＡＭ

－１Ｒｋ〉 Ｆ，η ｋ ＝ ０），
　 　 Ｕｋ ＝ ζ ｋＡＰｋ ＋ η ｋ（ＡＺｋ－１ ＋ β ｋ－１Ｕｋ－１）， Ｔｋ ＝ Ｒｋ － α ｋＡＰｋ，
　 　 Ｚｋ ＝ ζ ｋＭ

－１Ｒｋ ＋ η ｋＺｋ－１ － α ｋＭ
－１Ｕｋ，

　 　 Ｘｋ＋１ ＝ Ｘｋ ＋ α ｋＰｋ ＋ Ｚｋ， Ｒｋ＋１ ＝ Ｔｋ － ＡＺｋ， β ｋ ＝ α ｋ〈Ｒｋ＋１， Ｒ０〉 Ｆ ／ ζ ｋ〈Ｒｋ，Ｒ０〉 Ｆ ．
第 ４ 步　 置 ｋ ｋ ＋ １， 转第 ２ 步．
从 ＰＧｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ＿ｐｌｕｓ 算法可以看出，该算法相较于 Ｇｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ＿ｐｌｕｓ 算法多求解了两个具

有右端项的线性方程组 Ｒｋ ＝ Ｍ －１Ｒｋ 与 Ｕｋ ＝ Ｍ －１Ｕｋ ．对于这两个线性方程组的迭代格式与 ２．１
小节的迭代格式类似．

注 ２　 通过观察上述给出的 ４ 种预处理算法，可发现，随着内迭代次数 ｑ 的增加，矩阵乘法运算和加法运

算随之增多，这也就意味着内迭代计算量的增加．然而，由于内迭代次数在一定范围内的增加会减少整体算法

的循环次数，进而导致外循环计算量的减少．因此从整体角度出发，为了确保算法精度的同时缩短计算时间，
需寻求内迭代计算量增加与外循环计算量减少的平衡点．本文通过算例验证（未在本文列出），当内迭代次数

ｑ ＞ ４ 时，整体迭代次数减少，但计算时间增多，因此后续提供的算例仅考虑 ｑ ＝ １，２，４ 的情况．

３　 数值算例与结果分析

对于非 Ｈｅｒｍｉｔｅ 线性方程组 （１） 和具有多个右端项的复线性方程组 （ ２），分别采用

ＧＣＯＲＳ２ 算法［１３］、ＢｉＣＯＲＳＴＡＢ 算法［１１］、Ｇｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ 算法［１５］、Ｇｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ ＿ ｐｌｕｓ 算法［１５］、 ＰＧ⁃
ＣＯＲＳ２ 算法、ＰＢｉＣＯＲＳＴＡＢ 算法、ＰＧｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ 算法及 ＰＧｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ＿ｐｌｕｓ 算法进行对比分析，以
此验证预处理算法的有效性．此外通过观察预处理条件子，可知该类预处理仅对部分元素进行

处理，适用于大型稀疏矩阵线性方程组的求解，如果对稠密矩阵进行预处理，将会大大增加计

算量，导致算法效率的下降，故对于稠密矩阵线性方程组的求解并不适用．因此，本文算例主要

针对稀疏矩阵线性方程．在算例中，初始向量 ｘ０ ＝ ０ ∈ Ｃｎ（Ｘ０ ＝ ０ ∈ Ｃｎ×ｐ），ｒｋ ＝ ｂ － Ａｘｋ（Ｒｋ ＝ Ｂ
－ ＡＸｋ），其中 ｘｋ（Ｘｋ） 表示第 ｋ 步迭代向量，ｒｋ（Ｒｋ） 表示第 ｋ 步迭代误差， 终止条件满足

‖ｒｋ‖２ ／‖ｒ０‖２ ≤ １０ －８（即 ‖Ｒｋ‖Ｆ ／‖Ｒ０‖Ｆ ≤ １０ －８）， 即算法中提及的 ε ＝ １０ －８， 此外

ＧＣＯＲＳ２ 算法［１３］、ＢｉＣＯＲＳＴＡＢ 算法［１１］中选取 ｒ∗０ ＝ Ａｒ０， Ｇｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ 算法［１５］、Ｇｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ＿ｐｌｕｓ

１４２非 Ｈｅｒｍｉｔｅ 线性方程组的若干预处理迭代算法



算法［１５］中选取 Ｒ０ ＝ Ｒ０ ．算例中 ｋ，ｔ 及 ｌｒｅｓ 分别表示计算近似解的迭代次数、迭代时间和相对残量

范数，其中相对残量范数定义为 ｌｒｅｓ ＝ ｌｇ（‖ｒｋ‖２ ／‖ｒ０‖２）（即 ｌｒｅｓ ＝ ｌｇ（‖Ｒｋ‖Ｆ ／‖Ｒ０‖Ｆ）） ．
本文所有算例均使用双精度浮点运算并在 ＭＡＴＬＡＢ Ｒ２０１７ｂ 平台上运行，电脑配置：ＣＰＵ

为 ＰＣ⁃Ｉｎｔｅｒｌ（Ｒ） Ｃｏｒｅ（ＴＭ） ｉ７⁃６７００，３．４０ ＧＨｚ，内存为 １６ ＧＢ ．
例 １　 为了验证 ＰＧＣＯＲＳ２ 算法和 ＰＢｉＣＯＲＳＴＡＢ 算法求解非 Ｈｅｒｍｉｔｅ 线性方程组（１）的有

效性和鲁棒性，该算例主要针对源于声散射、二维对流扩散和有限差分 Ｌａｐｌａｃｅ（拉普拉斯）算
子问题通过转换得到的 ＹＯＵＮＧ１Ｃ、ＣＤＤＥ１ 和 ＧＲ＿３０＿３０ 矩阵进行测试，更多细节请详见文献

［１８］，方程（１）中右端项选取 ｂ ＝ （ ｉ，…，ｉ） Ｔ ．３ 个测试矩阵的计算结果对比详见表 １，相应算法

的收敛性行为详见图 １～３．
表 １　 预处理方法求解 ＹＯＵＮＧ１Ｃ、ＣＤＤＥ１ 及 ＧＲ＿３０＿３０ 的数值结果

Ｔａｂｌｅ １　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ＹＯＵＮＧ１Ｃ， ＣＤＤＥ１ ａｎｄ ＧＲ＿３０＿３０
ｏｂｔａｉｎｅｄ ｗｉｔｈ ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄｓ

ｍｅｔｈｏｄ
ＹＯＵＮＧ１Ｃ

ｋ ｔ ／ ｓ ｌｒｅｓ

ＣＤＤＥ１

ｋ ｔ ／ ｓ ｌｒｅｓ

ＧＲ＿３０＿３０

ｋ ｔ ／ ｓ ｌｒｅｓ
ＧＣＯＲＳ２［１３］ ２１９ ０．０２３ －８．０６１ １０３ ０．０１９ －８．８５９ ５０ ０．０１３ －８．２３１

ＰＧＣＯＲＳ２ （ｑ ＝ １） １９１ ０．０２５ －８．６１１ １０３ ０．０２３ －８．８７２ ５０ ０．０１６ －８．２３１

ＰＧＣＯＲＳ２ （ｑ ＝ ２） ９４ ０．０１７ －８．２８１ ５１ ０．０１４ －８．０４７ ２８ ０．０１１ －８．０７４

ＰＧＣＯＲＳ２ （ｑ ＝ ４） ７０ ０．０１５ －８．５７２ ３６ ０．００９ －８．２０７ ２０ ０．００９ －８．３５５

ＢｉＣＯＲＳＴＡＢ［１１］ ４４７ ０．０３４ －８．０４０ １９８ ０．０２０ －８．３２１ ５０ ０．０１０ －８．０７１

ＰＢｉＣＯＲＳＴＡＢ （ｑ ＝ １） ５２９ ０．０４８ －８．３５７ １８３ ０．０２６ －８．３１０ ５０ ０．０１３ －８．０７１

ＰＢｉＣＯＲＳＴＡＢ （ｑ ＝ ２） １８４ ０．０２０ －８．０２４ ７７ ０．０１３ －８．２０２ ３１ ０．００９ －８．１３９

ＰＢｉＣＯＲＳＴＡＢ （ｑ ＝ ４） １１９ ０．０１８ －８．００８ ５２ ０．００９ －８．３１２ １８ ０．００６ －８．１３７

（ａ） ＰＧＣＯＲＳ２ （ｂ） ＰＢｉＣＯＲＳＴＡＢ
图 １　 例 １ 中 ＹＯＵＮＧ１Ｃ 的收敛结果

Ｆｉｇ． １　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ＹＯＵＮＧ１Ｃ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ １

　 　 基于表 １ 和图 １ ～ ３ 的数值结果，采用 ＧＣＯＲＳ２、ＢｉＣＯＲＳＴＡＢ 及相应的预处理算法求解线

性方程组（１）可得到如下相关结论：
１） 对于测试矩阵 ＹＯＵＮＧ１Ｃ，ＧＣＯＲＳ２ 算法在迭代时间和迭代次数两方面所表现出的收

敛性行为均优于 ＢｉＣＯＲＳＴＡＢ 算法，该结论与文献［１３］保持一致．类似地，测试矩阵 ＣＤＤＥ１ 和

ＧＲ＿３０＿３０ 同样呈现出相关收敛性行为．另外从图表中的数据可知，ＰＧＣＯＲＳ２ 算法的收敛性行

为同样优于 ＰＢｉＣＯＲＳＴＡＢ 算法，迭代时间较少，且稳定性较好．
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２） 从图与表中的数据可知，当预处理算法的内迭代次数 ｑ ＝ １ 时，预处理算法（ＰＧＣＯＲＳ２、
ＰＢｉＣＯＲＳＴＡＢ）与原算法的迭代次数比较接近，特别是测试矩阵 ＣＤＤＥ１ 和 ＧＲ＿３０＿３０，这是由

于此时的预处理条件子Ｍ －１ ＝Ｄ －１ 为对角阵，预处理算法相较于原算法影响很小．因此，当 ｑ ＝ １
时，预处理算法与原算法的迭代次数几乎相同．

３） 从图与表中的数据可知，对于同一测试算例，当内迭代次数 ｑ 在一定范围时，ＰＧＣＯＲＳ２
和 ＰＢｉＣＯＲＳＴＡＢ 算法的收敛速度随着内迭代次数的增加而相应的加快，所用迭代时间相应减少．
特别地，当内迭代次数 ｑ ＝ ４ 时，预处理算法收敛速度最快，且迭代时间和迭代次数达到最小．

（ａ） ＰＧＣＯＲＳ２ （ｂ） ＰＢｉＣＯＲＳＴＡＢ
图 ２　 例 １ 中 ＣＤＤＥ１ 的收敛结果

Ｆｉｇ． ２　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ＣＤＤＥ１ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ １

（ａ） ＰＧＣＯＲＳ２ （ｂ） ＰＢｉＣＯＲＳＴＡＢ
图 ３　 例 １ 中 ＧＲ＿３０＿３０ 的收敛结果

Ｆｉｇ． ３　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ＧＲ＿３０＿３０ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ １

例 ２　 对于带有多个右端项的非 Ｈｅｒｍｉｔｅ 线性方程组（２），考虑阶数为 ４ ０００ 的复 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ
矩阵［１３，１５］：

　 　 Ａ ＝

４ ０ １ ０．７
ｉγ ４ ０ １ ０．７

ｉγ ４ ０ １ ⋱
ｉγ ４ ０ ⋱

⋱ ⋱ ⋱

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

，
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其符号函数为 ｆ（ ｚ） ＝ ｉγｚ －１ ＋ ４ ＋ ｚ２ ＋ ０．７ｚ３ ．通过改变参数 γ， 可得到与符号函数 ｆ（ ｚ） 相关的谱

和伪谱．因此，参数 γ 会影响到 Ｇｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ［１５］、Ｇｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ＿ｐｌｕｓ［１５］、ＧＣＯＲＳ２［１３］ 及相关预处理

方法的收敛性行为．方程（２）中右端项选取 Ｂ ＝ Ａ × Ｅ，ｐ ＝ ５ ≪ ｎ， 其中 Ｅ ＝ （ｅｉｊ） ｎ×ｐ， 且 ｅｉｊ ＝ １．
算例的计算结果对比详见表 ２，相应算法的收敛性行为详见图 ４ 和图 ５．

表 ２　 不同参数 γ 下预处理方法求解算例 ２ 的数值结果

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ ２ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｅｒ γ
ｏｂｔａｉｎｅｄ ｗｉｔｈ ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄｓ

ｍｅｔｈｏｄ
γ ＝ ２．０

ｋ ｔ ／ ｓ ｌｒｅｓ

γ ＝ ２．５

ｋ ｔ ／ ｓ ｌｒｅｓ

γ ＝ ２．７

ｋ ｔ ／ ｓ ｌｒｅｓ
Ｇｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ［１５］ ２２ ０．０７５ －８．０１０ ４６ ０．１５５ －８．０５２ １４６ ０．３９６ －８．０４３

ＰＧｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ （ｑ ＝ １） ２２ ０．０７６ －８．０１０ ４６ ０．１５９ －８．０５２ １４６ ０．４１９ －８．０４３

ＰＧｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ （ｑ ＝ ２） ２１ ０．０７３ －８．２８３ ２１ ０．０９３ －８．０４２ ５０６ １．９４９ －８．００１

ＰＧｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ （ｑ ＝ ４） １０ ０．０４８ －８．３６２ １７ ０．０９１ －８．３３７ ４３ ０．１８３ －８．１１８

Ｇｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ＿ｐｌｕｓ［１５］ ２３ ０．０６１ －８．１４８ ７２ ０．１９８ －８．０７５ ３０２ ０．７８７ －８．０２６

ＰＧｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ＿ｐｌｕｓ （ｑ ＝ １） ２３ ０．０６３ －８．１４８ ７２ ０．２０１ －８．０７５ ３０２ ０．７９２ －８．０２６

ＰＧｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ＿ｐｌｕｓ （ｑ ＝ ２） １５ ０．０５２ －８．２８６ ５９ ０．１８２ －８．２０５ ４８６ １．６６２ －８．１９３

ＰＧｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ＿ｐｌｕｓ （ｑ ＝ ４） １０ ０．０４８ －８．３５１ ３３ ０．１７２ －８．１５３ １１０ ０．４７９ －８．３６５

ＧＣＯＲＳ２［１３］ １７ ０．０５３ －８．２５７ ２５ ０．０５９ －８．０５９ ３４ ０．０８２ －８．１５５

ＰＧＣＯＲＳ２ （ｑ ＝ １） １７ ０．０５４ －８．２５７ ２５ ０．０６７ －８．０５９ ３４ ０．０９０ －８．１５５

ＰＧＣＯＲＳ２ （ｑ ＝ ２） １２ ０．０４６ －８．４０３ １６ ０．０４７ －８．２８９ １９ ０．０７９ －８．１５０

ＰＧＣＯＲＳ２ （ｑ ＝ ４） ７ ０．０４３ －８．８１３ １１ ０．０３９ －８．７２５ １３ ０．０７６ －８．０３４

　 　 基于表 ２、图 ４ 和图 ５ 的数值结果，采用 Ｇｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ、Ｇｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ＿ｐｌｕｓ、ＧＣＯＲＳ２ 及相应的

预处理算法求解带有多个右端项的线性方程组（２）可得到如下相关结论：
１） 从表 ２ 中的数据可知，对于不同的参数 γ， ＧＣＯＲＳ２ 算法所用的迭代时间和迭代次数

均少于 Ｇｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ 和 Ｇｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ＿ｐｌｕｓ 算法．且从图 ４、图 ５ 中看出，当预处理算法的内迭代次

数 ｑ ＝ １ 时，３ 种预处理算法（ＰＧＣＯＲＳ２、ＰＧｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ 和 ＰＧｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ＿ｐｌｕｓ）与原算法的迭代次

数几乎接近，收敛曲线几近重合，这一现象与例 １ 中结果保持一致．
２） 从表 ２ 数据可知，当 γ ＝ ２．０，２．５ 时，３ 种算法的预处理算法的收敛速度均随着内迭代

次数的增加而相应加快，所用迭代时间相应减少．特别地，当内迭代次数 ｑ ＝ ４ 时，预处理算法

收敛速度最快，且迭代时间和迭代次数达到最小．而当 γ ＝ ２．７ 时，可从图 ５（ａ）、（ｂ）中可知，
ＰＧｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ 和 ＰＧｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ＿ｐｌｕｓ 算法在内迭代次数为 ｑ ＝ ２ 时，收敛性行为呈现骤增骤降趋

势，且高于 ｑ ＝ １ 时的迭代次数，而 ＰＧＣＯＲＳ２ 算法却保持良好的收敛性行为．这说明参数 γ 会

影响到 ＰＧｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ 和 ＰＧｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ＿ｐｌｕｓ 算法的收敛行为，但对 ＰＧＣＯＲＳ２ 算法影响极小，因
此 ＰＧＣＯＲＳ２ 算法呈现较好的收敛性行为．

基于算例 ２ 的结果，可知 ＧＣＯＲＳ２ 算法的预处理算法表现出较好的收敛性行为．因此，以
下算例进一步验证预处理算法求解带有多个右端项的线性方程组（２）的有效性和可行性．

例 ３　 对于带有多个右端项的非 Ｈｅｒｍｉｔｅ 线性方程组（２），考虑 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程［４，１３］：

　 　

Δｕ ＋ α２ｕ ＝ ０，　 　 （ｘ，ｙ） ∈ ［０，π］ × ［０，π］，

ｕｘ（０，ｙ） ＝ ｉ α２ － １ ／ ４ ｃｏｓ（ｙ ／ ２），

ｕｘ（π，ｙ） － ｉ α２ － １ ／ ４ ｕ ＝ ０，
ｕｙ（ｘ，０） ＝ ｕ（ｘ，π） ＝ ０ ．
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ï
ï
ï

ï
ï
ï
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通过中心差分格式离散 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程，离散后所得线性方程组系数矩阵阶数为 （ｍ ＋ １） × ｍ，
其中步长选取 ｈ ＝ １ ／ ｍ，右端项选取 Ｂ ＝ Ａ × Ｅ，ｐ ＝ ５ ≪ ｎ，其中 Ｅ ＝ （ｅｉｊ） ｎ×ｐ，且 ｅｉｊ ＝ １．该算例仅

考虑 α ＝ ２．７７，４．１６ 两种情况．算例的计算结果对比详见表 ３，相应算法的收敛性行为详见图 ６．

（ａ） ＰＧｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ （ｂ） ＰＧｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ＿ｐｌｕｓ

（ｃ） ＰＧＣＯＲＳ２
图 ４　 例 ２ 中参数 γ ＝ ２．０ 的收敛结果

Ｆｉｇ． ４　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ ２ ｗｉｔｈ γ ＝ ２．０

（ａ） ＰＧｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ （ｂ） ＰＧｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ＿ｐｌｕｓ

５４２非 Ｈｅｒｍｉｔｅ 线性方程组的若干预处理迭代算法



（ｃ） ＰＧＣＯＲＳ２
图 ５　 例 ２ 中参数 γ ＝ ２．７ 的收敛结果

Ｆｉｇ． ５　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ ２ ｗｉｔｈ γ ＝ ２．７

表 ３　 不同参数 α 下预处理方法求解算例 ３ 的数值结果

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ ３ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｅｒ α
ｏｂｔａｉｎｅｄ ｗｉｔｈ ｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄｓ

ｍ α
ＧＣＯＲＳ２［１３］

ｋ ｔ ／ ｓ ｌｒｅｓ

ＰＧＣＯＲＳ２ （ｑ ＝ １）

ｋ ｔ ／ ｓ ｌｒｅｓ

ＰＧＣＯＲＳ２ （ｑ ＝ ２）

ｋ ｔ ／ ｓ ｌｒｅｓ

ＰＧＣＯＲＳ２ （ｑ ＝ ４）

ｋ ｔ ／ ｓ ｌｒｅｓ
８０ ２．７７ ３１７ １．７７ －８．０４ ３１７ １．８０ －８．０３ １８８ １．２３ －８．２６ １３３ １．２０ －８．１１

１００ ２．７７ ３９６ ２．１４ －８．０９ ３９６ ２．１６ －８．１５ ２２３ １．７６ －８．００ １５８ １．６７ －８．２２

１２０ ２．７７ ４７５ ７．６５ －８．０３ ４７５ ７．８１ －８．００ ２６６ ５．７５ －８．００ １９０ ５．１４ －８．２９

８０ ４．１６ ４３１ ２．２１ －８．０１ ４２３ ２．３２ －８．０２ ３３１ １．９３ －８．１０ ２３２ １．７８ －８．０１

１００ ４．１６ ４９０ ２．３３ －８．０４ ４９５ ２．３５ －８．０２ ３７４ ２．０５ －８．１６ ２６９ １．９５ －８．１４

１２０ ４．１６ ６２３ ６．３８ －８．１６ ６２３ ６．５５ －８．１５ ３１８ ４．７６ －８．００ ２２６ ４．２６ －８．０３

（ａ） α ＝ ２．７７ （ｂ） α ＝ ４．１６
图 ６　 例 ３ 中 ＰＧＣＯＲＳ２ 算法的收敛结果 （ｍ ＝ １２０）

Ｆｉｇ． ６　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅ ３ ｗｉｔｈ ｍ ＝ １２０

　 　 基于表 ３ 和图 ６ 数值结果，采用 ＧＣＯＲＳ２ 算法及相应的预处理算法求解带有多个右端项

的线性方程组（２）可得到如下相关结论：
１） 从表 ３ 中的数据可知，对于不同的参数 α，当计算规模从 ６ ４８０（ｍ ＝ ８０） 增加到 １４ ５２０

（ｍ ＝ １２０） 时，ＰＧＣＯＲＳ２ 依旧保持良好的收敛性行为．当 ｑ ＝ １ 时，ＰＧＣＯＲＳ２ 与 ＧＣＯＲＳ２ 的迭代
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次数几乎接近，收敛曲线几近重合（可从图 ６ 中看出）；当 ｑ ＝ ４ 时，ＰＧＣＯＲＳ２ 算法收敛速度最

快，且迭代时间和迭代次数达到最小．
２） 从图 ６ 中可知，对于同一规模的 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ 方程，随着参数 α 的增加，ＰＧＣＯＲＳ２ 和

ＧＣＯＲＳ２ 算法所用迭代次数增多．这说明参数 α 影响 ＧＣＯＲＳ２ 和 ＰＧＣＯＲＳ２ 的收敛性行为，但
ＰＧＣＯＲＳ２ 算法相较于 ＧＣＯＲＳ２ 算法依旧具有良好的收敛速度．

４　 结 束 语

本文主要采用若干预处理迭代算法求解非 Ｈｅｒｍｉｔｅ 线性方程组（１）和具有多个右端项的

复线性方程组（２）．通过预处理技术，有效地提高了求解线性方程组的效率，大大降低计算时

间．以下针对相关预处理算法进行总结：
１） 考虑非 Ｈｅｒｍｉｔｅ 线性方程组（１）的求解，ＰＧＣＯＲＳ２ 收敛速度和迭代时间均优于 ＰＢｉ⁃

ＣＯＲＳＴＡＢ 算法，具有良好的收敛性行为．考虑具有多个右端项的复线性方程组（２）的求解，
ＰＧＣＯＲＳ２ 算法的收敛速度和迭代时间均优于 ＰＧｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ 算法和 ＰＧｌ⁃ＧＰＢｉＣＧ＿ｐｌｕｓ 算法，具
有良好的收敛性行为．这进一步说明预处理算法加快了原算法的收敛速度．

２） 针对于文中所提到的所有预处理算法，当内迭代次数 ｑ ＝ １ 时，由于此时的预处理条件

子 Ｍ －１ ＝ Ｄ －１ 为对角阵，预处理算法相较于原算法影响很小．因此，预处理算法与原算法的迭代

次数几乎接近，收敛曲线较为相似．当内迭代次数 ｑ ＝ ４ 时，预处理算法收敛速度均达到最快，
迭代时间和迭代次数达到最小．
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