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摘要：　 基于动力学问题时间依赖基本解的奇异边界法是一种无网格边界配点法．该方法引入源点

强度因子的概念从而避免了基本解的源点奇异性，具有数学简单、编程容易、精度高等优点．将该方

法用于瞬态热传导问题的数值模拟，运用 ＭＡＴＬＡＢ 实现该问题的数值研究，并创建相应的 ＭＡＴ⁃
ＬＡＢ 工具箱．针对二维和三维瞬态热传导问题，进行了基于反插值技术和经验公式的奇异边界法

ＭＡＴＬＡＢ 算例实现．针对支撑圆坯低温瞬态温度场的模拟结果表明，瞬态热传导奇异边界法的

ＭＡＴＬＡＢ 工具箱具有简单、方便、精确可靠的优点．研究成果有助于发展瞬态热传导的奇异边界法，
并为瞬态热传导问题的数值分析和仿真提供了一种简单高效的模拟工具．
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引　 　 言

热传导问题广泛存在于数学物理、应用科学、工程等诸多领域［１⁃６］ ．研究热传导问题的有效

数值模拟方法对实际工程问题有着非常重要的指导意义．
奇异边界法（ｓｉｎｇｕｌａｒ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｍｅｔｈｏｄ， ＳＢＭ） ［７］ 是求解偏微分方程数值解的一种新型无

网格边界配点法．该方法的优势在于： １） 与边界元方法［８⁃１０］ 相似，该方法仅需边界离散；与边

界元方法的不同之处在于无需积分计算． ２） 该方法无需网格生成，仅需配置边界源点，适合于

复杂几何域和高维问题． ３） 该方法避免了传统基本解方法中的虚假边界选取难题，同时保留

了后者真正无网格、数学简单且易于编程的优点．奇异边界法的这些优点使得它在偏微分方程

初边值问题求解中表现出极大的优势． 目前该方法已经被成功应用于声学［１１］、弹性力学［１２］ 等

领域．
基于动力学问题的时间依赖基本解，奇异边界法近年来已被用于扩散和对流扩散等流体

力学问题［１３⁃１４］的数值模拟．本文将奇异边界法用于瞬态热传导问题的求解，发展了瞬态热传导
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问题的奇异边界法．ＭＡＴＬＡＢ 是面向科学计算的高级编程语言，是集科学计算、可视化、编程于

一体的工程软件开发平台．为了进一步推广奇异边界法的应用，为各种实际工程提供有力的数

值计算结果，以及为工程操作提供一些指导信息，本文将进行瞬态热传导问题的奇异边界法

ＭＡＴＬＡＢ 实现和工具箱制作．

１　 瞬态热传导问题的奇异边界法

假定 Ω 是一个有界区域， Γ ＝ ∂Ω 是区域 Ω 的边界， ｘ 为空间坐标．本文仅考虑二维和三维

瞬态热传导问题， ｘ∈（ｘ１，ｘ２） 和 ｘ∈（ｘ１，ｘ２，ｘ３） 分别为二维和三维空间坐标．
１．１　 瞬态热传导问题

瞬态热传导问题的控制方程为

　 　 ρｃ ∂Ｔ（ｘ，ｔ）
∂ｔ

＝ ｋ Ñ２Ｔ（ｘ，ｔ），　 　 ｘ ∈ Ω， （１）

式中 ｋ 表示热传导率，Ｊ ／ （ｍ·ｓ·Ｋ）； ρ 为材料密度，ｋｇ ／ ｍ３； ｃ 为材料的定压比热容，Ｊ ／ （ｋｇ·Ｋ）；
Ｔ（ｘ，ｔ） 表示该坐标 ｘ 在 ｔ 时刻的温度值，℃ ．

初始条件和 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件可以表示为

　 　
Ｔ（ｘ，ｔ０） ＝ Ｔ

－
（ｘ，ｔ０）， ｘ ∈ Ω ∪ Γ，

Ｔ（ｘ，ｔ） ＝ Ｔ
－
（ｘ，ｔ）， ｔ ≥ ｔ０， ｘ ∈ Γ，{ （２）

式中 ｔ０ 表示初始时刻， Ｔ
－
表示初始条件和 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件下的已知温度场．

上述瞬态热传导问题的时空基本解为

　 　 Ｔ∗（ｘ，ｔ；ξ，τ） ＝ ｅ
－ ｘ－ξ ２

４ｋ（ ｔ－τ） ／ （ρｃ）

［４πｋ（ ｔ － τ） ／ （ρｃ）］ ｎ ／ ２ Ｈ（ ｔ － τ）， （３）

式中 ｎ 为空间维度； （ｘ，ｔ） 表示物理场点； （ξ，τ） 表示物理源点； ｘ － ξ 表示点 ｘ 与点 ξ 之间

的 Ｅｕｃｌｉｄ 距离； Ｈ（ ｔ） 为 Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ（赫维赛德）跃阶函数．
１．２　 奇异边界法

奇异边界法是一种边界型无网格配点法，以基本解作为插值基函数逼近问题的解．该方法

将场点和源点重合地布置在物理边界上，通过引入源点强度因子（ｏｒｉｇｉｎ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒ， ＯＩＦ）
的概念避免了基本解的源点奇异性．对于上述瞬态热传导问题的求解，奇异边界法的基本公式

可表述为

　 　 Ｔ（ｘｉ，ｔｉ） ＝ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １， ｊ≠ｉ
α ｊＴ∗（ｘｉ，ｔｉ； ξ ｊ，τ ｊ） ＋ αｉＡｉｉ， （４）

式中 Ｎ 表示源点数目， α ｊ 为待求系数， Ａｉｉ 表示源点强度因子．
１．３　 基于反插值技术的奇异边界法求解瞬态热传导问题

数值试验发现，源点强度因子存在且是一个有限值，其仅依赖边界离散点的分布和所涉及

的边界条件类型．反插值技术是一种求解源点强度因子的有效方法，下面将给出基于反插值技

术的奇异边界法的具体实施过程．
对于瞬态热传导问题，考虑将源点放置在 ｔ ＝ ｔ０，ｘ ∈ Ω∪ Γ 和 ｔ ＝ ｔ０ ＋ Δｔ，ｘ ∈ Γ 的物理边

界域上，能够得到 ｔ ＝ ｔ０ ＋ Δｔ，ｘ∈Ω的数值解，从而以 ｔ ＝ ｔ０ ＋ Δｔ 的数值解作为下一步计算的初

始条件，重复该过程，直到得到所研究问题的数值解．具体过程如下．
第一步　 引入一个满足控制方程（１）的样本解 Ｔｓ（ｙ，ｔ）， 求解下述线性方程组中的未知系
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数 β ｊ：

　 　 Ｔｓ（ｙｋ，ｔｋ） ＝ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
β ｊＴ∗（ｙｋ，ｔｋ； ξ ｊ，τ ｊ），　 　 ｉ ＝ １，２，…，Ｎｋ， （５）

式中样本点所对应的时刻 ｔｋ 与源点对应时刻 τ ｊ 不重合，所以式（３）不存在奇异性．计算中， Ｎｋ

一般应不少于源点数目 Ｎ ，考虑将样本点布置在物理域 Ω 上，其空间坐标与源点相同，样本点

时刻 ｔｋ 与源点时刻 ｔ 相差一定距离，即 ｔｋ 满足 ｔｋ ＝ ｔ ＋ ｂΔｔ，ｂ ∈ （０，１） ．
第二步　 反插值求解源点强度因子，用边界配点 ｘｉ 代替样本点 ｙｋ， 可得到

　 　 Ａｉｉ ＝
１
βｉ

[Ｔｓ（ｘｉ，ｔｉ） － ∑
Ｎ

ｊ ＝ １， ｊ≠ｉ
β ｊＴ∗（ｘｉ，ｔｉ； ξ ｊ，τ ｊ） ] ． （６）

第三步　 根据问题的初边值条件，利用式（６）所求得的源点强度因子建立奇异边界法的

基本方程组，计算问题域内的瞬态热传导问题，求解插值系数 α ｊ ．
第四步　 选取 ｔ ＝ ｔ０ ＋ Δｔ 时刻物理域内部若干点作为计算点，利用奇异边界法的基本方程

组求得当前时刻若干点处的温度值，再以 ｔ ＝ ｔ０ ＋ Δｔ 的数值解作为下一步计算的初值条件，直
到得到所研究问题的奇异边界法数值解．
１．４　 基于经验公式的奇异边界法求解瞬态热传导问题

文献［１４］提出的瞬态扩散方程源点强度因子的经验公式，相比于反插值技术更加简单，
仅需求解一次线性方程组，在一维和二维问题求解中具有一定优势．这里简单介绍二维瞬态热

传导问题的经验公式．其表达式如下：

　 　 Ａｉｉ ＝

１
（Δｌ） ２， ｉ ＝ １，２，…，Ｎ１，

（ － １６．７３Δｔ － ０．７６１ ８） ｔ －２３．６９Δｔ －０．７０８ １ ＋ １．０９９
Δｔ

， ｉ ＝ Ｎ１ ＋ １，…，Ｎ１ ＋ Ｎ２，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（７）

式中 Δｌ 表示空间步长； Ｎ１ 表示初始时刻的物理域内部源点数； Ｎ２ 表示非初始时刻的时间方

向 （ ｔ ＝ ｔ０ ＋ ｎΔｔ） 下的边界源点数．

２　 奇异边界法求解瞬态热传导问题的 ＭＡＴＬＡＢ 实现

２．１　 算法实现与 ＭＡＴＬＡＢ编程

选取适当的边界节点和时间步长，根据初边值条件，可建立如下基本方程组：
　 　 Ａα ＝ ｂ， （８）

式中 α 为待求系数， ｂ 为初边值条件组成的向量．

　 　 Ａｉｊ ＝

ｅ
－ ｘｉ－ξ ｊ

２

４ｋ（ ｔｉ－τ ｊ） ／ （ρｃ）

［４πｋ（ ｔｉ － τ ｊ） ／ （ρｃ）］ ｎ ／ ２， ｔｉ ＞ τ ｊ，

０， ｔｉ ＜ τ ｊ，
０， ｔｉ ＝ τ ｊ， ｘｉ ≠ ξ ｊ，
Ａｉｉ（ＯＩＦ）， ｔｉ ＝ τ ｊ， ｘｉ ＝ ξ ｊ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

（９）

针对瞬态热传导问题，以 ｔ ＝ ｔ０ ＋ Δｔ 的数值解作为下一步插值的初始条件，反复迭代直到

获得本文所研究问题的奇异边界法数值解．另外，发现如表 １ 所示布置方式，源点在时间方向

上的距离与 ｎ 无关，则只需要 １ × Ｎ × Ｎ 的循环次数．由式（８）构建一个通用矩阵，表 １ 的源点

布置方式使得迭代算法紧缩，仅需要对初边值条件进行矩阵变换，这样能够很大程度地优化算

１６２瞬态热传导的奇异边界法及其 ＭＡＴＬＡＢ 实现



法，计算速度快，最终得到计算配点的奇异边界法数值解，即热传导的时空解．ＭＡＴＬＡＢ 程序见

附录．
表 １　 源点布置方式

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｓｏｕｒｃｅ ｐｏｉｎｔ ｌａｙｏｕｔ

ｔｉｍｅ ｄｏｍａｉｎ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｓｏｕｒｃｅ ｐｏｉｎｔ ｉｎｔｅｒｎａｌ ｓｏｕｒｃｅ ｐｏｉｎｔ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｓｏｕｒｃｅ ｐｏｉｎｔ

０ ０ ０ １ｄｔ

１ １ｄｔ １ｄｔ ２ｄｔ

︙ ︙ ︙ ︙

ｉ － １ （ ｉ － １）ｄｔ （ ｉ － １）ｄｔ ｉｄｔ

　 　 注　 ｔ ＝ ｔ０ ＋ ｎｄｔ， ｎ ＝ ０，１，２，…，ｉ ．

　 　 Ｎｏｔｅ　 ｔ ＝ ｔ０ ＋ ｎｄｔ， ｎ ＝ ０，１，２，…，ｉ ．

２．２　 创建 ＧＵＩ 界面

图形用户界面（ｇｒａｐｈｉｃｓ ｕｓｅｒ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ， ＧＵＩ）是由各种图形对象，如图形窗口、光标、按键、
菜单、文字说明等对象构成的用户界面．在 ＧＵＩＤＥ 平台下可实现对用户自定义界面的菜单、快
捷键菜单以及各种控件的位置布置及属性编辑，从而设计出满足用户要求的图形界面．

首先通过工具箱生成人机交互界面，进行数据输入，键入回调，并解决数据的输出及显示

问题．由此，便可创建求解瞬态热传导问题的图形用户界面，如图 １ 所示．创建完成后便可将其

用于实际工程仿真，为各种实际工程问题提供有力的数值计算结果，为工程操作提供一些指导

信息．

图 １　 瞬态热传导求解界面

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｔｒａｎｓｉｅｎｔ ｈｅａｔ ｃｏｎｄｕｃｔｉｏｎ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｉｎｔｅｒｆａｃｅ

３　 数 值 算 例

３．１　 算例 １
针对二维矩形区域［０．５ ｍ，１．５ ｍ］×［１ ｍ，３ ｍ］的瞬态热传导问题，其边界条件如下：

　 　 Ｔｓ（ｘ，ｙ，ｔ，α） ＝ （ｓｉｎ（πｘ） ＋ ｓｉｎ（πｙ））ｅ －αｔπ２，　 　 α ＝ ｋ
ρｃ

＝ ０．３， ｘ，ｙ ∈ Γ ．

给定初始时刻、时间步长、最终时刻依次为 ｔ０ ＝ ０，ｄｔ ＝ ０．０１ ｓ和 ｔ ＝ １．０ ｓ， 分别采用基于反
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插值技术和经验公式的奇异边界法计算内部测试点在 ｔ ＝ １．０ ｓ 时刻的温度分布．工具箱计算结

果如图 ２ 所示．

（ａ） 基于反插值技术的计算结果

（ａ） Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｉｎｖｅｒｓｅ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ

（ｂ） 基于经验公式的计算结果

（ｂ） Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｅｍｐｉｒｉｃａｌ ｆｏｒｍｕｌａ
图 ２　 ＭＡＴＬＡＢ 工具箱对于二维矩形区域的计算结果

Ｆｉｇ． ２　 Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＭＡＴＬＡＢ ｔｏｏｌｂｏｘ ｆｏｒ ａ ２Ｄ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｚｏｎｅ

从图 ２ 中可以看出，无论是反插值技术的奇异边界法，还是经验公式的奇异边界法，均能

准确模拟矩形区域上的瞬态热传导问题．也可看出，基于反插值技术的奇异边界法最大误差为

０．０１７，基于经验公式的奇异边界法最大误差为 ０．００７，表明基于经验公式的奇异边界法相比于

反插值技术在二维矩形区域的瞬态热传导问题求解中更具优势，且计算简单．另外，ＭＡＴＬＡＢ
工具箱具有操作简单，运行速度快，界面交互友好迅捷的特点．
３．２　 算例 ２

针对三维长方体区域［０．５ ｍ，１．５ ｍ］×［０．５ ｍ，１．５ ｍ］×［０．５ ｍ，１．５ ｍ］的瞬态热传导问题，
其精确解如下：

　 　 Ｔ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ，α） ＝ （ｓｉｎ（πｘ） ＋ ｓｉｎ（πｙ） ＋ ｓｉｎ（πｚ））ｅ －αｔπ２，　 　 α ＝ ０．４．
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其边界条件为

　 　 Ｔｓ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ，α） ＝ （ｓｉｎ（πｘ） ＋ ｓｉｎ（πｙ） ＋ ｓｉｎ（πｚ））ｅ －αｔπ２，　 　 ｘ，ｙ，ｚ ∈ Γ， α ＝ ０．４．
给定初始时刻、时间步长、最终时刻依次为 ｔ０ ＝ ０，ｄｔ ＝ ０．１ ｓ 和 ｔ ＝ ２．５ ｓ，计算三维长方体区

域的内部测试点在 ｔ ＝ ２．５ ｓ 时刻的奇异边界法数值解．工具箱的计算结果如图 ３ 所示．

图 ３　 ＭＡＴＬＡＢ 工具箱三维长方体区域的计算结果

Ｆｉｇ． ３　 Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＭＡＴＬＡＢ ｔｏｏｌｂｏｘ ｆｏｒ ａ ３Ｄ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｒｅｇｉｏｎ

从图 ３ 可以看出，对于三维长方体区域，同一时刻不同测试点温度的数值结果与相应的精

确解高度吻合．此外，不同时刻同一点的温度变化模拟结果也相当精确，表明了本文方法的精

确度和有效性．更重要的是，所建立的 ＭＡＴＬＡＢ 工具箱操作简单，程序运行可靠，且运行速度

快，界面交互友好迅捷．

（ａ） 支撑圆坯 （ｂ） 支撑圆坯边界配点

（ａ） Ａ ｓｕｐｐｏｒｔｉｎｇ ｒｏｕｎｄ ｂｉｌｌｅｔ （ｂ） Ｂｏｕｎｄａｒｙ ｍａｔｃｈｉｎｇ ｐｏｉｎｔｓ ｏｎ ｔｈｅ
ｓｕｐｐｏｒｔｉｎｇ ｒｏｕｎｄ ｂｉｌｌｅｔ

图 ４　 支撑圆坯及其物理条件

Ｆｉｇ． ４　 Ａ ｓｕｐｐｏｒｔｉｎｇ ｒｏｕｎｄ ｂｉｌｌｅｔ ａｎｄ ｔｈｅ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

３．３　 算例 ３
考虑一个由材料铝制作的支撑圆坯，其在低温环境下用于特殊物件的支撑，如图 ４（ａ）．这

里将奇异边界法用于求解该圆坯瞬态温度场的实际工程问题．
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材料铝的比热容 ｃ 为 ０．８８×１０３ Ｊ ／ （ｋｇ·℃），密度 ρ 为 ２．７０２×１０３ ｋｇ ／ ｍ３，导热系数 ｋ 或 λ 为

２３７ Ｊ ／ （ｍ·ｓ·℃）．对其施加特殊的低温状态，由如下边界温度函数给出：
　 　 Ｔｓ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ） ＝ （ｓｉｎ（πｘ） － ｃｏｓ（πｙ） ＋ ｓｉｎ（πｚ））ｅ －ｋｔπ２ ／ （ρｃ） ＋
　 　 　 　 ｘ２ ＋ ｙ２ ＋ ｚ２ ＋ ６ｋｔ ／ （ρｃ） － １０．
选取如图 ４（ｂ）所示的 １２５ 个边界源点上的边界温度值，计算 ｔ ＝ ３．０ ｓ 时刻的内部温度场．

　 　 在圆坯内部均匀测试 ２４０ 个计算点，能够得到该试件的温度场分布，计算结果如图 ５．

图 ５　 支撑圆坯计算结果

Ｆｉｇ． ５　 Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｕｐｐｏｒｔｉｎｇ ｒｏｕｎｄ ｂｉｌｌｅｔ

表 ２　 ｔ ＝ ３．０ ｓ 时刻部分测试点的温度

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｓ ｏｆ ａｔ ｓｏｍｅ ｔｅｓｔ ｐｏｉｎｔｓ， ｔ ＝ ３．０ ｓ

ｔｅｓｔ ｐｏｉｎｔ
（ｘ，ｙ，ｚ） ／ ｍ

ｅｘａｃｔ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ
Ｔ ／ ℃

ＳＢＭ ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ
Ｔｋ ／ ℃

ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ
ΔＴ ／ ℃

ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ
（ ΔＴ ／ Ｔ） ／ ％

（－０．０１１ ２７， ０．２６５ ２７， １．７１４ ３） －７．１７４ ４４ －７．１４８ ６１ ０．０２５ ８３０ ８ ０．３６０ ０４

（２．１４１ ９， ０．４９１ ５８， １．４２８ ６） －２．８９９ ９８ －２．９２１ ６６ ０．０２１ ６８２ ６ ０．７４７ ６８２

（０．１９０ ９８， ０．４１２ ２２， １．１４２ ９） －８．０６５ １２ －８．１６８ ２ ０．１０３ ０８２ １．２７８ １２

（－０．０１１ ２７， １．７３４ ７， ０．８５７ １４） －５．８９３ ０３ －５．８８０ ０５ ０．０１２ ９８３ ２ ０．２２０ ３１５

（１．３８６ ３， －０．１８８ ８２， ０） －８．３５０ ５６ －８．４６３ ５２ ０．１１２ ９５７ １．３５２ ６９

（１．８３６ ４１， １．９２８ ９３， ０．５７１ ４２９） －２．３１５ ４１ －２．３０２ ２２ ０．０１３ １８２ ０．５６９ ３１８

（１．８０９ ０， １．５８７ ８， ０．８５７ １４） －３．１６６ ９１ －３．５３０ ５３ ０．３６３ ６２２ １１．４８１ ９

（０．８６９ ３４， －０．２４３ １５， ０．５７１ ４３） －８．０７９ ５５ －８．２８６ ３４ ０．２０６ ７９２ ２．５５９ ４５

（１．３８６ ３， －０．１８８ ８２， ０．５７１ ４３） －７．５８５ ７２ －７．９６１ ８９ ０．３７６ １６４ ４．９５８ ８５

（１．３０９ ０， ０．０４８ ９４４， １．１４２ ９） －７．５０２ ３６ －８．３４２ ８４ ０．８４０ ４８５ １１．２０３

　 　 表 ２ 列出了部分计算点的测试信息．可以看出，在不同的计算点上奇异边界法数值解与相

应的精确解均十分接近，该界面能够有效地运用奇异边界法模拟支撑圆坯在低温环境下的瞬

态温度场．
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４　 结　 　 论

本文成功将基于反插值技术的奇异边界法用于求解瞬态热传导问题，发展了瞬态热传导

的奇异边界法，并进行了 ＭＡＴＬＡＢ 实现；所建工具箱能有效地解决二维和三维瞬态热传导问

题，为瞬态热传导问题的数值分析和仿真提供一种简单高效的模拟工具．
３ 个算例分别采用工具箱模拟了二维、三维规则物理域和低温环境下支撑圆坯的瞬态热

传导问题．其工具箱充分体现了该程序的运行可靠性，且运行速度快，界面交互友好迅捷．可为

相关实际工程问题提供有力的数值计算结果，为工程操作提供一些指导信息，其有着非常重要

的研究意义．同时也可看出， 本文所发展的奇异边界法数学简单， 编程容易， 计算速度快且精

度高．
然而，反插值技术涉及到样本解和样本点，它们的选取具有一定的随意性，会影响算法精

度．为此，还需对算法进行进一步的探究和优化．

附　 　 录

ＭＡＴＬＡＢ 程序如下：
ｃｌｅａｒ ａｌｌ
ｔ０＝ ０；ｔ ＝ ２．５；ｄｔ ＝ ０．０５；ａｌｐｈ＝ ０．１；　 　 ％初始时刻，计算时刻，时间间隔，热传导系数

ｌｅｎ＝ １；ｎｏｄｅｓ＝ １５；ｓｔｅｐ＿Ｔ＝（ｔ－ｔ０） ／ ｄｔ；　 　 ％边界长度，配点数，时间步长

［Ａ ，Ｔｔｉ］ ＝ ｅｘｔｅｒｎａｌ＿ｎｏｄｅｓ（ｌｅｎ，ｎｏｄｅｓ）；　 　 ％空间边界区域布点

［ｓＡ］ ＝ ｉｎｔｅｒｎａｌ＿ｎｏｄｅｓ（ｌｅｎ，ｎｏｄｅｓ）；　 　 ％空间内部区域布点

ｎ＝ ｌｅｎｇｔｈ（Ａ）；ｓｎ＝ ｌｅｎｇｔｈ（ｓＡ）；
ｃｈｏ＝ ｉｎｐｕｔ（‘Ｅｎｔｅｒ ｔｈｅ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｃｈｏｏｓｉｎｇ ｓｏｌｕｔｉｏｎ：’）；　 　 ％输入 １ 代表反插值求解；２ 代表经验公式求解

ｓｗｉｔｃｈ（ｃｈｏ）
ｃａｓｅ １
ＡＡ＝［Ａ ｓＡ Ａ］；　 　 ％空间基础源点外内外布置方式如表 １
［ｘＡＡ，ｙＡＡ，ｔ，ｓｓｔ，ｂｊ，ａｃｃｕｒａｔｅ］ ＝ ｔｉｍｅｍａｔｒｉｘ＿ｎｏｄｅｓ（ａｌｐｈ，ＡＡ，ｓｔｅｐ＿Ｔ，ｎ，ｓｎ，ｄｔ）；

　 　 ％构建时空矩阵及边值存储矩阵，ａｃｃｕｒａｔｅ 精确解

［ｒｒ１，ｒｒ２］ ＝Ｅｕｃｌｉ（ＡＡ，ｎ，ｓｎ）；　 　 ％Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ 距离

［ｍＡ，ｍｍＡ，ｏｉｆ］ ＝ ＩＩＴＳＢＭ（ａｌｐｈ，ｓｔｅｐ＿Ｔ，ｎ，ｓｎ，ｄｔ，ｘＡＡ，ｙＡＡ，ｔ，ｓｓｔ，ｒｒ１，ｒｒ２）；　 　 ％ＩＩＴＳＢＭ（ｂ＝ ０．５）
［ｓｂｍ］ ＝ ＩＩＴＳＢＭ＿ｉｔｅｒａｔｉｏｎ（ｎ，ｓｎ，ｓｔｅｐ＿Ｔ，ｏｉｆ，ｍＡ，ｍｍＡ，ｂｊ）；　 　 ％初边值矩阵变换

ｃａｓｅ ２
［ＡＡ２，ｉｎ＿ｃｏｅｆｆ，ｓｎ２］ ＝ Ｉｎ＿ｖａｌｕｅ＿ｃｏｅｆｆ（Ａ，ｓＡ，Ｔｔｉ，ａｌｐｈ，ｓｔｅｐ＿Ｔ，ｄｔ，ｎ，ｓｎ）；　 　 ％构建非对角初始时空阵

［ｏｉｆ］ ＝Ｅｍｐｉｒ＿ｆｏｒｍ（Ｔｔｉ，ｓｔｅｐ＿Ｔ，ｄｔ，ｎ，ｓｎ２）；　 　 ％经验公式

［ｖａｌｕｅ＿ａｌｐｈ］ ＝ ｓｏｌ＿ａｌｐｈ（Ａ，ＡＡ２，ｉｎ＿ｃｏｅｆｆ，ｏｉｆ，ａｌｐｈ，ｓｔｅｐ＿Ｔ，ｄｔ，ｎ，ｓｎ２）；　 　 ％求解含 ｏｉｆ 的系数矩阵

［ｓｏｌ］ ＝Ｃｏｅｆ＿ｍａ（Ａ，ｓＡ，ＡＡ２，ａｌｐｈ，ｓｔｅｐ＿Ｔ，ｄｔ，ｎ，ｓｎ２）；　 　 ％待求内部区域系数阵

［ｓｂｍ］ ＝ ｓｏｌ∗ｖａｌｕｅ＿ａｌｐｈ；　 　 ％ＳＢＭ 数值解

ｅｎｄ．
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