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摘要：　 重构核插值法是近年来提出的一种新型无网格方法．该方法的形函数具有点插值性和高阶

光滑性，不仅能够直接施加本质边界条件，而且能保证较高的计算精度．为了更有效地求解三维轴

对称弹性动力学问题，对重构核插值法（ｒｅｐｒｏｄｕｃｉｎｇ ｋｅｒｎｅｌ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ， ＲＫＩＭ）应用于此类

问题进行了研究，并发展了相应的数值模拟方法．由于几何形状和边界条件的轴对称性，计算时只

需要横截面上离散节点的信息，因而前处理变得简单．采用 Ｎｅｗｍａｒｋ⁃β 法进行了时域积分．数值算

例表明，轴对称弹性动力学分析的重构核插值法既有无网格方法的优势，又有较高的计算精度．
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引　 　 言

近年来发展迅速的无网格方法［１⁃７］可以减少或消除网格划分给数值计算带来的困难，在自

适应分析、大变形和裂纹扩展等问题领域比传统的有限元法更加灵活和有效．在现有的无网格

方法中，Ｌｉｕ 等［８］于 １９９５ 年提出的重构核粒子法是目前应用最为广泛的无网格方法之一．其核

心思想是在光滑粒子法［９］中引入核函数修正项，使理论上精确重构有限域的近似函数成为可

能．然而，重构核粒子法的形函数不满足插值特性．重构核插值法［１０⁃１１］ 通过简单函数引入插值

特性，并利用增强函数构造重构条件，得到一个具有任意离散点插值特性的形函数．重构核插

值法不仅免去了处理本质边界条件的困难，而且其形函数能够精确重构插值点多项式的真值、
近似精度高．

在很多实际工程中，有一类几何形状、约束条件与外载荷均对称于某一固定轴的轴对称问

题．这类构件在任一对称面内相对应点上的位移、应变以及应力大小相等且方向对称，因此可

将三维空间问题转换为二维问题，从而能快速有效地求解．目前，复杂轴对称问题求解的数值

方法研究已引起了许多学者［１２⁃１４］的极大关注．为充分发挥重构核插值法的优势，本文将其与弹

性动力学空间轴对称问题相结合，利用虚位移原理详细推导了相应的离散方程，并编制了相应

的计算程序．最后，通过典型算例的计算和对比，分析验证了该方法的有效性和合理性．

１　 重构核插值法的形函数

在轴对称面 Ω 内，任一点 ｘ 处的函数 ｕ（ｘ） 可近似为［１０⁃１１］
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　 　 ｕ（ｘ） ＝ ∑
Ｎ

Ｉ ＝ １
ψ Ｉ（ｘ）ｕＩ， （１）

式中 Ｎ 为计算点 ｘ 邻域内的节点数， ψ Ｉ（ｘ） 为重构核插值法的形函数，且有

　 　 ψ Ｉ（ｘ） ＝ ψ Ｉ（ｘ） ＋ ψ
－
Ｉ（ｘ） ． （２）

ψ Ｉ（ｘ） 由粒子 ｘＩ 处的核函数 Φ ａ^Ｉ（ｘ － ｘＩ） 及其在粒子 ｘＩ 的值来构造，取具有 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ ｄｅｌｔａ 函

数特性的简单形式， ψ
－
Ｉ（ｘ） 由扩展的重构条件构造，即

　 　 ψ Ｉ（ｘ） ＝ Φ ａ^Ｉ（ｘ － ｘＩ） ／ Φ ａ^Ｉ（０）　 　 （ａＩ ＜ ｍｉｎ { ‖ｘＩ － ｘＪ‖，∀Ｊ ≠ Ｉ } ）， （３）

　 　 ψ
－
Ｉ（ｘ） ＝ ＨＴ（ｘ － ｘＩ）Ｑ

－１（ｘ）［Ｈ（０） － Ｈ（ｘ）］Φ
－

ａ－ Ｉ（ｘ － ｘＩ）， （４）
式中 ＨＴ（ｘ － ｘＩ） 为 ｍ 维基函数向量，且

　 　 ＨＴ（ｘ － ｘＩ） ＝ ［１， ｘ － ｘＩ， ｙ － ｙＩ， …， （ｙ － ｙＩ）ｍ］， （５）

　 　 Ｑ（ｘ） ＝ ∑
Ｎ

Ｉ ＝ １
Φ
－

ａ－ Ｉ（ｘ － ｘＩ）Ｈ（ｘ － ｘＩ）ＨＴ（ｘ － ｘＩ）， （６）

　 　 Ｈ（ｘ） ＝ ∑
Ｎ

Ｉ ＝ １
Ｈ（ｘ － ｘＩ）ψ Ｉ（ｘ） ． （７）

为便于形函数偏导数的计算，将式（４）改写为

　 　 ψ
－
Ｉ（ｘ） ＝ ＡＴ（ｘ）Ｂ（ｘ）， （８）

式中

　 　 ＡＴ（ｘ） ＝ ＨＴ（ｘ － ｘＩ）Ｑ
－１（ｘ）， （９）

　 　 Ｂ（ｘ） ＝ ［Ｈ（０） － Ｈ（ｘ）］Φ
－

ａ－ Ｉ（ｘ － ｘＩ） ． （１０）

因此， ψ
－
Ｉ（ｘ） 的偏导数为

　 　 ψ
－
Ｉ，ｉ（ｘ） ＝ ＡＴ

，ｉ（ｘ）Ｂ（ｘ） ＋ ＡＴ（ｘ）Ｂ，ｉ（ｘ），　 　 ｉ ＝ １，２． （１１）
若取支持域为圆形，中心为 ｘＩ， 则两个核函数分别为

　 　 Φ ａ^Ｉ（ｘ － ｘＩ） ＝ Φ（‖ｘ － ｘＩ‖ ／ ａＩ）， （１２）

　 　 Φ
－

ａ－ Ｉ（ｘ － ｘＩ） ＝ Φ（‖ｘ － ｘＩ‖ ／ ａ－ Ｉ）， （１３）
式中 Φ 为四次样条函数， ａＩ 和 ａ－ Ｉ 本文分别取为 ａＩ ＝ ０．８ｄ１

Ｉ 和 ａ－ Ｉ ＝ ２．５ｄ９
Ｉ ，ｄ１

Ｉ 和 ｄ９
Ｉ 分别为节点 ｘＩ

到距其最近的第 １ 个和第 ９ 个节点之间的距离．

２　 轴对称弹性动力学问题

在轴对称面 Ω 上，位移 ｕ ＝ ［ｕｒ，ｕｚ］ Ｔ、加速度 ｕ ＝ ［ｕｒ，ｕｚ］ Ｔ、应力σ ＝ ［σ ｒ，σ θ，σ ｚ，τ ｒｚ］ Ｔ 和应

变 ε ＝ ［ε ｒ，ε θ，ε ｚ，γ ｒｚ］ Ｔ 的关系方程为

　 　 ＬＴσ ＋ ｂ ＝ ρｕ， （１４ａ）
　 　 ε ＝ Ｌｕ， （１４ｂ）
　 　 σ ＝ Ｄε， （１４ｃ）

此外还应满足相应的边界条件和初始条件．上式中， ρ 为质量密度， ｂ ＝ ［ｂｒ，ｂｚ］ Ｔ 为体力向量， Ｌ
为微分算子矩阵， Ｄ 为弹性矩阵，且

　 　 Ｌ ＝

∂
∂ｒ

１
ｒ

０ ∂
∂ｚ

０ ０ ∂
∂ｚ

∂
∂ｒ

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

Ｔ

， （１５）
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　 　 Ｄ ＝ λ ３

１ λ １ λ １ ０
λ １ １ λ １ ０
λ １ λ １ １ ０
０ ０ ０ λ ２

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

， （１６）

式中

　 　 λ １ ＝ ν
１ － ν

， λ ２ ＝ １ － ２ν
２（１ － ν）

， λ ３ ＝ Ｅ
２（１ ＋ ν）λ ２

， （１７）

其中 Ｅ 和 ν 分别为材料的弹性模量和 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比．
由于只对空间域进行离散，轴对称面 Ω 内的试函数 ｕ（ｘ，ｔ） 可由式（１）表示为

　 　 ｕ（ｘ，ｔ） ＝ ∑
Ｎ

Ｉ ＝ １
ψ Ｉ（ｘ）ｕＩ（ ｔ） ． （１８）

由式（１４ｂ）、（１５）和（１８）可得应变 ε 为

　 　 ε（ｘ，ｔ） ＝ ∑
Ｎ

Ｉ ＝ １
ＢＩ（ｘ）ｕＩ（ ｔ）， （１９）

式中

　 　 ＢＩ ＝

∂ψ Ｉ

∂ｒ
ψ Ｉ

ｒ
０

∂ψ Ｉ

∂ｚ

０ ０
∂ψ Ｉ

∂ｚ
∂ψ Ｉ

∂ｒ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

Ｔ

． （２０）

对于轴对称弹性动力学问题，平衡方程对应的标准变分弱形式为

　 　 ２π∫
Ω
δεＴσｒｄΩ ＋ ２π∫

Ω
δｕＴρｕｒｄΩ ＝ ２π∫

Γｔ
δｕＴ ｔ－ｒｄΓ ＋ ２π∫

Ω
δｕＴｂｒｄΩ， （２１）

式中 ｔ－ ＝ ［ ｔｒ，ｔｚ］ Ｔ 为给定的面力向量．
将式（１８）和（１９）代入式（２１），并注意到节点位移变分 δｕ 的任意性，最终可得控制方程

的离散形式为

　 　 Ｍｕ（ ｔ） ＋ Ｋｕ（ ｔ） ＝ ｆ（ ｔ）， （２２）
式中 Ｍ，Ｋ 和 ｆ（ ｔ） 分别是系统的质量矩阵、刚度矩阵和节点载荷向量．它们的各元素可具体表

示为

　 　 ＭＩＪ ＝ ２π∫
Ω
ρＮＴ

Ｉ ＮＪｒｄΩ， （２３ａ）

　 　 ＫＩＪ ＝ ２π∫
Ω
ＢＴ

Ｉ ＤＢＪｒｄΩ， （２３ｂ）

　 　 ｆＩ（ ｔ） ＝ ２π ∫
Γｔ
ψ Ｉ ｔ

－（ ｔ） ｒｄΓ ＋ ∫
Ω
ψ Ｉｂ（ ｔ） ｒｄΩ( ) ， （２３ｃ）

其中

　 　 ＮＩ ＝
ψ Ｉ ０
０ ψ Ｉ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （２４）

３　 时间积分方案

式（２２）是二阶常微分方程组，其求解主要有直接积分法和振型叠加法两类．文献［１５］对
直接积分法和振型叠加法的实用范围进行了讨论，本文采用直接积分法中的 Ｎｅｗｍａｒｋ⁃β 法．
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在 ｔ ～ ｔ ＋ Δｔ 的时间区域内， Ｎｅｗｍａｒｋ⁃β 积分方法采用下列的假设，即
　 　 ｕｔ ＋Δｔ ＝ ｕｔ ＋ ｕｔΔｔ ＋ ［（１ ／ ２ － α）ｕｔ ＋ αｕｔ ＋Δｔ］Δｔ２， （２５）
　 　 ｕｔ ＋Δｔ ＝ ｕｔ ＋ ［（１ － δ）ｕｔ ＋ δｕｔ ＋Δｔ］Δｔ， （２６）

式中 α 和 δ 代表 Ｎｅｗｍａｒｋ⁃β 积分参数，本文取 α ＝ １ ／ ４和 δ ＝ １ ／ ２．将式（２５）和（２６）代入式（２２）
可得

　 　 Ｋｕｔ ＋Δｔ ＝ ｆ， （２７）
式中

　 　 Ｋ ＝ Ｋ ＋ １
αΔｔ２

Ｍ， （２８）

　 　 ｆ ＝ ｆｔ ＋Δｔ ＋ Ｍ
ｕｔ

αΔｔ２
＋

ｕｔ

αΔｔ
＋ １

２α
－ １æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ． （２９）

４　 数 值 算 例

４．１　 受突加内压的厚壁圆筒

受突加内压力作用的无限长厚壁圆筒如图 １ 所示．内半径 ｒ２ ＝ ０．１ ｍ，外半径 ｒ１ ＝ ０．２ ｍ，弹性

模量 Ｅ ＝ ２．１ × １０１１ Ｐａ，Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 ν ＝ ０．３，质量密度 ρ ＝ ７．８５ × １０３ ｋｇ ／ ｍ３，内压力 ｐ ＝ ７５ ＭＰａ ．
截取长 Ｌ ＝ ０．１ ｍ 的厚壁圆筒作为计算模型，并在其轴对称面上布置 １６×５ 个计算节点，如图 ２
所示．为了进行数值积分，轴对称面上划分 １５×４ 个积分背景网格，且每一网格中采用 ３×３ 个 Ｇａｕｓｓ
点．图 ３ 为时间歩长取 Δｔ ＝ ４．０ × １０ －７ ｓ 时计算得到的内表面径向位移随时间的变化曲线．为了

进行对比，图 ３ 还给出了 ＡＢＡＱＵＳ 和重构核粒子法的计算结果．显然，本文方法的计算精度要

好于重构核粒子法，与 ＡＢＡＱＵＳ 的结果吻合得更好．

图 １　 受内压的厚壁圆筒

Ｆｉｇ． １　 Ａ ｔｈｉｃｋ⁃ｗａｌｌｅｄ ｃｙｌｉｎｄｅｒ ｕｎｄｅｒ ｉｎｔｅｒｎａｌ ｐｒｅｓｓｕｒｅ

４．２　 受突加内压的厚壁球壳

考虑一受突加内压力 ｐ ＝ ７５ ＭＰａ 作用的厚壁球壳．球壳内壁半径 ｒ２ ＝ ０．１６ ｍ，外壁半径 ｒ１
＝ ０．２ ｍ，弹性模量 Ｅ ＝ ２．１ × １０１１ Ｐａ，Ｐｏｉｓｓｏｎ 比 ν ＝ ０．３， 密度 ρ ＝ ７．８５ × １０３ ｋｇ ／ ｍ３ ．此问题是球

对称问题，现将它作为轴对称问题进行求解，相应的节点布置方案如图 ４ 所示．为了进行数值

积分，轴对称面上划分 ６×１８ 个积分背景网格，且每一网格中采用 ３×３ 个 Ｇａｕｓｓ 点．计算总时间

为 ３．０×１０－４ ｓ，时间歩长取为 Δｔ ＝ ３．０ × １０ －７ ｓ ．图 ５ 给出了本文方法和 ＡＢＡＱＵＳ 软件计算得到

的球壳内壁的径向位移随时间的变化曲线．从图 ５ 可以看出，两者吻合得很好，表明本文所推

导的轴对称弹性动力学问题的重构核插值法及其离散形式是正确的，此方法是可行的．
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图 ２　 厚壁圆筒的节点布置 图 ３　 厚壁圆筒内表面的径向位移

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｎｏｄａｌ ａｒｒａｎｇｅｍｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｒａｄｉａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｈｉｓｔｏｒｙ ｏｎ ｔｈｅ ｉｎｎｅｒ
ｔｈｉｃｋ⁃ｗａｌｌｅｄ ｃｙｌｉｎｄｅｒ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｔｈｉｃｋ⁃ｗａｌｌｅｄ ｃｙｌｉｎｄｅｒ

图 ４　 厚壁球壳的节点布置 图 ５　 厚壁球壳内表面的径向位移

Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ｎｏｄａｌ ａｒｒａｎｇｅｍｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ｒａｄｉａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｈｉｓｔｏｒｙ ｏｎ ｔｈｅ ｉｎｎｅｒ
ｔｈｉｃｋ⁃ｗａｌｌｅｄ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ ｓｕｒｆａｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｔｈｉｃｋ⁃ｗａｌｌｅｄ ｓｐｈｅｒｉｃａｌ ｓｈｅｌｌ

５　 结　 　 论

重构核插值法作为一种具有代表性的无网格方法，由于具有易于建立高阶近似函数和形

函数满足 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ ｄｅｌｔａ 函数特性等优势而被计算力学界广泛关注．本文将重构核插值法进一

歩推广应用于轴对称弹性动力学问题．基于虚位移原理，本文详细推导了轴对称弹性动力学问

题的离散方程，并编制了相应的计算程序．最后，数值算例的分析表明，本文数值解与有限元软

件 ＡＢＡＱＵＳ 的计算结果吻合得很好，说明本文提出的轴对称弹性动力学问题的重构核插值法

及其离散形式是正确的，并且具有前处理方便、精度高和可直接施加本质边界条件等优点．
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