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摘要：　 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统是一类重要的动力系统，辛算法（如生成函数法、ＳＲＫ 法、ＳＰＲＫ 法、多步法

等）是针对 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统所设计的具有保持相空间辛结构不变或保 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数不变的算法．但
是，时域上，同阶的辛算法与 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法具有相同的数值精度，即辛算法在计算过程中也存在

相位误差，导致时域上解的数值精度不高．经过长时间计算后，计算结果在时域上也会变得“面目

全非”．为了提高辛算法在时域上解的精度，将精细算法引入到辛差分格式中，提出了基于相位误

差的精细辛算法（ＨＰＤ⁃ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ ｍｅｔｈｏｄ），这种算法满足辛格式的要求，因此在离散过程中具有保

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统辛结构的优良特性．同时，由于精细化时间步长，极大地减小了辛算法的相位误差，大
幅度提高了时域上解的数值精度，几乎可以达到计算机的精度，误差为 Ｏ （１０－１３）．对于高低混频系

统和刚性系统，常规的辛算法很难在较大的步长下同时实现对高低频精确仿真，精细辛算法通过

精细计算时间步长，在大步长情况下，没有额外增加计算量，实现了高低混频的精确仿真．数值结果

验证了此方法的有效性和可靠性．
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引　 　 言

ＲＫ 法是工程中最常应用的数值方法，它格式简单、几何意义明确、运算效率高，但是存在

耗散机制，误差会累积，不适宜做长时间的计算．为此，Ｆｅｎｇ（冯康） ［１］ 在 １９８４ 年国际微分几何

与微分方程会议上发表的《差分格式与辛几何》，首次系统地提出了 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程及其算

法———辛几何算法（ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ），这是根据 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的解能保持辛几

何结构不变的性质而设计的辛算法．
辛算法虽然克服了 ＲＫ 法的精度耗散机制，然而在计算过程中如 ＲＫ 法一样会产生相位

误差，从而影响数值精度．Ｇöｒｔｚ 研究了单步辛算法的相位误差问题［２］，邢誉峰等针对经典的无

阻尼 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统阐述了辛算法导致动态响应“面目全非”的原因———相位误差累积［３］ ．
Ｍｏｎｏｖａｓｉｌｉｓ 和 Ｓｉｍｏｓ 等设计了具有最高阶相位精度的某些辛算法的计算格式（譬如 ＳＰＲＫ 法）
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等［４⁃１３］ ．但是这些方法只能有限地提高辛算法在时域上的精度，长时间计算后相位误差的精度

还是会大幅度降低．
采用小步长是提高计算精度的另一种途径，但单纯地将步长细化会大大增加计算量．为

此，钟万勰设计了精细算法［１４］，能够在步长允许的范围内多次计算，避免了大数吃小数，克服

了计算机的舍入误差，使得计算精度几乎可以达到计算机的精度，并且精细矩阵生成后可以做

到“一次生成，终身使用”，从而计算量并没有增加，但计算精度却大大提高了，因此得到了广

泛的应用［１５⁃１６］ ．Ｈｕａｎｇ（黄永安）等［１７］、曾进等［１８］ 利用 Ｐａｄé 逼近，将辛算法与精细积分法相结

合，设计了精细辛算法，使得解在保持计算长期稳定性的同时也大大提高了计算精度．但是计

算过程中涉及矩阵求逆，只能近似保辛［１９⁃２０］ ．
因此，本文从相位误差的角度出发，将精细算法引入到一阶辛差分格式中，设计了基于相

位误差的精细辛算法，证明了此算法每一小步是辛算法，合成一大步后仍然是辛算法，当精细

参数 Ｎ 趋于无穷大时，相位误差趋于零．因此，所设计的精细辛算法不仅可以保持原 Ｈａｍｉｌｔｏｎ
系统的性质，还使相位精度得到了大幅度的提高，可以有效逼近精确的相位，长时间计算后仍

可逼近精确解．

１　 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的辛算法

　 　

ｄｑ
ｄｔ

＝ Ｈｐ，

ｄｐ
ｄｔ

＝ － Ｈｑ，

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１）

初始值 ｑ（０） ＝ ｑ０，ｐ（０） ＝ ｐ０，若令 ｚ ＝
ｑ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ｚ０ ＝

ｑ０

ｐ０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， 则式（１）简记为

　 　 ｄｚ
ｄｔ

＝ ＪＨｚ，

其中　 　 Ｊ２ｎ ＝
０ Ｉｎ

－ Ｉｎ ０
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， Ｈｚ ＝

Ｈｑ

Ｈｐ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ．

由流形的理论可知，Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程的解能保持正则变换．即若 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 方程的解在 ｔ０ 时刻

为 ｚ，到达 ｔ０ ＋ ｔ时刻的解为 ｚ，则其 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵Ｍ ＝ ∂ｚ ／ ∂ｚ是辛矩阵 （ＭＴＪＭ ＝ Ｊ） ．这种特性使

得 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的解能保持相空间的辛结构．
在数值计算中，若从 ｚｋ ＝ ｚ（ ｔｋ） 到 ｚｋ＋１ 的差分格式的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵能满足正则变换（即差分

格式的 Ｊａｃｏｂｉ 矩阵 ∂ｚｋ＋１ ／ ∂ｚｋ 是辛矩阵），则称此差分格式为辛差分格式．
因此，根据辛矩阵的定义可知

　 　 ｄｅｔ（Ｍ） ＝ Ｍ ＝ １，
所以其耗散误差为

　 　 α ＝ １ － ｄｅｔ（Ｍ） ＝ ０，
这就说明了辛算法在计算过程中不会发生耗散现象，能保持系统的辛结构，保证整体性规律的

守恒．
实际中，往往更关心时域上数值解精度的高低．Ｂｒｕｓａ 和 Ｎｉｇｒｏ［２１］给出了谐振子系统

　 　 ｑ ＝ － ω ２ｑ
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的差分格式的色散量（即 ｐｈａｓｅ ｌａｇ，相位误差）：

　 　 φ ＝ ωτ － ａｒｃｃｏｓ
ｔｒ（Ｍ）

２ ｄｅｔ（Ｍ）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

通过上式即可计算出算法的相位误差．也可证明，对于 ｎ 阶辛差分格式，其相位精度为 ２ｎ 阶．

２　 基于相位误差分析的精细辛算法

考虑线性 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 正则方程：

　 　

ｄｑ
ｄｔ

＝ ｐ，

ｄｐ
ｄｔ

＝ － ω ２ｑ ．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２）

初始条件为

　 　 ｑ（０） ＝ ｑ０， ｐ（０） ＝ ｐ０ ．
其精确解为

　 　
ｑ（ ｔ）
ｐ（ ｔ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

ｃｏｓ（ωｔ） １
ω

ｓｉｎ（ωｔ）

－ ωｓｉｎ ｔ ｃｏｓ（ωｔ）

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

ｑ０

ｐ０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ．

２．１　 基于相位误差的精细辛算法格式构造

系统（２）的一阶辛差分格式为

　 　
ｑｋ＋１

ｐｋ＋１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

１ τ
－ ω ２τ １ － ω ２τ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｑｋ

ｐｋ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， （３）

式中 τ 为时间步长， ｑｋ 为 ｔｋ 时刻 ｑ 的计算值， ｐｋ 为 ｔｋ 时刻 ｐ 的计算值．
定理 １　 从 （ｑｋ，ｐｋ） 到 （ｑｋ＋１，ｐｋ＋１） 的格式变为

　 　
ｑｋ＋１

ｐｋ＋１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

１ τ
２Ｎ

－ ω ２ τ
２Ｎ １ － ω ２ τ

２Ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

２Ｎ

ｑｋ

ｐｋ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ， （４）

该格式是辛格式．并称为基于相位误差的精细辛算法．
证明 　 首先，将时间步长 τ 划分为 ２Ｎ （Ｎ 为自然数） 段，根据辛格式 （ ４） 在小段

ｋ ＋ ｊ
２Ｎ τ，ｋ ＋ ｊ ＋ １

２Ｎ τé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú （ ｊ ＝ ０，…，２Ｎ － １） 上系统（２）的一阶辛差分格式为

　 　
ｑｋ＋（ ｊ ＋１）τ ／ ２Ｎ

ｐｋ＋（ ｊ ＋１）τ ／ ２Ｎ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

１ τ
２Ｎ

－ ω ２ τ
２Ｎ １ － ω ２ τ

２Ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ｑｋ＋ｊτ ／ ２Ｎ

ｐｋ＋ｊτ ／ ２Ｎ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ． （５）

在每一小段上的传递矩阵均为

　 　 Ｍτ ／ ２Ｎ ＝
１ τ

２Ｎ

－ ω ２ τ
２Ｎ １ － ω ２ τ

２Ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

．
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因其是辛差分格式，故有

　 　 ＭＴ
τ ／ ２ＮＪＭτ ／ ２Ｎ ＝ Ｊ ．

格式（３）是由格式（５）组合而成的，即

　 　
ｑｋ＋１

ｐｋ＋１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

１ τ
２Ｎ

－ ω ２ τ
２Ｎ １ － ω ２ τ

２Ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ｑｋ＋（２Ｎ－１）τ ／ ２Ｎ

ｐｋ＋（２Ｎ－１）τ ／ ２Ｎ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

　 　 　 　
１ τ

２Ｎ

－ ω ２ τ
２Ｎ １ － ω ２ τ

２Ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

２２

ｑｋ＋（２Ｎ－２）τ ／ ２Ｎ

ｐｋ＋（２Ｎ－２）τ ／ ２Ｎ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

　 　 　 　
１ τ

２Ｎ

－ ω ２ τ
２Ｎ １ － ω ２ τ

２Ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

２Ｎ

ｑｋ

ｐｋ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ，

其传递矩阵为

　 　 Ｍτ ＝
１ τ

２Ｎ

－ ω ２ τ
２Ｎ １ － ω ２ τ

２Ｎ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

２Ｎ

． （６）

因此

　 　 ＭＴ
τＪＭτ ＝ ［（Ｍτ ／ ２Ｎ） ２Ｎ］ ＴＪ［（Ｍτ ／ ２Ｎ） ２Ｎ］ ＝

　 　 　 　 ［（Ｍτ ／ ２Ｎ）…（Ｍτ ／ ２Ｎ）］ ＴＪ［（Ｍτ ／ ２Ｎ）…（Ｍτ ／ ２Ｎ）］ ＝
　 　 　 　 （Ｍτ ／ ２Ｎ） Ｔ…［（Ｍτ ／ ２Ｎ） ＴＪ（Ｍτ ／ ２Ｎ）］…（Ｍτ ／ ２Ｎ） ＝
　 　 　 　 （Ｍτ ／ ２Ｎ） ＴＪ（Ｍτ ／ ２Ｎ） ＝ Ｊ ．

即 Ｍτ 是辛矩阵，故格式（４）为辛格式． □
此格式的耗散误差为零 （ｄｅｔ（Ｍτ） ＝ １） ．因此，此精细辛算法在长时间计算过程中能保持

原有 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的辛结构．
２．２　 程序实现

传递矩阵（６）又可记为

　 　 Ｍτ ＝ （Ｅ ＋ Ｂ） ２Ｎ，
这里

　 　 Ｅ ＝
１ ０
０ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｂ ＝

０ τ
２Ｎ

－ ω ２ τ
２Ｎ

－ ω ２ τ
２Ｎ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

．

在传递矩阵 Ｍτ 的计算过程中采用精细算法：
　 　 Ｍτ ＝ （Ｅ ＋ Ｂ） ２Ｎ ＝ （Ｅ ＋ Ｂ） ２Ｎ－１（Ｅ ＋ Ｂ） ２Ｎ－１ ＝
　 　 　 　 （Ｅ ＋ Ｂ）…（Ｅ ＋ Ｂ），
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而 （Ｅ ＋ Ｂ）（Ｅ ＋ Ｂ） ＝ Ｅ ＋ ２Ｂ ＋ Ｂ·Ｂ ．从而计算机上的算法实现为

　 　

ｆｏｒ　 ｉ ＝ １：Ｎ
Ｂ ＝ Ｂ∗Ｂ ＋ ２∗Ｂ

ｅｎｄ
Ｍ ＝ Ｅ ＋ Ｂ ．

２．３　 相位误差分析

定理 ２　 格式（５）具有 ２ 阶相位精度．
证明　 根据格式（５）可以得到

　 　 ｔｒ（Ｍτ ／ ２Ｎ） ＝ ２ － （ωτ） ２

２Ｎ ，

再根据相位误差的公式，得到

　 　 ｃｏｓ（ωτ ／ ２Ｎ） －
ｔｒ（Ｍτ ／ ２Ｎ）

２
＝ ｏ（τ ４） ．

因此，格式（５）具有 ２ 阶相位精度． □
定理 ３　 设 Ｎ 为精细参数， 当 Ｎ 趋近于＋∞时，此精细辛算法的相位误差趋于零．
证明　 精细辛算法的传递矩阵又可转化为

　 　 Ｍ ＝ Ｅ ＋ １
２Ｎ Ｃæ

è
ç

ö

ø
÷

２Ｎ

，

这里

　 　 Ｅ ＝
１ ０
０ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， Ｃ ＝

０ τ

－ ω ２τ － ω ２τ ２

２Ｎ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
．

若时间步长 τ 的划分越来越细，即 Ｎ →＋ ∞， 则
１
２Ｎ Ｃ → ０，

　 　 ｌｉｍ
Ｎ→＋∞

Ｍτ ＝ ｌｉｍ
Ｎ→＋∞

Ｅ ＋ １
２Ｎ Ｃæ

è
ç

ö

ø
÷

２Ｎ

＝ ｅＣ ．

因此，精细辛算法的相位精度就取决于 ｅＣ 中 Ｃ 的特征值．
根据特征方程，可以得出特征值为

　 　 λ ＝－ ω ２τ ２

２Ｎ＋１ ± ｉωτ １ － ω ２τ ２

２２Ｎ－２ ，

即

　 　 ｌｉｍ
Ｎ→＋∞

λ ＝ ± ｉωτ ．

因此，根据相位误差的公式，可得

　 　 φ ＝ ωτ － ωτ ＝ ０．
即当时间的划分越来越细时，其相位精度（色散误差）几乎可以趋于零． □

因此，本文所设计的精细辛算法既能满足 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统辛结构的要求，又能大幅度提高

辛算法的相位精度．这样，时域上解的精度就能大幅度提高，并且在长时间计算过程中结果不

失真．
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３　 数 值 算 例

例 １　 考虑简谐振子系统

　 　

ｄｑ
ｄｔ

＝ ｐ，

ｄｐ
ｄｔ

＝ － ４ｑ，

ｑ（０） ＝ ０， ｐ（０） ＝ １，

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

　 　 ｔ ＞ ０

的精确解：

　 　
ｑ
ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

ｃｏｓ（２ｔ） １
２

ｓｉｎ（２ｔ）

－ ２ｓｉｎ（２ｔ） ｃｏｓ（２ｔ）

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

１
０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

ｃｏｓ（２ｔ）
－ ２ｓｉｎ（２ｔ）

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

１） 相图

取时间步长 τ ＝ ０．１， 精细常数 Ｎ ＝ １， 经过 １００ 步的计算后，各种算法的相图如图 １ 所示．

图 １　 各种算法关于谐振子系统的相图 图 ２　 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数的计算图

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ

从图 １ 中可以看出，精细辛算法、三阶辛算法（ＳＰＲＫ３ 算法）的相图与精确解的相图完全

吻合，说明了这些算法能保持 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的辛结构，同时也从数值算例上证实了精细辛算

法是辛算法．另外，精细算法（ＨＰＤ）并不是辛算法，当精细参数比较小时，它不能保持系统的辛

结构．
２） Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数

　 　 Ｈ（ｑ，ｐ） ＝ ｑ２ ＋ ｐ２ ＝ １．
分别采用精细辛算法（时间步长 τ ＝ ０．１） 、精细积分法（时间步长 τ ＝ ０．１） 和三阶辛算法

（时间步长 τ ＝ ０．０１） 计算 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数，其结果如图 ２ 所示，纵坐标 ΔＨ ＝ Ｈ － Ｈｃｏｍｐｕｔｅ ．从图

２ 中可以看出，精细辛算法比精细算法至少高 ３ 个精度，比三阶辛算法高 ６ 个精度．
３） 时域上解的精度

取时间步长 τ ＝ ０．１，常用精细常数 Ｎ ＝ ２０，观察 ｐ在时域上的绝对误差（图 ３）．从图 ３ 中可

以看出，精细辛算法比三阶辛算法至少高 ５ 个精度．精细辛算法有了辛结构的保证，比一般的

精细算法高 ９ 个精度，数值精度在长期的计算过程中得到了保证．
当精细常数 Ｎ ＝ ４０ 时，计算 ｑ 的误差（图 ４），精细辛算法的计算精度非常高，已经基本上
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达到了计算机的计算精度．

图 ３　 关于 ｐ 的绝对误差 图 ４　 关于 ｑ 的绝对误差

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｐ Ｆｉｇ． ４　 Ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｑ

例 ２　 对于高低混频系统，文献［２２］指出数值方法的步长和系统频率之间必须满足 ＣＦＬ
条件，即 ｈｗ ≈ １．这意味着对于高频信号的仿真，数值上必须采用极小的步长．

考虑 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数：

　 　 Ｈ（ｐ１，ｑ１，ｐ２，ｑ２） ＝ １
２

５０ｐ２
１ ＋ １

５０
ｐ２
２ ＋ ２００ｑ２

１ ＋ ４
５０

ｑ２
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，

正则方程组为

　 　

ｄｐ１

ｄｔ
＝ － ２００ｑ１，

ｄｐ２

ｄｔ
＝ － ４

５０
ｑ２，

ｄｑ１

ｄｔ
＝ ５０ｐ１，

ｄｑ２

ｄｔ
＝ １
５０

ｐ２ ．

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï

其初值为

　 　 ｐ１（０） ＝ ２， ｐ２（０） ＝ ２， ｑ１（０） ＝ ０， ｑ２（０） ＝ ０．
解析解为

　 　

ｑ１ ＝ ｓｉｎ（１００ｔ），
ｑ２ ＝ ｓｉｎ（ ｔ ／ ２５），
ｐ１ ＝ ２ｃｏｓ（１００ｔ），
ｐ２ ＝ ２ｃｏｓ（ ｔ ／ ２５） ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

数值结果分别从高频系统、低频系统、Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数、计算时间 ４ 个方面去探讨分析．
１） 高频系统

从图 ５ 中可看出，精细辛算法在大步长下，对高频信号仿真的精度达到 １０－１１，比常规精细

积分法高 ４～５ 个精度，比三阶辛格式高 ６ 个精度．图 ６ 计算了 ｑ１ 的误差，精细辛算法的计算精

度非常高．图 ７ 展示了在计算 ３５ ｓ 后，由于相位误差的存在，三阶辛算法在时域上已经完全颠

倒，图像严重失真．而精细辛算法数值解的结果与精确解基本上吻合．

１０６Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统下基于相位误差的精细辛算法



图 ５　 关于 ｐ１ 的绝对误差 图 ６　 关于 ｑ１ 的绝对误差

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｐ１ Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｑ１

图 ７　 ｑ１ 的数值结果

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ｑ１

２） 低频系统

从图 ８、图 ９ 中可看出，对于低频信号，几种算法的精度都非常高，几乎达到了计算机的精

度 １０－１４ ．

图 ８　 关于 ｑ２ 的绝对误差 图 ９　 关于 ｐ２ 的绝对误差

Ｆｉｇ． ８　 Ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｑ２ Ｆｉｇ． ９　 Ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｐ２
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３） Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数

从表 １ 中可以看出，随着精细参数 Ｎ 的不断增大，Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数的误差不断减小，尤其是

精细辛算法，由于辛算法的保证，即使在步长比较大 （τ ＝ ０．１），精细参数比较小（Ｎ ＝ １０） 的情

况下，也能保证 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数的守恒，达到 １０－３ ．当精细参数 Ｎ ＝ ４０ 时，Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数的精度达

到 １０－１２ ．
从表 ２ 可以看出，三阶辛算法在步长比较大 （τ ＝ ０．１） 的情况下是无法计算的，只有步长

非常小 （τ ＝ ０．００１） 的情况下，才能计算得比较好，Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数的精度只达到了 １０－５ ．这说明

精细辛算法优于常规辛算法和精细算法．
表 １　 不同精细参数下 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数的相对误差 （τ ＝ ０．１）

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ （τ ＝ ０．１）

ｔ ／ ｓ ５ １０ ５０ １００

ＨＰＤ （Ｎ ＝ １０） １．１６８ ５Ｅ＋２ １．５７８ ９Ｅ＋４ １．４５２ ８Ｅ＋２１ ２．３２７９Ｅ＋４２

ＨＰＤ （Ｎ ＝ ２０） ０．００４ ７ ０．００９ ５ ０．０４８ ７ ０．０９９ ９

ＨＰＤ （Ｎ ＝ ４０） ４．４５Ｅ－９ ９．００Ｅ－９ ４．５３７Ｅ－８ ９．０８２Ｅ－８

ＨＰＤ⁃ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ （Ｎ ＝ １０） ８Ｅ－４ ３．５Ｅ－３ ３．５Ｅ－３ ２．１Ｅ－３

ＨＰＤ⁃ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ （Ｎ ＝ ２０） ８．３９Ｅ－７ ３．４０８Ｅ－６ ３．５４９Ｅ－６ ２．４０７Ｅ－６

ＨＰＤ⁃ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ （Ｎ ＝ ４０） ８．３５Ｅ－１３ ３．１７９Ｅ－１２ ３．０２７Ｅ－１２ ３．００７Ｅ－１２

表 ２　 三阶辛算法在不同步长下 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数的相对误差

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｔｅｐｓ ｂｙ ＳＰＲＫ３

ｔ ／ ｓ ５ １０ ５０ １００

ＳＰＲＫ３ （τ ＝ ０．１） ｉｎｆ － － －

ＳＰＲＫ３ （τ ＝ ０．０１） ７．５Ｅ－３ ２．４１Ｅ－２ ９．９Ｅ－３ ２．１９Ｅ－２

ＳＰＲＫ３ （τ ＝ ０．００１） １．９２８Ｅ－５ ２．６７８Ｅ－５ ４．０７Ｅ－６ １．１３５Ｅ－５

　 　 ４） 计算时间

从表 ３ 中可以看出，随着精细参数 Ｎ 的增加，计算时间的增加非常少，而随着三阶辛算法

步长变小，计算时间却增加非常多．这说明精细辛算法在基本不增加工作量的前提下，能大幅

度提高数值精度．
表 ３　 各种算法计算 １００ ｓ 所需的 ＣＰＵ 时间

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ ＣＰＵ ｔｉｍｅ ｆｏｒ ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ

ｍｅｔｈｏｄ ｔ ／ ｓ

ＨＰＤ⁃ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ （Ｎ ＝ ２０） ０．２２８

ＨＰＤ⁃ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ （Ｎ ＝ ４０） ０．２６４

ＳＰＲＫ３ （τ ＝ ０．０１） １．８９７

ＳＰＲＫ３ （τ ＝ ０．００１） １４６．９２４

　 　 例 ３　 上述两个系统均为线性 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统，下面以 Ｋｅｐｌｅｒ 二体问题为例阐述精细辛算

法计算非线性 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的效能：

　 　

ｄｑ１

ｄｔ
＝ ｐ１，

ｄｐ１

ｄｔ
＝ －

ｑ１

（ｑ２
１ ＋ ｑ２

２） ３ ／ ２，

ｄｑ２

ｄｔ
＝ ｐ２，

ｄｐ２

ｄｔ
＝ －

ｑ２

（ｑ２
１ ＋ ｑ２

２） ３ ／ ２ ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï
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若初始值选椭圆轨道的偏心率 ｅ ＝ ０， 则此问题的精确解为

　 　
ｑ１ ＝ － ｃｏｓ ｔ， ｐ１ ＝ ｓｉｎ ｔ，
ｑ２ ＝ ｓｉｎ ｔ， ｐ２ ＝ ｃｏｓ ｔ ．{

计算过程中采用局部线性化处理的方法，使得每一步长内的传递矩阵为常数矩阵，并且这

一矩阵为辛矩阵．其数值结果分别从相图、时域上解的精度、精细参数的选择 ３ 个方面去探讨．
１） 相图

取精细参数 Ｎ ＝ １０， 时间步长 τ ＝ ０．１， 经过 １ ０００ ｓ 的计算以后， 各种算法的相图如图 １０
所示．

图 １０　 关于 （ｐ２，ｑ２） 和 （ｐ１，ｑ１） 的轨道图

Ｆｉｇ． １０　 Ｔｈｅ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍｓ ｏｆ （ｐ２，ｑ２） ａｎｄ （ｐ１，ｑ１）

从图 １０ 中可以看出，虽然此系统是非线性的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统，但是精细辛算法的相图与精

确解的相图完全吻合，说明了此精细辛算法仍能保持 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统的辛结构．但是， 精细算法

并不是辛算法， 不能保持系统的辛结构， 且随时间的推移， 误差具有放大的趋势， 使得结果

失真．

图 １１　 各种算法关于 （ｐ１，ｑ１） 的绝对误差

Ｆｉｇ． １１　 Ｔｈｅ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ （ｐ１，ｑ１）

２） 时域上解的精度

图 １１ 中，纵坐标 ｌｇ（Δｐ１） ＝ ｌｇ（ ｐ１ － ｐ１ ），ｌｇ（Δｑ１） ＝ ｌｇ（ ｑ１ － ｑ１ ），其中 ｐ１，ｑ１ 是精确解，
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ｐ１，ｑ１ 是数值解．从图 １１ 和表 ４、表 ５ 中可以看出，大步长的精细辛算法比小步长的三阶辛算法

高 ３～５ 个精度，而常规的精细算法与三阶辛算法计算结果相差不大．
表 ４　 各种算法关于 ｐ２ 的相对误差

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｐ２ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

ｔ ／ ｓ ５０ １００ ５００ １ ０００

ＳＰＲＫ３ （τ ＝ ０．０１） ３．２９３Ｅ－８ １．３３０Ｅ－７ ５．４７９Ｅ－７ ３．１６９Ｅ－６

ＨＰＤ （Ｎ ＝ ４０，τ ＝ ０．１） ９．６５０Ｅ－１１ ８．０６９Ｅ－１０ １．７９９Ｅ－８ ２．００４Ｅ－７

ＨＰＤ⁃ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ （Ｎ ＝ ２０，τ ＝ ０．１） １．２３２Ｅ－８ ２．７８４Ｅ－８ ２．５１０Ｅ－８ ６．９７１Ｅ－８

ＨＰＤ⁃ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ （Ｎ ＝ ４０，τ ＝ ０．１） ２．４７４Ｅ－１４ ２．０２４Ｅ－１３ ５．３０２Ｅ－１３ ３．１５１Ｅ－１１

表 ５　 各种算法关于 ｑ２ 的相对误差

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒｓ ｏｆ ｑ２ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

ｔ ／ ｓ ５０ １００ ５００ １ ０００

ＳＰＲＫ３ （τ ＝ ０．０１） ３．９８６Ｅ－７ ３．６９７Ｅ－７ １．９３０Ｅ－６ １．４６７Ｅ－６

ＨＰＤ （Ｎ ＝ ４０，τ ＝ ０．１） １．２５３Ｅ－９ ２．３３２Ｅ－９ ６．４３１Ｅ－８ ９．２５８Ｅ－８

ＨＰＤ⁃ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ （Ｎ ＝ ２０，τ ＝ ０．１） ３．４１９Ｅ－７ １．６１９Ｅ－７ １．７９７Ｅ－７ ６．４６８Ｅ－８

ＨＰＤ⁃ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ （Ｎ ＝ ４０，τ ＝ ０．１） ４．５９１Ｅ－１３ ６．５６９Ｅ－１３ １．８２２Ｅ－１２ １．４５３Ｅ－１１

　 　 ３） 精细参数的选择

图 １２ 中，纵坐标 ｌｇ（εｍａｘ） ＝ ｌｇ（ｍａｘ１≤ｉ≤ｍ ｐ１，ｉ － ｐ１，ｉ ）， 其中 ｐ１，ｉ 是 ｐ１ 在 ｉ·τ 处的精确解，
ｐ１，ｉ 是 ｐ１ 在 ｉ·τ 处的数值解， ｍ ＝ １００ 为最大步数．从图中可以看出，随着精细参数 Ｎ 的增大和

步长 τ 的减小，数值精度得到了极大的提高．当精细参数 Ｎ 从 １ 增加到 ２０ 时，数值结果提高了

６ 个精度，从 ２０ 增加到 ４０ 时，再一次提高了 ８ 个精度．Ｎ ＝ ４０ 后，数值精度并没有得到明显的

提高．另外，在相同的精细参数 Ｎ 下，步长增大为 ５０ 倍，数值结果只减少了 １ 个精度，说明步长

对精度影响并不大，当 Ｎ ＝ ４０ 时，其精度也可达到 Ｏ（１０ －１３） ．因此，在数值计算过程中可选取

大步长，精细参数 Ｎ ＝ ４０．

图 １２　 数值精度随精细参数和时间步长的变化

Ｆｉｇ． １２　 Ｔｈｅ ｃｈａｎｇｅｓ ｏｆ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ ｗｉｔｈ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ａｎｄ ｔｉｍｅ ｓｔｅｐｓ

３　 结　 　 论

精细辛算法继承了辛算法在求解 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统中保辛的特性，同时精细化时间步长后，
在不增加原有计算量的前提下，极大地减少了相位误差，使其时域上解的精度几乎达到了计算

５０６Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统下基于相位误差的精细辛算法



机的精度．数值结果令人满意，说明该方法的有效性，具有广泛的工程实践价值．
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