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摘要：　 研究完全非线性水波的数值模拟方法，将《保辛水波动力学》中提出的保辛摄动方法，扩展

到非线性水波压强的分析．数值算例表明，该文方法可用于水波的非线性演化分析，也可用于模拟

孤立波、尖锐波峰的涌波等非线性水波，并给出水波的压强分布．
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引　 　 言

水波问题是许多工程领域的共性问题，其分析通常在 Ｅｕｌｅｒ 表示下进行［１］，以流速为基本

未知量，但往往忽视水波的动力学属性．水波问题也可以位移为基本未知量，通过分析力学的

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 变分原理来建立水波方程［２⁃７］，其特点是能够保辛．最近，文献［８］提出了基于位移表

示的水波动力学理论，并给出了线性水波、 浅水波的位移周期行波解．针对一般水深周期行波

解， 文献［８］提出了保辛摄动法， 可以直接给出质点粒子的轨迹， 模拟出水面尖锐的周期行

波解．
文献［８］提出保辛水波动力学的基本理论，并基于流函数给出了计算质点粒子轨迹的保

辛摄动法，而没有涉及到压强的计算．压强是工程师特别关心的物理量，是工程结构安全分析

的重要基础．本文将在文献［８］的基础上，研究计算压强的保辛摄动方法．为方便论述，本文所

采用的基本符号、变量等均与文献［８］相同，部分公式则直接采用文献［８］中的公式．

１　 位移法水波方程

本文采用位移描述水波的运动，在水平方向和竖直方向的坐标分别记为 （ｘ，ｚ）， 时间记为

ｔ， 水深设为常数，记为 ｈ， 水底为 ｚ ＝ － ｈ ．静止水面记为 ｚ ＝ ０， 变形后的水面记为 ｚ ＝ ｗ（ｘ，０，ｔ）
＝ η（ｘ，ｔ） ．波幅记为 η０， 即为水面波 η（ｘ） 的最大值．另外将波高记为 Ａ， 表示水波波峰与波谷

之见的相对高度，即为 η（ｘ） 的最大值和最小值之差．波长记为 Ｌ ．
以变量 ｕ（ｘ，ｚ，ｔ） 为例，为表示方便， ｕ（ｘ，ｚ，ｔ） 对某个自变量求偏导时，以下标表示．如
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ｕ（ｘ，ｚ，ｔ） 对 ｘ 和 ｚ 的偏导分别记为 ｕｘ 和 ｕｚ ．但 ｕ（ｘ，ｚ，ｔ） 对时间 ｔ 的偏导记为 ｕ ．其余变量的偏

导采用相同标记方法．
根据文献［８］，二维无黏水波问题的动能和势能分别为

　 　 Ｔ ＝ １
２ ∫ρ（ｕ２ ＋ ｗ２）ｄΩ （１）

和

　 　 Ｕ ＝ ∫
Ω
ρｇｗｄΩ， （２）

其中 ρ 为水密度， ｕ（ｘ，ｚ，ｔ） 和 ｗ（ｘ，ｚ，ｔ） 分别为水平方向和竖向方向的位移， ｇ 为重力加速度．
再考虑不可压缩条件，有修正项：

　 　 Ｒ ＝ ∫
Ω
ｐ（ｕｘ ＋ ｗｚ ＋ ｕｘｗｚ － ｕｚｗｘ）ｄΩ， （３）

其中 ｐ 是压强，也是 Ｌａｇｒａｎｇｅ 参数，与约束条件为对偶变量．再根据最小作用量原理，推得水波

动力学方程可以写为

　 　
ρｕ ＝ － βｘ ＋ βｚｗｘ － βｘｗｚ，
ρｗ ＝ － βｚ ＋ βｘｕｚ － βｚｕｘ，
ｕｘ ＋ ｗｚ ＋ ｕｘｗｚ － ｕｚｗｘ ＝ ０，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（４）

其中

　 　 ｐ ＝ － ρｇ（ ｚ ＋ ｗ） ＋ β ． （５）
即将压强 ｐ 分解为重力压强 － ρｇ（ ｚ ＋ ｗ） 和波动产生的动压强 β（ｘ，ｚ，ｔ） 之和．水面要求压强为

零，则
　 　 β（ｘ，０，ｔ） ＝ ρｇｗ（ｘ，０，ｔ） ． （６）

如果要分析周期行波解，则令

　 　 ｕ ＝ ｕ（ξ，ｚ）， ξ ＝ ｘ － Ｃｔ， ｗ ＝ ｗ（ξ，ｚ）， β ＝ β（ξ，ｚ）， （７）
于是有

　 　
ρＣ２ｕξξ ＝ βｚｗξ － βξ（１ ＋ ｗｚ），

ρＣ２ｗξξ ＝ βξｕｚ － βｚ（１ ＋ ｕξ），
ｕξ ＋ ｗｚ ＋ ｕξｗｚ － ｕｚｗξ ＝ ０，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（８）

及边界条件

　 　

β（ξ，０） ＝ ρｇｗ（ξ，０），
ｗ（ξ， － ｈ） ＝ ０，
ｕ（ξ，ｚ） ＝ ｕ（ξ ＋ Ｌ，ｚ），
ｗ（ξ，ｚ） ＝ ｗ（ξ ＋ Ｌ，ｚ） ．

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（９）

２　 乘 法 迭 代

假设水是连续的，没有破碎，位移和动压强也是小量，则式（４）中

　 　
ｆ１ ＝ βｚｗｘ － βｘｗｚ，
ｆ２ ＝ βｘｕｚ － βｚｕｘ，
ｆ３ ＝ ｕｘｗｚ － ｕｚｗｘ，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１０）

显然是比 ｕ， ｗ， β 高一阶的小量．如果水的晃动很小， 可以视为线性变形的话， 则式（４）可近
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似为

　 　 ρｕ ＝ － βｘ， ρｗ ＝ － βｚ， ｕｘ ＋ ｗｚ ＝ ０ ． （１１）
以上是线性水波的控制方程，可以精确求解．如果考虑非线性，则可以线性解为零阶近似解，代
入 ｆｉ（ ｉ ＝ １，２，３）， 于是形成如下的迭代格式：

　 　

ρｕ（ｎ＋１） ＝ － β（ｎ＋１）
ｘ ＋ ｆ（ｎ）１ ，

ρｗ（ｎ＋１） ＝ － β（ｎ＋１）
ｚ ＋ ｆ（ｎ）２ ，

ｕ（ｎ＋１）
ｘ ＋ ｗ（ｎ＋１）

ｚ ＋ ｆ（ｎ）３ ＝ ０，

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１２）

其中

　 　 ｆ（ｎ）１ ＝ β（ｎ）
ｚ ｗ（ｎ）

ｘ － β（ｎ）
ｘ ｗ（ｎ）

ｚ ， ｆ（ｎ）２ ＝ β（ｎ）
ｘ ｕ（ｎ）

ｚ － β（ｎ）
ｚ ｕ（ｎ）

ｘ ， ｆ（ｎ）３ ＝ ｕ（ｎ）
ｘ ｗ（ｎ）

ｚ － ｕ（ｎ）
ｚ ｗ（ｎ）

ｘ ． （１３）
其实式（１２）也可以从最小作用量变分原理导出，对应的作用量为

　 　 Ｓ ＝ ∫ｔ
０
∫
Ω

１
２

ρ（［ｕ（ｎ＋１）］ ２ ＋ ［ｗ（ｎ＋１）］ ２） ＋ （ ｆ（ｎ）１ ｕ（ｎ＋１） ＋ ｆ（ｎ）２ ｗ（ｎ＋１）） ＋é

ë
êê

　 　 　 　 β（ｎ＋１）（ｕ（ｎ＋１）
ｘ ＋ ｗ（ｎ＋１）

ｚ ＋ ｆ（ｎ）３ ） ù

û
úú ｄΩｄｔ － １

２ ∫
ｔ

ｔ０
∫Ｌ

０
ρｇ［ｗ（ｎ＋１）（ｘ，０，ｔ）］ ２ｄｘｄτ ． （１４）

这表明该迭代是保辛的乘法摄动．每步迭代计算中，都可以通过对式（１４）进行离散，然后变分

导出线性的微分⁃代数方程，并采用保辛的祖冲之类算法求解该方程．本文采用线性水波晃荡

的振型作为空间离散的基函数，因此相当于在波数域进行离散．对于水底平坦问题的水波晃荡

解可参考文献［７］．

３　 行 波 解

分析行波解也可采用乘法迭代方法，此时有

　 　

ρＣ２ｕ（ｎ＋１）
ξξ ＝ － β（ｎ＋１）

ξ ＋ ｆ（ｎ）１ ，

ρＣ２ｗ（ｎ＋１）
ξξ ＝ － β（ｎ＋１）

ｚ ＋ ｆ（ｎ）２ ，

ｕ（ｎ＋１）
ξ ＋ ｗ（ｎ＋１）

ｚ ＋ ｆ（ｎ）３ ＝ ０，

β（ｎ＋１）（ξ，０） ＝ ρｇｗ（ｎ＋１）（ξ，０），
ｗ（ｎ＋１）（ξ， － ｈ） ＝ ０，

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（１５）

其中

　 　

ｆ（ｎ）１ ＝ β（ｎ）
ｚ ｗ（ｎ）

ξ － β（ｎ）
ξ ｗ（ｎ）

ｚ ，

ｆ（ｎ）２ ＝ β（ｎ）
ξ ｕ（ｎ）

ｚ － β（ｎ）
ｚ ｕ（ｎ）

ξ ，

ｆ（ｎ）３ ＝ ｕ（ｎ）
ξ ｗ（ｎ）

ｚ － ｕｚｗ（ｎ）
ξ ．

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１６）

式（１５）对应于一种变分原理：

　 　 Π ＝ ∫
Ω

１
２

ρＣ２（［ｕ（ｎ＋１）
ξ ］ ２ ＋ ｗ（ｎ＋１）

ξ ）ｄΩ ＋ ∫
Ω
β（ｎ＋１）（ｕ（ｎ＋１）

ξ ＋ ｗ（ｎ＋１）
ｚ ＋ ｆ（ｎ）３ ）ｄΩ ＋

　 　 　 　 ∫
Ω
（ｕ（ｎ＋１） ｆ（ｎ）１ ＋ ｗ（ｎ＋１） ｆ（ｎ）２ ）ｄΩ － ∫Ｌ

０

１
２

ρｇ［ｗ（ｎ＋１）（ξ，０）］ ２ｄξ ． （１７）

根据变分原理可以推出式（１５）．每步迭代计算中，都可以通过对式（１５）进行离散，然后变

分导出线性方程进行求解．本文采用线性水波的行波解作为空间离散的基函数，因此相当于在

波数域进行离散．线性水波的行波解可参考文献［８］．
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４　 算 例 分 析

４．１　 浅水波

考虑 Ｌ ＝ ５０ ｍ 和 ｈ ＝ １ ｍ 的矩形水池，水密度为 ρ ＝ １ ０００ ｋｇ ／ ｍ３， 重力加速度为 ｇ ＝ １０
ｍ ／ ｓ２， 初始水面形状为

　 　 η－（ξ，０） ＝ Ａ αｓｅｃｈ２ αＬ
２

－ αξæ

è
ç

ö

ø
÷ － ２

Ｌ
ｔａｎｈ αＬ

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ， （１８）

其中， ξ ＝ ｘ ＋ ｕ（ｘ，０），α 和 Ａ 为两个形状参数，通过调节 α 和 Ａ 可以改变初始水面形状．α 或者

Ａ 越小，初始水面越平坦．该算例在文献［６］中采用浅水方程 ＳＷＥ⁃ＤＰ 和祖冲之算法分析过，这
里用乘法迭代计算，并与文献［６］中的结果进行比较，以测算本文方法的可靠性，计算时参数

选择 α ＝ ０．１ 和 ０．３，Ａ ＝ ０．８．用本文方法计算时，空间场取 ４０ 个水波晃荡的振型进行近似，采用

保辛迭代法分析，时间步长取 Δｔ ＝ ０．０１ ｓ， 每次迭代时均采用 ２ 阶的保辛算法计算，迭代时要

求两次迭代之间的位移差小于１０－５ ．
表 １ 给出了 ＳＷＥ⁃ＤＰ 与本文方法计算得到的表面 ｘ ＝ ２５ ｍ 处的竖向位移 ｗ（２５，０，ｔ） 和水

底 ｘ ＝ ２５ ｍ 处的压强 ｐ（２５， － Ｈ，ｔ） 在 ｔ ＝ １，２，５ ｓ 时的计算结果．图 １ 和图 ２ 给出了不同参数

下，水波在不同时间的形态，以及相应的压强分布．表 １ 中，ＳＷＥ⁃ＤＰ 的计算结果取自文献［６］．
本文是完全非线性模型，而 ＳＷＥ⁃ＤＰ 采用了浅水假定，两种模型之间存在一定差异，也必然导

致在计算浅水波时的结果存在一定的微小差异．由表 １ 可见，两种模型的计算结果差异很小：
比较两种模型计算的不同时间竖直方向的位移，最大差异为 ８％；比较压强，两者之间的最大

差异为 ０．３％．两种模型的计算结果基本吻合，显示了本文方法的正确性．
表 １　 ＳＷＥ⁃ＤＰ 与本文方法的计算结果对比

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｃｏｍｐｕｔｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ＳＷＥ⁃ＤＰ ａｎｄ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ

ｍｅｔｈｏｄ α
ｗ（２５，０，ｔ） ／ ｍ

ｔ ＝ １ ｓ ｔ ＝ ２ ｓ ｔ ＝ ５ ｓ

ｐ（２５， － Ｈ，ｔ） ／ Ｐａ

ｔ ＝ １ ｓ ｔ ＝ ２ ｓ ｔ ＝ ５ ｓ

ＳＷＥ⁃ＤＰ
０．１ ０．０４０ ８ ０．０２３ ４ －０．０１８ ６ １０ ４０１ １０ ２３３ ９ ８１７

０．３ ０．０７９ ６ －０．０１３ ３ －０．０３２ ０ １０ ８７５ ９ ９１５ ９ ６８１

ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ
ｍｅｔｈｏｄ

０．１ ０．０４０ ２ ０．０２２ ９ －０．０１８ ７ １０ ３９８ １０ ２３１ ９ ８１６

０．３ ０．０７７ ６ －０．０１４ ５ －０．０３３ ６ １０ ８４０ ９ ８９８ ９ ６６５

（ａ） ｔ ＝ ３ ｓ （ｂ） ｔ ＝ ６ ｓ
图 １　 不同时刻压强分布， α ＝ ０．１

Ｆｉｇ． １　 Ｔｈｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｍｅｎｔｓ， α ＝ ０．１

４．２　 行波

计算行波，取 ｈ ＝ １ ｍ ．以线性水波的行波解作为空间离散的基函数进行迭代计算，初始迭

代时波幅均取为 η０ ＝ ０．１ｈ， 波长取 Ｌ ＝ ０．６５，１，２，１０，１５，２０ ｍ 分别进行计算．当波长由小变大，
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对应的水波从深水波渐变为浅水波． 图 ３ 绘制了不同波长下行波的形态， 以及相对应的压强

分布．
由图 ３ 可见， 本文方法可以统一地给出深水和浅水行波的位移、 形态以及压强分布．Ｌ ＝

０．６５ ｍ 对应的行波很特别，其水波表明存在尖锐的波峰，这实际上是一种涌波（ｓｗｅｌｌ ｗａｖｅ）．随
着波长的增加，水波逐渐从涌波演变为孤立波．当波长相对于水深较小时，水波属于深水波，如
图 ３（ａ） ～３（ｃ）；当波长相对于深水较大时，水波属于浅水波，如图 ３（ｄ） ～ ３（ ｆ）．从压强分布可

见：对于深水波，水表面的形态对水底压强分布的影响很小；对于浅水波，水表面的形态对水底

压强的影响很大．

（ａ） ｔ ＝ ３ ｓ （ｂ） ｔ ＝ ６ ｓ
图 ２　 不同时刻压强分布， α ＝ ０．３

Ｆｉｇ． ２　 Ｔｈｅ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ａｔ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｏｍｅｎｔｓ， α ＝ ０．３

（ａ） Ｌ ＝ ０．６５ ｍ （ｂ） Ｌ ＝ １ ｍ

（ｃ） Ｌ ＝ ２ ｍ （ｄ） Ｌ ＝ １０ ｍ
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（ｅ） Ｌ ＝ １５ ｍ （ｆ） Ｌ ＝ ２０ ｍ
图 ３　 不同波长对应的波的形态及压强分布

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｈｅ ｗａｖｅ ｓｈａｐｅｓ ａｎｄ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｗａｖｅ ｌｅｎｇｔｈｓ

５　 结　 　 论

对于工程中涉及到的水波问题，压强是需要特别关注的物理量．本文在《保辛水波动力学》
一文的基础上，研究了同时考虑位移和压强的保辛摄动方法，该方法以线性水波解作为初试迭

代解，然后在每个迭代过程中均通过最小作用量变分原理进行离散，保证每个迭代过程均保

辛，由此建立保辛的迭代格式．与《保辛水波动力学》中的不同之处在于，本文方法可以同时计

算出位移和压强．具体的数值算例表明，本文方法适用于水波的非线性演化分析，也适用于孤

立波、尖锐的涌波等自然界中出现的非线性波的模拟．
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